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seilen  Oeliilde. 

Von 

Herrn  Dr.  Anton  MälUrj. 

Ard.  Profe«9or  der  Math,   an  d«r  ÜnivemtAt  ia  Zörirh. 


Die  Geometrie  überhaupt,  die  höhere  tnedie  elemeotare,  eut- 
hftlt  manche  Sätze ,  welche  at^vullig  isoüft  dastehen,  im  Gegen- 
sätze zu  vielen  Sfttzen,  deren  nähere  oder  entferntere  Verwand- 
Schaft  mit  anderen  nacheewiesen  wird.  So  wird  z.  B.  gezeigt^ 
dass  einem  Dreiecke  AßC  drei  Punicte  PQR  zukommen,  yon 
denen  jeder  der  geraeinsame  Dnrcbschnitt  dreier  Linien  ist,  und 
welche  mit  einander  in  einer  geraden  Linie  liegen:  die  drei  Linien, 
welche  aus  den  Eckpunkten  ABC  nach  den  Mitten  der  Seiten 
gehen,' schneiden  einander  in  einem  Punkte/^  und  drei  zu  den  Seiten 
senkrechte  Linien  haben  einen  Punkt  Q  mit  einander  gemein^ 
wenn  sie  durch  die  Mitten  der  Seiten  gehen,  aber  einen  Punkt 
Ry  wenn  sie  durch  die  Eckpunkte  gehen.  Dass  bei  Vierecken, 
Fünfecken  u.  s.  w.  Analoges  sich  finden  lasse,  ist  ausser  Zwei- 
fel; gleichwohl  geben  die  Lehrbücher  darüber  nicht  Aufschlnss. 
Aehnliches  gilt  von  anderen  Eigenschaften.  Ein  solches  Isoiirt- 
sein  einer Einzelnbeit  ist  immer  ein  Zeichen,  dass  man  nicht  alle 
Seiten  kennt,  und  namentlich  jene  nicht,  welche  den  Weg  zur 
Auffindung  des  Ganzen,  dem  das  Einzelne  angehört,  zu  zeigen 
geeignet  sind.  Hierin  lag  zu  allen  Zeiten  ein  mächtiger  Soom 
zur  ylelseitigen  Betrachtung  einer  Sache,  um  auf  diesem  V^ege 
die  Einsicht  |io  das  Ganze  zu  erlangen.  Es  sind  indess  vielfach 
alle  Bemühungen  vergeblich;  nicht  selten  aber  bleibt  aueh  eine 
Sache  ohne  Beachtimg«  weil  man  von  dem  Werthe  derselben 
keine  Ahnung  hat,  während  die  Auffindung  des  Ganzen,  dem  die 
Sache  angehört»  zu  den  minder  schwierigen  Aufgaben  tu  säblen 
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ist.  In  letzterer  BeziebuDg  bietet  der  Punkt  P  eines  Dreieckes 
ABC,  in  welchem  die  drei,  ans  den  Eckpunkten  nach  den  Mitten 
der  Seiten  gehenden  Linien  einander  durchschneiden ,  ein  nierk- 
würdises  Beispiel,  dessen  nähere  Beleuchtung  einiges  Interesse 
gewähren  durfte. 

Wenn  man  (Taf.  I.  Fi^  1.^  von  den  Seiten  eines  Dreieckes 
^^C  jede  in  drei  gleiche  Theile  theilt,  und  yon  den  Theilungs* 
punkten  mit».,  jedes  Paar,  das  einer  Seite  zunächst  liegt,  durch 
eine  gerade  Linie  verbindet,  so  erhält  man  drei  Linien  mq,  nr, 
ps;  jede  derselben  ist  zu  einer  Seite  des  Dreiecks  parallel,  und 
je  zwei  von  ihnen  balbiren  einander;  folglich  gehen  alle  drei  durch 
einen  Punkt  P. 

Dieser  Punkt  P  Ist  eben  derselbe,  in  welchem  die  aus  den 
Eckpunkten  nach  den  Mitten  der  Seiten  gehenden  Linien  eioan* 
der  durchschneiden:  deoji  eine  durchs  und /^gelegte  Linie  mus« 
die  Seite  BC  halbiren.  Wir  haben  somit  eine  Bestimmung  des 
Punktes  P  unabhängig  von  den  dnrcb  die  Eckpunkte  gelegten 
Linien. 

Betrachten  wir  nun  (Taf.  I.  Fig.  2.)  den  Punkt  P  als  auf 
die  erwähnte  Weise  bestimmt,  und  legen  durch  denselben  die 
Linien  Aa  und  ^6,  und  ausser  diesen  noch  eine  dritte  Linie 
MOf  welche  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht.  Diese  drei  Linien 
Aa,  Bbf  MO  haben  das  mit  einander  gemein,  dass  jede  durch 
P  geht,  und  alle  drei  Seiten  durchschneidet.  Nun  bestehen,  dem 
Vorhergehenden  zufolge,  zwischen  den  von  P  ab  gezählten  Seg- 
menten  der  Linien  Aa  und  Bb  die  bekannten  Sätze 

8.«; 


PA 

\ea±Pa, 

PB=z 

nithio  «neb  die  Sfitze 

, 

1 
Pi= 

2            . 
PA     "»^ 

1 

in 

¥B' 

es  fragt  sich  altio:  wekJier  .Znsammenhang  besteht  zwischen  den 
Segmenten  PM,  PN  und  PO  der  dritten  Linie  ifO? 

Die  Antwert  liegt  in  dem  Satze 

J 1    ^    l_  ,. 

PM^PNT  PO'  w 

dessen  Richtigkeit  auf  folgende  Wei«e  dargethan  wird. 

Man  betrachte  AB  und  AC  als  TranstersM^n  des  Dreieckes 
POä',  so  hat  man  die  Sätse 

PA.äB.OMssiPMMA.OB, 

PAMaON^PN^A.OC; 

nithii», :  weil  aAx=z3.Pa,  PAss2.Pa,  und  %aB^2MC^BC  is^. 
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3 

tMf     9.ÖB 
Om      9.0C 

OBrstOC^hC 

Qod  subtrahire  daoo  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten«    so  er- 
giebl  slck 


dahes  ist 


PO      PO     . 


J Lx  L 

PM-^  PN^  PO' 


was  bewiesen  werden  sollte« 

Durch  den  Satz  (a)  ist  eine  erweiterte  Bedeutung  des  Punk- 
tes P  gewonnen:  es  ist.  elh  G^set^  äusgedrfickt^  das  für  die 
Segmente  einer  jeden  durch  P  gelegten  geraden  Linie  gilt.  Im 
besonderen  Falle,  wenn  eine  dur^ftP  gelegte  Linie  zugleich  durch 
einen  Eckpunkt  gebt»  werden  zypei  Segmente  gleich  gross»  und 
wenn  die  Linie  zu  eitier  Seite  parahel  Ist,  so  wird  em  Bcigment 
:=O0y  und  die  beiden  anderen  sind  gleich  gross. 

Ehe  ich  die  gefundene  Bedeutung  des  Punktes  P  benutze, 
um  einen  Schritt  weiter  zu  thun,  werd^  ich  den  analogen  Punkt 
betrachten,  der  einem  Tetraeder  zukommt 

Wenn  man  ^Taf.  L  t^g.  3.)  Ton  den  Kanten  eines  Tetrae- 
ders ABCD  eine  jede  in  vier  gleiche  Theile  tbeilt,  und  jede  Ter- 
nlon  der  Theilungspunkte,  welche  einer  Seitenfläche  zunSchsl 
li^t,  durch  gerade  Linien  verbindet,  so  erhält  man  zwölf  Linien, 
und  durch  diese  zugleich  vier  Ebenen  abc,  a*dd*ya**d*'b''y  Ä'V'd*'. 
Jede  der  zwölf  Verbindungslinien  ist  zo  einer  Kante  pai-allel; 
daher  \lurch8chneiden  diese  Linien  einander  in  solchen  Punkten 
m  np  9....,  wodurch  jede  einzelne  derselben  In  drei  gleiche 
Theile  getheilt  wird.  Weil  jede  der  Ebenen  abd  a!dd\ ....  zu 
einer  Seitenfläche  parallel  ist.  So  Ist  jede,  zweien  dieser  Ebenen 
gemeinsame  Linie  zu  einer  Kaute  parallel.  Die  sechs  Durch- 
schnittslinien der 'Ebenen  aftc»....   gehen  aber  durch  die  Punkte 

mit ,    daher  müssen  jede   zwei   derselben  einander  balbiren. 

Bietfatts  aber  fojfft»  dass  die  sechs  Linien  mai\  nn',  pp\...,  dureb 
einen  einzigen  Punkt  P  gehen. 
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Leet  man  durch  den  so  bestimmten  Punkt  P  und  durch  den 
EckpunKt  A  eine  gerade  Linie  AP^  so  muss  diese  der  gegen- 
überliegenden Seitenfläche  BCD  in  einem  Punkte  P  begegnen, 
dem  vermöge  seiner  Lage  in  dem  Dreiecke  BCD  die  in  («)  be- 
zeichnete Eigenschaft  zukommt.  Werden  nämlich  von  A  aus  durch 
p  und  j}'  die  Linien  AQ  und  AR  gezogen,  und  zugleich  Q  in  BC 
und  R  in  CD  mit  einander  verbunden,  so  ist  die  neue  Linie  QR 
zu  j9p'  parallel,  mithin  P*  die  Mitte  von  QR'y  zugleich  ist  BQ 
von  BC,  und  DR  von  DC  der  dritte  TheU,  also  QR  zu  BD 
parallel;  folglich  hat  P*  die  erwähnte  Lage.  Endlich  ist  PA 
z=i.PP,  und  PA=3,PP',  oder 

]  3 


PP^—TÄ' 

Man  lege  nun  (Taf.  I.  Fig.  4.)  durch  P  eine  gerade  Linie 
LPO,  welche  zwar  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht,  aber  den- 
noch mit  jeder  Seitenfläche  einen  Punkt  gemein  hat.  Diese  Linie 
liegt  mit  APP  in  einer  Ebene,  welche  ebenfalls  jede  Seitenfläche 
durchschneidet.  Es  seien  A3§\  AIS*,  AO*,  LO"  die  Durchschnitts- 
linien der  Seitenflächen  und  der  erwähnten  Ebene,  und  demge* 
mäss  LMNO  die  Punkte,  welche  die  Linie  XPOImit  den  Seiten- 
flächen gemein  hat.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man,  weil 
AMf,  AN',  AO'  Transversalen  des  Dreieckes  iLPP'  sind,  die 
Sätze 

PA.LM.PM':=:  PM.LM'.P'A , 

PA.LN.P'N'^PN.LN'.P'A, 

PA.LO.PCy^PO.LO'.P'A. 

Weil  nun  PA-Z.PP',  und  P*A^LPP  ist,  so  folgt  hieraus; 


Z.LM 

A.LM' 
PM'  ' 

Z.LN 

PN  = 

3.iQ 
PO  - 

4.LO' 

Hierin  fflhre  man   ein: 

LM^PL^PM\  LM^^PL'-P'M' 
LNz:^PL^P]Si  LN'^PL^P'N', 
LO=PL  +  PO;    LO'z=:P'L  +  P'(y 

und  subtrahire  dann  die  Summe  der  ersten  und  zweiten  Gleichniig 
von  der  dritten,  so  entspringt 
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Dem  Gesetze  (a)  zufolge  ist  aber 


folgiieh  a«€h 


1-  ---L_4.      1     ^ 
P^^  PM'^  WN'' 


PÖ=Pl^PM^TN\  ^> 


Dieser  Satz  giebt  deo  ZuMnamenhang  der  Segmente  P£,  PM^ 
PN  und  PO  an.  8  6 

Bei  der  Annabme  der  Linie  XPO  ist  überhaupt  eineRicbtung 
gewibit,  bei  welcber  die  Punkte,  in  denen  die  Xiinie  LPO  den 
peilenfläcben  begegnet,  von  einander  verschieden  sind;  indes« 
ist  die  Richtung  ?oa  LPO  doch  eine  solche»  das«  auf  der  einen 
Sdte  Ton  P  der  Punkt  O  allein  ist,  während  auf<ler  anderen 
Seite  die  drei  Punkte  L  M  N  liegen.  Ira  Gegensätze  zu  dieset 
Richtung  der  Linie  LPO  steht  eine  aodere  (Taf.  I.  Fig.  6.),  bei 
welcher  die  Punkte  LMNO  paarweise  vertheiit.  sind,  auf  dw 
einen  Seite  von  P  die  Punkte  L  und  My  auf  der  andeien  aber 
N  nnd  O  liegen.  Man  hat  übrigens  in  diesem  wie  im  vorher- 
gehenden FalJe  die  Sfttze 


Z.LM 

A.lät 
P'M 

3.LN 

A.LN' 

PÜf- 

■  P'iü'- 

Z.LO 

iJ^ 

PO  -  PO' 
and  hieraus  erb&lt  man,  wenn  man  die'Werthe 

LM=PL— PM;  LM'=P'L—  PM', 

LN=iPL  +  PN;LN'=zP'L+P'N', 

LO-PL+PO',LO'=P'L+P'0' 

einfuhrt,  und  dann  die  erste  Gleichung  von  der  Summe  der  zwei- 
ten und  dritten  subtrahirt,  die  Glöchui^: 

Nach  («)  ist  aber 


Digitized  by  VjOOQIC 


folglich  wird 


6 
1.1  1 


Die  SKtze  (5)  und  (y)  sind  zwar  venchieden,  wi*  die  FilK 
auf  welche  sie  Bezug  haben.  Bringen  wir  aber  diese  Gleichungen 
auf  die  Form 

*^- PE  +  PF+ 1W+ ^PO' 

0o  fUlt  ift  dto  Augen«  da80  jeder  von  den  SUtsea  (ß)  und  (7)  nnt 
eine  speelelle  Anwendmiff  eine«  altcemelnen  Satzes  ist,  der  aUe 
lautet;  einem  Tetraeder  kommt  eintunkt  P  von  solcher  Lage  zu, 
daee  in  einer  dnroli  P  gelegten  geraden  Linie,  welche  In  den 
Punkten  LM  N  O  den  Seitenfliehen  hegegnet,  die  von  P  ab  g^ 
«fthlten  Segmente  PL,  PM,....  in  der  dorcb  die  Gleichung 

n-  '   X     *    X    *    X    * 

bezeichneten  Weise  zusammenhingen. 

In  gleicher  Weise  kann  man  in  Bezug  auf  die  Segmente  einer 

geraden  Linie,  welche  durch  den  PunhtP  eines  Dreieckes  gelegt 
\t,  und  in  den  Punkten  MifOüe  Seiten  durchschneidet,   den 
Satz  aufstellen : 


Nachdem  die  eigentliche  Bedeutung  des,  einem  Tetraeder 
angehurigen  Punktfs^P  naohgewiesee  wor^fn»  iejk.es  leicht,  den 
Beweis  zu  liefern ,  dass  einem  Vierecke ,  öder  besser  ausgedrückt 
ebem  Aggc^Hite  iron  vier  geraden  Linien,  die  in  einer  Ebene 
liegen,  ein  solcher  Punkt  P  tukemme»  wie  desii  Dreieeke;  Man 
nehme  an,  es  sei  der  einem  Tetraeder ^i? CD  zukommende  Pankt 
P  bestimmt,  und  es  seien  durch  P  zwei  gerade. Linieip  ffelegt» 
von  denen  di^  eine  in  den  Pimkten  LMtiOs  4ie  ai^derQ  ih  *4ftit 
Punkten  L'M^N'O'  die  SeitenflSchen  durchdringt.  Diefi/e  geraden 
Linien  LPO  und  L'PCy  liegen  in  einer  Ebene  E ,  und  bestim- 
men  daher  in  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  viei  «olehe  gcdbde 
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Llole»  Llt,  MM*,^^,  M^che  eiu  ebenes  Aflgreg«t  oonstitdlfeD» 
Man  nehme  weiter  an,  in  der  Ebeae  E  aeien  dttrcfa  Pnoeh  andere 
eerade  Linien  gelegt,  welebe  in  den  Punkten  L"  M^JN"  (y,u.B.yi/. 
die  Seitenttehen  dnrelMHdiaetden.  In  sofern  die  Punkte  LMNO.. 
in  den  Seitenfläehen  des  Tetraedera  liegen,  bat  man  die  Sätze: 

"—  PL" ^PM'  ^ ^H" ^  PO''' 

u*  a.  w. 

Non  geboren  'aber  die  Punkte  LM^*...  auch  dem  Anr^gate 
der  vier  Linien  XX' j  MJW,.^  an;  ea  bat  also  der  Punkt  P  in  dem 
Aggregate  eiae  solche  Lage«  dasa  zwischen  den  Segmenten  irgend 
einer  geradeUv  Lioiet  wel<;he  in  dem  Aggre^te  dur^,den  Punkt 
P  gelegt  ist  4  der  in  den  vorstehenden  Gletchungen  bezeicbnefe 
Zusammenhang  besteht 

Hiermit  ist  die  Beschränkung  auf  Dreieck  und  Tetraeder  be- 
seitigt, und  das  Bestehen  eines  allgemeinen  Gesetzes  angedeu- 
tet, das  sich  uneeßlbr  so  ausdrucken  lässt:  in  einem  Aggregate 
▼on,  n  geraden,  m  einer  Ebene  liegenden  Linien,  und  auch  in 
einem  Aggregate  von  n  Ebenen  giebt  es  einen  Punkt  P  von  sol- 
cher Läse,  dass  in  einer  geraden  Linie,'  wefche  durch  P  geht, 
und  in  den  Punkten  Ai,  A^..»Am  die  Bestandtheite  des  Aggrega- 
tes durchschneidet,  die  von  P  ab  gezählten  Segmente  PA{fPA^,. 
in  einem  durch  die  Gleichung 

^=PA+FJi^ +  K5r 

bezeichneten  Zusammenhange  stehen,  und  dasa  diese  Relation 
in  Bezus  auf  die  Utobtong  der  geraden  1;4inie  an  keine  Bedingung 
geknii|)jf  ist. 

..  In  diesem  aUgemeinen  Satze  Ist,  in  aofem  man  dessen  Gel- 
tung im  Voraus  zugiebt,  die  dem  Punkte  P  beigelegte  Eigen- 
schaft rücksicbtlich  der  Segmente  einer  durch  P  gehenden  gera- 
den Linie  ganz  unzweifelhan;;  dagegen  bleibt  unbestimmt  ^  oo  ein 
Aggregat  nur  einen  einzigen  Funkt  r,  oder  aber  mehrere  solche 
Punkte  haben  könne;  und  ebed  so  ist  ungewiss,  ob  das  Vorkom- 
men solcher  Punkte  P  unbedingt,  oder  durch  oTe  Beschaffenheit 
der  Aggregate  bedin^^  ist. 

liässt  man  diese  Fragen  vorläutig  bei  Seite,  und  sieht  ledig- 
Hefa  auf  die  den  Punkte  P  be^d^te  Eigenaehaft,  jso  kann  & 
Bemeikimg  nkht  Migeben,    dass  in  der  AAgabe  derselben  gar 
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nichts  üegt»  was  eine  Beschränkung  anf  Aggreoale  von.  geraden 
Linien  und  auf  Aggregate  von  Ebenen  als  notnwendig  fiezeivh* 
nete;  es  ist  im  Gegentheile  unverkennbar,  dass  ein  solcher  Punkt 
P  verm5ge  der,  seiner  Lage  zukommenden  Eigenschaft  ganz 
wohl  einer  krummen  Linie,  und  auch  einem  Aggregate  von  {^en,* 
den  oder  krummen)  Linien,  die  in  einer  Ebene  liegen,  angehören 
kann ,  und  dass  das  Gleiche  auf  Flächen  und  auf  Aggregate  von 
Flächen  Anwendung  findet 

Diese  Betrachtungen  fBhren  zwar  nicht  zur  Gewissheit,  ge* 
währen  aber  die  Einsicht,  dass  man  bei  der  Frage  nach  dem 
Vorkommen  der  Punkte  P  es  mit  einer  Eigenschaft  zu  thun  hat, 
welche  den  ebenen  Liniengebilden  und  auch  den  Fiächengebilden, 
also  fiberhaupt  den  geometrischen  Gebilden  zukommt.  Als  eine 
den  geometrischeif  Gebilden  gemeinsame  Eigenschaft  kann  aber 
das  Vorkommen  der  Punkte  P  schlechthin  nicht  isolirt  stehen : 
dasselbe  muss  mit  anderen  Eigenscharten,  welche  den  Gebilden 
ebenfalls  gemeinsam  sind,  irgendwie  zusammen  hängen,  in  dem 
Systeme  alkr  Eigenschaften,  welche  die  Gebilde  mit  einander 
gemein  haben,  eine  bestimmte  Stelle  einnehmen.  Will  man  also 
Ober  das  Vorkommen  det  Punkte  P  zur  vollen  Klarheit  gelangen, 
so  muss  mau  sich  in  einem  ganz  anderen  Gebiete  umsehen ,  Als 
die  Elementarsätze  Qber  jene  Punkte  anzudeuten  scheinen. 


Seit  der  Einführung  der  Coordinaten  durch  Descartes  w^r* 
den  die  krummen  Linien  und  eben  so  die  Flächen  nach  den  Ihneii 
zukommenden  Gleichungen  in  Ordnungen  vertheitt.  In  der  Weise, 
dass  der  Grad  ihrer  Gleichung  zugleich  die  Ordnung  einer  Linie 
oder  Fläche  bezeichnet,  und  demgemäss  alle  Linien  und  alle  Flä- 
chen, deren  Gleichungen  von  einerlei  Grad  sind,  als  zu  emerlei 
Ordnung  gehörig  betrachtet  werden. 

Hiemach  ist  es  ganz  richtig,  dass  die  Gleichungen  aller  zu 
einerlei  Ordnung  gehörigen  Linien  oder  Flächen  nichts  weiter  sind 
als  Specialfalle  einer  allgemeinen  Gleichung,  d.  i.  einer  solchen, 
deren  Coefficienten  ohne  Werth-  und  Formbestlmmung,  ledig* 
lieh  unbestimmte  Zeichen  sind.  Von  einer  solchen  Gleichung 
kann  man  itber  nicht  umgekehrt  sagen,  sie  sei  die  allgemeine 
Gleichling  aller  zu  einer  Ordnung  gebörig^en  liinien  oder  Flächen, 
aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  die  Gleichung  ein  grösseres  6e- 
biet  umfasst,  das  ausser  den  Linien  oder  Flächen  auch  noch 
andere  Gebilde  enthält.  So  ist  es,  um  ein  Beispiel  anzufahren, 
schlechthin  ungenau,  wenn  man  die  Gleichung  zwischen  den  Co- 
ordinaten xy  vom  dritten  Grade  / 

so  lange  ABC*,  lediglich  Zeichen  für  die  Goefficienten  sind,  als 
die  allgemeine  Glekhnng  der  Linien  dritter  Ordnwig  betrachtet: 
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wkßuk  Airgfegate  top  drei  «f^f^d««  I^iaien,  die  'm  einer  Eigene  lie- 
gen, und  eMD  80  einem  Aggregate  yon  einer  geraden  Lini^.  und 
einem  Kegebchnitt  gehOrt  eine  <jieic)iung  zw.i«clien  den  Coord> 
naten  eines  seiner  Punkte  an ,  welche  ebenfalls  vom  dritten  Grade 
ist,  und  jede  selche  GleiolMiiig  ist  in  der  obigen  aJ.lgemei9ef  als 
S|MBdaUnir  enthalten«  Dm  also  genau  zu  sein.,  wird  mu,  ß^ßßOi 
es  seien  alle  ebenen. LinieikgeUlde>  dritter  Ordnung  |n  4er  eJl)ige9L 
aUgememdn  Gleiehmg  begriffen. 

Eben  so  unbestreitbar  und  richtig  ist  auch,  dass  eine' Unter 
•uehtttig  der  zu  einer  Ordnung  cehorigen  Linien»  wobei* die  aU- 
Itelneiiie  Coordtnatengleichnng  des  entsprechenden  (Grades  als 
Gmndli^e  dient»  nicht  mit  den  Linien  selbst  anfanget^  i^anp.  Es 
fehlt  ntallcb  die  Definitien  dieser  Linien  als  solcher,^  indem  das-. 
jenige,  was  durch  die  Coordinatenffleicbnng  ausgedruckt  wir^» 
sieb  nicht  auf  diese  oder  jene  Gebilde  ausschliesslich,  .sondern 
auf  alle  Gebilde  dersdben  Ordnung  bezieht. 

Bei  einer  solchen  Auffassung  der  Bedeutung »  welche  den 
allgemeinen  Coordinate^gleichuncen  zvkemnjity  steht  scfion  vor 
aller  Ontersuchung  als  unzweifelhaTteThatsache  fest,  dass  den  Linlen- 
gebiMenTon  einend  Ordnung»  desgleichen  auch  den  Fläebengdbilden 
▼eik  einerlei  ^Ordmmg  viele  EL^ensohaften  gemein  sein  rOiässen. 
Hiervon  ausgehend  habe  Ich  in  der  Schrift:  ,,Die  Fundamental- 
gelsetze  der  höheren  Geemetrie'%  wovon  so  eben  die  erste 
Abtheilung  in  der  HaLlberaer'schen.  VerlagshandJup)^  in  Stutt- 
gart erscnienen  ist,  in  möglichfgrQsster  VolTsttodJ^eit  diejenigen 
Gesetze  zu  entwickeln  versucht,  welchen  die  gemeinsamei^ Eigen: 
schalten  sowohl  der  Linien  —  alsder  Fj£eheni^bilde  UAterworfep 
sind.  Hierbei  stellt  sich  die  Mannigfaltigkeit  und  die  verschieden- 
artige Matur  jener  Eigenschafteii  heraus.  Es  finden  sich  solche 
Eigenschaften,  denen  eine  unbedingte  und  unveränderte  Geltung 
zukommt,  welche  also  von  der  besonderen  fieschaffenbeU  der 
Gebilde  völlig  unabUingig  sind;  sodann  ergeben  sich  auch  Eigene 
Schäften  Von  veränderlicher  Natur,  welche  voo'  der  Bescbaffenneit 
der  Gebilde  mehr  oder  weniger  abhängen.  Insbesondere  erlangt 
man  in  Bezug  auf  Ueber-  und  auf  Unterordnung  der  gemeinsamen 
Eigenschaften  eine  solche  Einsicht,  dass  auch  nicht  der  mindeste 
Zweifel  obwalten  kann.  Indem  die  Untersuchung  auf  dies  alles 
eingeht,  und  namentlich  auek  auf  die  {dodificationen,  wejch^  die 
veränderlichen  Eigeniichaften  erleiden  können,,  fuhrt  sie  Schritt 
för  Schritt  tiefer  in  die  einzelnen  Theile  des  Gebietes  der  zu- 
saramenhöiigen  Gebilde,  und  man  bat  endlich  die  individuellen 
Gebilde,   in  streng  .legiseber  Anerdnoog  angeführt 

Die  Art  und  Weise,  zu  den  gemeinsamen.  Eigel^Kdlaften  der 
zu  einerlei  Ordnung  gehörigen  Gebilde  zu  gelangen ,  ist  ziemlich 
einfoeh.  Durch  die  Voraussetzung,  de?  Coordinate«gleichui^g  des 
vten  Grades  hat  man  zunächst  das  Mittel  sur .  formellen  Beband-. 
lon^  der  Frage  nach  denjenigea  Punkten,  welche  eine  gerade 
Linie  mit  eiaeni  Linien-  oder  Flächengebilde  dec  nt^n  Ordnung 
gemein  haben  kann.  Die  Anzahl  dieser  Punkte  ist,  wie  bekannt, 
nicht  ffrösser  als  n,  und  man  findet  die  einzelnen  Punkte  nicht 
allein  äurcb  Ermittelung  ihrer  Coordinaten»  sondern  auch  enf  zwei 
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«Ddere  Welses»  wetehe  darauf  fcenibeB,  Abbb  die  litge  eintr  ge* 
raden  Litiii*  beatimmt  Ut  soiroU  durch  einen  ihrer  Punkte  und 
datch  ihre  Richtung«  aler  aueh  durch  zwei  ihrer  Punkte. 

Indem  van  die  Laee  einer  getadeo  Linie  oder  che»  iTrane« 
▼etdalen  T,  trdche  ein  Gebilde  L  der  nien  Ordnung  durcknchnet« 
iet,  durch  YorauMetzung  ihrer  BSebtung  und  eiiiee  Punktes  O 
derselben  bestimmt»  ist  die  MOsiichkeH  darceketen,  die  Ptehfe 
Alf  A^ An,  welche  das  Gebilde  L  mit  der  Transversalen  T 

femein  hat,  dufcb'ihre  Lage  gegen  O  anzugeben;  man  hat  nur 
ie  Segmente  QAt,   OA^...,OAm  m  hestiminen.    Wenn  ;iber  A 

irgend  einet  von  den  Punkten  Ai,   Am An,  also  OA  eines  der 

Segmente  OAi,,  OAm^....OAn  ist»  so  lassen  sieh  die  Coovdinaten 
des  P^nlcfes^  einzeln  darstellen  durch  das  Segment  0^1^  durch 
die  Coordioaten  Ton  O,  und  durch  Ae  Elemente  der  Richtung 
der  Transversalen  T\  die  Substitution  dl«»er  Wertbe  der  Cootdf 
naten  von  A  in  der  roransgesetzten  CoordinatengleiektMg  Mhrt  zm 
C^oer  Gleic|iung  fflr  04  von  der  Form 

0==Jlfo.O4«+jMi.O4^-i+....+ilf«-x.O2<  +  JII«. 

Die  CoefBcienfen  MqMi...  dieser  Gleichung  «enthalten  dreierlei 
GrSssen:  die  CoefBclenten  der  Torausjgesetilen  Goordinatenglei« 
chung,  sodann  die  Geordinaten  des  Punktes  O,  nnd  endlich  die 
Elemeute  der  RicfaCung  der  TransTersalen  T;  zugleich  Usst.siek 
die  Art,  In  weldkev  die  Coefficienten  ^o^  ^us  den  ecwikaten 
Grossen  gebildet  werden »  durch  ein  Gesetz  ausdrücken.  Im  FaUe 
L  ein'Linlenfl;ebilde  nter  Ordnung  ist»  dessen  Gleichung  zwiseheo 
senkrechten  uoonKtiateik  durch  den  Satz 

angemgt  wlid,  hat  »an  unter  der  Voraussetzung»,  dass  |»  die 
Coerdmaten  Je»  Ponktesr  O  seien,  und  das«  die  Transversale  T 
um  den  Winkiel  u  zur  Ax«  der  x  geneigt  sei»  das  BildMOgn^es^ta; 

Diesem  vORte  anafog  Ist  das  fiifdung^gesetz  von  JUr  Skr  de» 
Fall»  dass  dik  Ctebilde  %  ^in  FIfiehengebiMe  ist. 

Nach  vorcrtehendsv  Bildungsnorm  Ist  Mr  in  Rfldsakdit'deitGo- 
ordinaten  $17  eine'  Grosse  der  rten  Dknensm»  so  das«  in  Mq  die 
Coordinaten  |^  gar  nicht  vorkommen,  in  üf^  nur  die  ersten  Poten- 
ziell, derselben»  tr.  ^.  w. 


Die  Segmente  OAi ,  OA^ 9.^*4.  sind  die  Wurzeln  der  ol  ^ 
Gleichung  rar  QA;  '  daher  hat  tnati  zwischen  diesen  Segnentos 
itnd  den  Goefflcienten  ^oi^i....  iener  Gleichviig  dn  SysSam  vod 
n  Sfitzeo ,  dessen  allgemeines  Glied  durch  die  GWchong 

{04A0A^n^0A^p^=z(^J)p.^ 
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Samme  der  Verbindiingen  ans  OAi,OÄg..*..  un  p  fifeflienleii  an* 
deute. 

DeriHiDkt  Okl  Merbei  ab  angenofntnen  ftetracktel.  Ob  die 
Anoahme  eine  direet«  oder  elM  aiittelbare  icrt>  bMbt' auaa^*  def 
Beachtung.  Unter  den  mittelbaren  Annahmen  von  O  iet  aber  au£h 
jene  zaläeaig,  welche  festsetzt »  der  Punlct  O  soll»  wie  die 
Punkte  Ai^J^^An  auch  lieeen  mOgen,  gegen  diese  Punkte  in  der 
Transversalen  T  eine  solche  Lage  haben ,  dass  zwischen  den 
Se^enten  O^ti^Oy^«^—,  41^  (rleichnn^ 

statt^det..  .  Dieser  Fordemiur  nämlich  gepfigen  nach  dem  Vorher- 
^(ifeiiden  die  Cbordinstten  des  Pahlms'  0^  wenn  sje  solche 
Werthe  haben;  dass  Mk^O  wird.  Im  Palle  also  ^as  Gebilde  Zi 
ein  Liniengebilde  ist,   so  muss  der  Forderung  (C)  gem&ss  sein 

•  •  Diese  {Cileichung  swtsehen  |  und  i;    ist  vom  Aten  Crrade  und 

fehort  einem  Liniengebilde  der  Aten  Ordnung  to.  Von  diesem 
liniengebilde  muss  also  O  ebenfalls  ein  Punkt  sein,  wenn  O 
durch  seine  Lage  in  der  Ttansfersol^  T  der  gestellten  Forde- 
rung (C)  genügen  soll 

Weil  das  Gebilde  (D)  von  dt^.  Aten  Ordnung  ist,  so  kann 
dasselbe  A  Punkte  mit  der  Transversalen  T  gemein  haben.  Des- 
halb enthält  die  Transversale  T  zwischen  den  Punkten  Ai»A^,.An 
mkt  Mps«  .^is#a  Punkt  Qgjn^A^fn  M^okth^  PHskte.C>>  vq«. 
dn^v  jedcti  d^rcb'  seine  Lag«  ^i\ß  For4e»ni]ig  (0>  befriodigt^:        . 

Die  Coerdiuat^a  ^i|  iu.der  Gleii^hung  (D)  Nsieh^  aidi  über^ 
bßßgt  \  auf  ein^n  Punkt  des  Gebildes  (D),  abec  n^chl  nothwendijg 
luj^.aii^bs^^i/es^lilch  auf  O.  J^uß  diesem  GrunA^  ^nthäh  die  Glair 
chvwfl.O))  i^W  der  Xran^ywtalieai:3^,,ls4«licb  den  Winket  u.  Efi 
muss  also  jede  Transversale,  deren  Ricntung  durch  u  angezeigt 
ist,  von  dem  Gebilde  (D)  in  A  solchen  Punkten  geschnitten  wer- 
den« Tou.d^oeo: jjeder.iini  «€teer.Lisfe„Tnd)»r  Cerdemng  (C)  genagt 

^egen  dieser  Eigenschaft  nenne  ich  äas  Gebilde  (D)  emcn 
zur  Ricntung  u  gehörigen  Diameter  der  Aten  Ordnung  des 
Uwcwigabilde«  4«,:.  .  \  .    ?.- ' .  .  .       i 

Weou  dlQ  Gleidmnji  (0)  aup^-^bifiir  iedep  Werth  T^  » 
emem  I^inieiifebiide  angehört,  so  «ind,u9tec  aen  modlcben  ^«trr' 
tlfen  von  u  dpch  solche,  bei  d|9ren  je^W^i^  >Gl§iqniwg  (D/'^in 
LiniengfMld^  bezeichnet, 

Ein  Liniengebilde  L  der  nten  Ordnung  hat  <iemnacli,  und 
zwar  unbedingt,  Diaipeter  d^&t  Aten  Ordnung,  Dies  gilt  aber  für 
jeden  der  Werthe  A==:l,  ^,  ...n-^I;  hiMBiti' kommen  einem  Linien- 
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g«bilde  L  dei  n^ten  Ordnung  DIancier  der  ersteAi  xweilHi »  «^•.••* 
....  (n— l}teii  Ordnung  zu.. 

Dieser  Satz  gilt  auch  für  Flächengebilde  der  nteu  OrdnuDS, 
nur  mit  dem.  Untierechiede»  daas  abdano  die •  Diltmeter  oicnt 
Linien-,  sondern  ebenfalls  Flficbengebiide  »ind* 


Ich  betrachte  nun  im  Besonderen  die  Diameter  der  (n— 1)ten 
Ordnung,  weil  diese  über  das  Vorkommen  der  Punkte  P,  von 
denen  oben  die  Rede  war,  bestimmten  Aufschluss  geben. 

Indem  man  A  =  n  —  1  setzt,  erhält  man  aus  dem  obigen  Satze 
(D)  für  den  zur  Richtung  u  gehörigen  Diameter  der  (n— :l)ten 
Ordnung  die  Gteichung 

0=^)+^).tg„.  (.) 

Hiernach  sind  die  Gleichungen  jener  Diameter,  welche  m  den 
Richtungen  ti=30  und  tt=s90®  geboren,  folgende: 

0--5|-'  (b) 

0~-3^-.  (c) 

Diette  «wel  Diameter  k9iinen  einander  durchschneiden  In  einer 
Anzahl  von  Punkten,  welche  m9gllcher  Weise  bis  zu  (ft^t)*  an* 
steigt.  Es  ist  aber  offenbar,  dass  die  Coordinateo  jener  Punkte, 
welche  die  Diaroeter  (fo)  und  (c)  mit  einander  gemein  haben,  auch 
der  Gleichung  (a)  genügen,  und  zwar  unabhängig  von  u.  Daher 
sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen  die  Diameter  (b)  und  (c)  ein« 
ander  durchschneiden,  allen  Diametem  der  (n~-i)ten  Ordnung 
gemein. 

Diese  Punkte,  von  denen  jeder  allen  Diametem  der  (fi^])teD 
Ordnung  gemein  ist,  nenne  ich  die  Mittelpunkte  des  Linien- 
gebildes  L. 

Es  sei  O  ein  Mittelpunkt  des  Gebildes  X;  durch  O  sei  naeh 
beliebiger  Richtung  hin  eine  Transversale  T  angenommen,    und 
e)l  «eleu  Ai,A^*,..A^  die  Punkte,   welche  T  vmL  gemein  hat. 
Dieser  Annahme   gemäss  ist  O  ein  Punkt  des  zur  Richtung  von' 
T  gehörigen  Diameters  der  (n — ])ten  Ordnung,  daher  muss,  dem 

obigen  Satze  (C)  zufolge,  zwischen  den  Segmenten   OAi^OA^ 

OAn  folgende  Gleichung  stattfinden : 
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..Diea^'Cielchvbgwgesciilekt  Geoi^e^  nbd*  sapar  imM^  Mnab- 
hfingig  von  der  Richtung  der- Transversalen  T,  wenn  O  ein  Dop- 
pelpunkt des  Gebildes  !#.  istr  «leon  in  "^diesem  Falle  sind  unter 
den  Segmenten  OAi^OA^,,.,  irgend  zwei  =0.  Demnach  ist  jeder 
Doppelpunkt  des  Gebildes  L  zugleich  ein  Mittelpunkt. 

Im  Falle  O  nicht  ein  Doppelpiinkt  des  Gebildes  L,  also 
überhaupt  nicht  ein  Punkt  von  £  selber  ist^  kitnn  man  die  voran- 
gehende Gleichung  durch  das  Product  aus  allen  Segmenten  divi- 
diren,  und  es  entsteht  der  Satz 

'0^öX+5^+ +  ^ 

Hierdurch  w^rd nun  klar,  dassdie  früher  besprochenen  Punkte 
P  nichts  anderes  sind  als  Mittelpunkte  der  Gebilde.  Eben  darum 
sind  jetzt  auch  die  Mittel  bezeichnet,  durch  welche  man  in  jedem 
gegebc^neii  .tiiiiiengebU,de  jene  Punkte  P  wirklich  finden  kann. 

Da  die  Qestirtimuhg  dar  Punkte  P,  wi^  mir  scheint,  nicht 
obn^  Interes^«^  und  Nutzen  ist,  und  dieser  Gegenständ  in  meinet 
oben  erwähnten  Schrift  nur  kurz  berdhrt  werden  konnte,  so  dürfte 
ein  näheres  E^og^bfn  in  die  Sache  nicbt  unerwünscht  isein.  Ich 
werde  mich  jedoch'  auf  Aggre^gate,  welche  aus  geraden  Linien 
bestehen,  beschränken,  und  insbesondere  die  Bestimmung,  der 
Punkte  P  mittelst  Zeichnung  erläutern. 


Ein  ebenes  Liniengebilde  L  sei  aus  n  geraden  Linien  zusam- 
mengesetzt, und  es  sollen  diese  Linien  alle  einander  durch- 
schneiden. 

Die  Anzahl   der  Punkte,    fn  welchen   die  n  Linien  einander 

durchsehneiden,  ist ;=--^r^.  Jeder  von  diesen  Punktiin  ist  ein 

Doppelpunkt,  ledso  autdi  ein  Mittelpunkt  von  L.  Die  Anzahl  aller 
dem  Gebilde  L  zukommenden  Mittelpunkte  ist  aber  =(n — lA  da- 
her Ist  die  Anzahl  der  dem  Gebilde  L  angehorigen  PunKte  P, 
d.  h.  jener  Mittelpunkte,  welche  nicht  zugleich  Doppelpunkte 
sind. 


\ 


:?=(«-»)*- 


n.(n-I)_(n-I)(yi-2) 

nr2  —     1.2     • 


Hiemach  hat  also 

^in  Aggregat  von  3  geraden  Linien    1  Punkt    P, 
,     „         i,  „4       „  „        8  Punkte  P^ 

99  »  W         *^  99  »  "  M  *9 

9f,  '        »        y  99  99  ^"  fp  *$ 

u.    s.-  w. 
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Di#'  OeiolHUg!  des  9«fM8gMfttBfeii  GebUibg  £  hat  Ae  fV»»: 

Setzt  man  «bo  sur  Abkfirziuig 

so  bt' in  aneere^mFalle 

folglich  die  Gleicbuto  (fi)  ips  zur  Richtaiig^  u  gehörigen  Diame- 
ters  der  (n — l)ten  -Omnang  jetzt  l^i^ndec 

Diese  Gletchttng  Ist  vom  (n— l)teii  Ghide,  üdd  gehört  einer 
li^ie  der  (fi-<l)teD  Ordnung  an.  In  dieser  Linie  liegen  alle  Mit- 
tdpuokta.  von  L;  sie  geht  wo  durch  alle  Punkte,  ip  welcdben  die 
ßestandtheile  von  L  einander  durchschneiden ,    und   entlilüt  an^ 

gleich  die  iS—^^lJ    Paukte  P.     Man    hat  also  nur   zwei 

solche  Linien  der  (n— l)t^n  Ordnung  zu  zeichnen,  um  die  Pbnkle 
P  zu  erhalten. 

Man  kann  aber  noch  leichter  zum  Ziele  kommen.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  Gnlssenreihe  Fi,F^,...Fn9  indem  wir  nicht  vonF^, 
sondern  überhaupt  von  einem  uliede  Fq  derselben  zu  zählen  an* 
fangen,  durch 

^{? » 'V+i » 'V  ♦^•••"" 'Vi-*-! ' 
wobei  also  Ff-Hi  mit  Ff  einerlei  ist,  und  bemerken,  dass 

ist,  so  erhalten  wir  aus  (I)  die  Gleichung: 

+  F^i .  F^a  •—  'V+»'-i  .(cotii—  cotA:^). 
Wird  nun  u=iEr^  angenommen,  so  folgt  hieraus  ' 

Der  zur  Richtung  ti=A:^  gehörige  Diameter  der  (n— <1)ten  Ordnung 
ist  hiemach  ein  Aggregat,  bestehend  ans  der  geraden  Linie 
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und  ans  Her  Lioie  der  (r— 2)teii  Ordoung,  welcher  dte,j(r|(9U?lu|0g 

aÄsebart.  01«  fitnii»  ^F^tssO  Ist  ein  Bestandtheil  ymi  X,  aiiil  eot- 
ftm  dalier  n^l  D^ppetpunMte;  dieMrigen  Doppelpankte  «a  Wie 
die  Punkte  P  müssen  also  in  der  Linie  (II)  liegen.' 

Hiernach  reichen  zwei,  nach  der  Vorschrift  des  Satses  (II) 
gebildetei'Iioiei^.bin»  um  die  Punkte/*  zu  bestininen»  Ihrer' Cilei- 
cbung  zufolge  wird  aber  eine  Linie  (II)  auf  folgende  Weise  ge- 
funden: man  betrachtet  irgend  welche  n — 1  Linien  oder  Bestand- 
theäe  des  .GebMdtfs.  £  als  ein  besonderes  Aggregat,  und  sucht 
för  dieses  einen  Diameter  der  (n~^2)ten  Ordnung,  und  zwar  jenen, 
welcher  zur  Richtung  der  nten,  in  das  neue  Aggregat  nicht  auf- 
genommenen Linie  von  L  gehOrt. 


Ich  -IrendB  mich  odti  zur  Bestimmung  der  Punkte  P  mUtelst 
Zeichnoeg. 

Zunächst  kommt  es  lauf  die  tiewiniiung  derjenigen  Mitte)  kti; 
durch  welche  die  AuffOsung  einer  Aufgabe  mriglicfa'wird,  wi^leh^ 
so  lautet: 

Das  aus  n  gecaden  Linien  zusammengesetzte  Gehüde  L 
werde  von  mehreren»  zu  einander  parallelen  Transver^ 
salen  77^7''...  durchschnitten,  und  zwar  von  T  In  den 
Punkten  Ji^2****^i»  ^'^^  ^  '*^  ^®"  Punkten  A'iA'^..A'n9 
von   T^  in  den  Punkten   Ji"yA"^..,A%9  u.  s.  w.;     man 

soll  in  jeder    von    diese« 'TralMverBalen    TP jene 

Punkte  anapben,  durch  welche  der,  zur  Richtunff  dieser 
Transversalen  gehörige  Diameter  der  (n—I)ten  Ordnung 
gehen  muss. 

Behufs  der  Auflösung  dieser  Aufgabe  bezetchneiv  wir.  verläqfie 
dnrdi  O  einen  von  jeden  Punkten,  welche  die  Transversale  J 
mit  dem  gesuchten  Diameter  gemein  bat,  eben  so  durch  O'  eincA 
von  jenien  Punkten,  welche  T*  mit  dem  Diameter  geaiein  Imi4 
u.  s«  w.  ;  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  als  Auhalt  4)a 
Gleichungen: 

Oz=(OAi  OA^....OA^i^-^), 

0  =  (O'J'i  0'^V-0'J'«)C-^), 

O^iO^A^'i  0''ilV.OM"„)(»-*), 
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"Man  wähle,  nach  WiUblhr,  in  T  eiaenPankt  X,  io  T  dnen 
Punkt  y,  in  T'  einen  Punkt  X'\  n.  s.  w.,  so  ist,  algebraisch 
genommen, 

f^A,z;:iXAr-XO,     0'A'r^X'Jtt-X!0^i 

0"A\=  X"A'\-  X"  O", .... 

Fuhrt,  man. die  hieraus  sieh  ergebenden  Werthe  Or  OA^. 
0A^p*.*4  ind^n  vorangebenden  Gleiebnngen  eb»  ao  ergeben  sidi 
folgende  Sät2e} 

Osn'il  (r^y.XO^-•-'^^^^^^^^.iXAlXA^...XAm)^\ 

0=*|I  ^— l^JPO^-*-l.^-2^^§^*  .(X'A\  X'A'%.,.  XfA'nY^) , 
u.    s.    wv. 

Die  Punkte  AiAg....,  A'tA'^....  sind  in  jedem  Falle  gegeben; 
da  nuD  die  Paokte  X  X*,.,.  durch  beliebige  Annahme  festgestellt 
werden,   so  siod  in  jedem  Falle  die  Segmeute  XAi^  JT^«,. •«••••, 

X'A\y  X*A*^ ebenfalls  eegeben.    Die  vorstehenden  Gleichun* 

gen  geben  also  direet  die  Werthe  der  GrOssen  JfO,  X'0\t..  Es 
ergeben  sich  aber  fär  jede  dieser  Grossen  n— I  Werthe,  und 
durch  diese  sind  in  jeder  Transversalen  diejenigen  n — I  Punkte 
bestimjnt,  durch  welche  der  zugehörige  Dianieter  der  (n— l)ten 
Ordnung  geht. 

Dte  Auflösung  der  vorstehenden  Gleichungen  wird  vereinfacht, 
wenn  man  die  Punkte  XX'....  so  wählt,  dass 

(XAi  XA^ Jrj.)(i)=0i 

(fll) 


{XA\  X'A'^...X'AnY^)=^Q{ 

U.     6.      W.  \ 


Unter  dieser  Bedingung  liegen  die  Punkte  XX'  X' ......   in    einer 

geraden  Linie,  in  dem  zur  Kichtung  der  Transversalen  TTT".... 

ffehHrigen  Diameter  erster  Ordnung  des  Gebildes  L;  es  werden 
daher  durch  swei  Punkte  XX'  die  übrigen  bestimmt.  Dm  aber 
diese  zwei  Punkte  zu  finden,  nehme  man,  nach  Willkfihc;  in  T 
einen  Punkt  ü  und  in  T'  einen  Punkt  V  an,  und  bemerket  dass 

XAr^^UAr'-UX,     X'A'r=ü'A'r-ü'X' 

ist,  so  föllt  in  die  Augen,  dass  den  Gleichungen  nil)  gemäss 
siein  muss 


UÄ  =  ÜAi  +  UA^  + +  ÜAn  i  ,^ 
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^  >^>f»!g<^w>A«iiaJuQMk,(ni):r«U«B  i«  den.  obigen<GWdi«ogeo 
^*-Jf-0$-A'*rti...4!ltt  £w«it«fe.  Glieder  veg,  otld  nun  hat.'deoiriscb 

0=«.  Ä'O»-»  +  («-2) .  XOß^.iXAi  XAf...  KA,)(i) 
-<n— 3).  JTO-^.  (X4i  XA^  ....Xl,)(3) 
+  (i»-4).  JCO«-».  {XÄi    XJ^ ....  X4i)(4) 


und  dien  solche  Gleicbrntgeo  tOr.X'Of,  X"0",.... 
Wegen  (10)  ict  aber  auck 

+  Z.{XAi    XA^...XAn)('^^2[Ai>  +  X^*  +  ....+XA.; 

-6.(XAi    XA^y.XAny*}=i.{XAi*+XA^H.'.:i-XA,*)  . 

-(X«,HX<,«+...+X<.«)«,  ■ 

•I,  .  ■■         •  I     .   . 

V.      8.      W,    >     '■         .      '■ 

• •     I.  .  <     .         •    .  .•     •     . 

mitbin 

-  -  ^  i  aro«-*.  (2rj,»+X4»+....+i:4,») 

Die  CoefBcienten  dieser  Gleicbung  lassen  sich  nao  leicht  auf 
diejenige  Form  bringea,  welche  für  die  Auflösung  am  passend- 
sten  ist.  . 

Man  seichne  (Taf.  I.  Fig.  6.)  einen  Winkel  ZXO  ym  bcTr 
lifebiger  ClrSsse,  nehme  anf  dem  ^inen  Schenl^ei,  von  der  Spitzt 
X  ab  gerechnet ,  ein  Stück  XZ  von  beliebiger  Grosse,  und  frage 
dann 9  ebenfalls  von  X  ab,  auf  jedem  Schenkel  eines  der  Seg- 
mente, auf»  Angenommen;  es  sei  das  Segment  XAt  auf  jedem 
Schenket  aufgetragen ,  und  dadurch  auf  dem  einen  Schenkel  der 
Pip|riF^i4rgi\  iMif  de^i  anderen  der  Pu^t  Q  bestimmt,  also  XQ 
:=iXAr9  SO  Terbinde  man  Z  mii  Q,  und  ziehe  durch  iir  die  Linie 
AtZr^^)  parallel  zu  ZQ;  ferner  verbinde  man  Z  mit  ZA^),  und 
miibe«  parallele  ZZr^^K  durch  Ar  iiß  Linie  AtZn^^;  weiterhin 
Xiffbinoe  nmn  Z  mit  Z^i^K  und. siehe  wieder  duEtk.iir  die  nmie 
Unie  JrZr^^^  parallel  sa  ZZ,(t);  n.  b.  w. 


TheU  XVI. 


Digitized  by  VjOOQiC 


IS 


XAt,    dw  willkölwllcheo  Läng«  XZ,  wirf  6m  «IttöltoD  XZ/^ 

XZr<^),,.'  XZr^0  folgende  Gleichangen: 

XAr.XAr=:Xfi.:iZr^), 

.       XAr.JiZr9)=XZ.X1^r^h  ' 
XJr.XZr^^XZ.XZr^*), 

JUr.XZr^^)^XZ.XZm  • 

and  wei|n  man  diese  iuccli  jaultipliottioii  TefbiDdef»  «o  ergi#bf 
sich  der  Satz: 

•     XAf^^r=XZ9.XZr^0. 

VerfKlirt  man  afso  in  Bezug  auf  jedes  der  S^ltaente  XAi,..> 
in  der  angegebenen  Weis^,  bäält  aber  die  wiilkührlicbe  Lftnffe 
XZ  unverändert* bei,    und  sucht  nur  die  entsprechenden  Stficke 

JZiW,   XZM, ,    so   ergiebt  sich  «Ar  die  Uebertragung  der 

Summe  gleicher  Potenzen  Ton  den  Segmenten  XAi,  JOf  •••  die 
Norm:  •*'  *• 

XAr9^^+....+XAn^^  =  XZ(f.(XZ^W+XZ^W+...+XZn^y)» 
wobei  zu  bemerken,  dass  in  der  Summe 

das  Stück  XZr^0  eben  das  Zeichen  +  oder  -^  eriiälf,  welches 
der  Potenz-  XÄ,^^  zukommt.. 

Diese  'Redu):tionsart  in  ihrer  Anwendung  auf  die  CoefBdenten 
der  obigen  Gleichung  rV)  für  XO  fahrt  dahin,  das»  jeder  CoefB- 
cient  durch  einen  Ausaruck  von  der  Form 

'  '  .    V  .  ^2(f^x        '    •  ... .   V;**  • 

ersetzt  werden  kann,  wo  X  eine  einfache  Linie  von  bestimmter 
Länge  )st»  und  die  Gleichung  fiir  XO,  wenn  n^an  XZ^p  setzt, 
in  fuic^sicht  auf  Form  and  B^chaffenheit  der  Coeffidkm^en  fo|* 
gendewird: 

0  Ä  Jf 0^-i — p,a.J:0^»— f^.*JKO«-*— |if^.JfO^-^  -  ^-.^  (VI) 

Es  kommt  schliesslich  darauf  an,  die  Wurzeln  dhiiec.  Glet- 
drang  dttjteh  Zeichnung  zu  finden. 

Zu,  diesem-  Ende  betrachtet  man  die  Gteiehttng  (V)'  als  A^ 
donih* entstanden,  dass  aus  zwei  Gleichungen  mitsvmunbekai^iii' 
ten  Grossen  x  y  die  eine  dieser  Grossen  eliminftt  worden.    Ist 
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die  ein»  dieser  CleklMiigen  yom  mten,  die  andere  tarn  fhfUtU 
Grade»  so  wird  die  aufei  der  Elimination  herrorgehende  Gleiciranc 
vom  fft.fii'ten  Grade,  oder  auch  Tom  (m.ffi'— 1)ten,  wenn  der  Coe^ 
ficieot  des  letzten  Gliedes  ==0  ist.  Man  hat  also  vor  Allem  die 
Werfte  ton  in  und  m^  so  festzuiietisen,  dass  m,m'  entweder  =if  —  1^ 
oder  doch  =it  wird.  Die  Coefficienteo  der  einen  und  der  anderen 
GieidhuiigiisiiidTab^ii^i«  wttlto;  da^  d4s  ReMta«  de(r  SBniiatt. 
tion  mit  (VI)  einerlei  t^ird. 

Jede  dittierv^wei  .Gleichungen,  betrachtet  man.  nun  als  einer 
krummen  l^hiie  angefaurijg,  in  delf  Welse  aber',  dass  die  Goordi- 
natenaxen  der  einen  zugleich  die  Axen-  der  anderen  Linie  sind« 
Di^  Ifipukfiy  zmbaet  jsian  so  weit  ab  mKhig)  nm  dto  .Duich* 
schDittspunkte  derselben  zu  finden^  Von  den  CoMdinaten  die- 
ser Durcbschnittspunkte  sind  die  zu  einer  Axe  gehörigen  zugleich 
die  Werthe  toii'JCO>  ifnd'^war  di^  «  ode^  di^  y»  je  nachdem  y 
oder  a  durch  Elimination  entfernt  werden  mnss^  um  die  Gleichung 
(VI)  als  Resultat  zu  erhalten. 

Die  n5thigen  Constructionen  gestalten  sieh  ht  iei  Anwendung 
ziemlich  einfach.  Zunächst  ist  klar,  dass  man  die  willkührliche 
Linie  XZzAp  (är  alle  TmvMve^e&i^ii^  ^TTT'.,.;.  unverändert  bei- 
behalten kann.  Ferner  kann  man/ wenn  XO=zy  gesetzt  wird^ 
ab  ditt  eio^  der  ^eU^  ^l6dMitit^w  iolgMif  nm^^ ' 

so  dass  man  (är  alle  Trans^i^ysalen  auch  mit  einer  einzigen  Pa- 
rabel  ausreicht,  und  nur  noch  die  zu  jeder  TransYcrsalen  gehö- 
rige zweite  krumme  Linie  zu  bestimmen  bleibt 

Zur  Erläuterung  mag  die  Betrachtung  einiger  Fälle  folgen.  , 
Erster  Fall.    Wenn  fi==3  ist,  so  erhält  man  aus  (VI) 

In  diesem  fiyU^lltf  i^  Pr^dttcl  pM  dilich  ein  QtmAttA  Ifl  zu 
ersetzen,   und  es  sind   dann  -i-h  und  — Ä  die  Werthe  von  XO, 

^weiter  Fall.    Wenn  n==i4  ist,  so  wird 

Diese  Gleichung  ist,  wenn  man  XOz=y  setzt,  das  tlesulUt  der 
EUmioation  yon  x  aus  den  Gleichungen; 

▼on  weichen  die  zweite  einem  Kreise  angebSrt,  dessen  Mittef- 
pMikt  eine  solche  Lage  hat,  dass 

2* 


Digitized  by  VjOOQIC 


20 

^      '  seine  Abscisse  (or)  =^~» 

*  ^     ■  .    •  '6 

^     Ordinate  (y)  =2  • 

Der  Kreis  geht  durch  den  Scheitel  der  Parabel,  ron  dem  ab  die 
Coordinaten  gezählt  werden;  daher  iat 

,  der  Radius  des  Kreises  =^^.(^^^ — -^• 

Dritter  Fall.    Wenn  n=6  ist,   also  nach  (VI)  die  aufira- 
ISsende  Gleichung 

0 = XO*— p.a.  JrO« ->i«.6.jrO— p».c/ 
so  sind  die  Hiilfsgleichungen : 

die   zweite  gehört  wieder  einem  Kreise  aB,    Toa    dessen   Mltr 
telpunkt 

die  Abscisse  (x)  =— g— » 

6 

„    Ordinate  (y)  =2 

Ist,  und  dessen  Radius 

Vierter  Fall.     Die  zu  n=6  gehörige  Gleicbmig 

ist,   wenn  man  XO=y  setzt,   das  Resultat  der  Elimination  von 
X  aus  den   Gleichungen 

u.    s.    w. 
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lo  Taf.  II.  Fi|L  1.  ist  ein  Aggregat  von  vier  geraden  Linien 
AA\  BB',  CC,  DD^  yeraue^esetzt,  weiche  alle  einander  du^ch^ 
schneiden.  Ein  solches  Gebilde  hat  neun  Mittelpankte;  nitter 
diesen  aber  nnr  drei^   welche  nicht  zugleich  Doppelpunkte  sind. 

Behufs  der  Bestimmung  dieser  Punkte  sind  zwei  Diameter 
dritter  Ordnung  des  Gebildes  za  Iffilfe  genommen  ^  und  zwi^r  jene^ 
welche  zii  den  Ricbtnnffen  der  Linien  AA*  und  BBf  gehören/ 
Der  erste  von  diesen  Diaroetern  besteht  aus  der  Linie  AA'  nod' 
aus  dem  zur  Richtung  von  AA  gehörigen  Diameter  zweiter  Ord- 
nung des  Aggregates  der  Linien  BB\  CC,  DD';  der  zweite 
besfeht  ans  der  Linie  BB*  and  aus  dem  zur  Richtung  voh  BBl^' 
gehörigen  Diämeter  zweiter  Ordnung  des  Aggregates  der  Linien 
aA',  cO,  DD*.  Die  erwähnten  Diaroeter  zweiter  Ordnubg  sind 
H;nieTbeln,  und  zwar  sind  «a  und  a'a'  die  Zweige  der  einen,  ß^ 
nna  p^ß*  die  Zweige  der  anderen  Hyperbel.  Biese  hyperbolischen 
Zweige  durchschneiden  einander  ia  den  Punkten  P  IP*  P"^  .  und 
diese  sind  die  gesuchten  drei  Mittelpunkte  des  vorausgesetzten 
Gebildes. 

_  Um  die  genannten  Hyperbeln  graphisch  zu  beistimmen ;  sind 
zonSchst  die  zu  deü  "Richtungen  Aa*  und  BB^  gehurigen  DIame« 
ter  erster  Ordnung  fw!  und  hh'  gesucht  worden,  nach  Atileitungf 
der  Sätze  (IV)  far  den  Fall  n=3.  Der  Diameter  aß'  eiej)t  in 
jeder  zu*  AA'  parallelen  Transversalen  des  Gebildes  (B^j  CC'^ 
DD')  unmittelbar  den  Punkt  JIC  an,  von  «welchem' ab ^ die  "verscbie-^ 
denen  Seemente  gezählt  werden;  das  Analoge  gilt  von  dem  Dia- 
meter bb^  in  Bezug  auf  die  Transversalen  des  Gebildes  (AA\ 
CO,  DD^.  . 

Angenommen,  das  Gebilde  (91^,  CC,  Z>/>0  werde  von  einer 
zu.^'  parallelen  Transversalen  in  den  Punkten  Äi  A^A^  geschnit- 
ten, 80  hat  man,  weil  X  in  aa!  liegt, 

XAi+XA^  +  XA^=0 

und  nach  (V) 

Sind  nun  die  Punkte  At  A^A^  von  einander  verschieden,  so  sucht 
man  durch  Zeichnung  die  llypotenuse  L  des  rechtwinkligen  Drei- 
eckes, dessen  Katheten 

XAj,  und  V(JrJa*+X4a«) 

sind,  sucht  femer  den  sechsten  Theil  V  von  £,  und  bestimmt 
endlich  die  Hypotenuse  X  des  rechtwinkligen  Dreieckes ,  dessen 
Katheten  einander  gleich,  jeder  aber  =£^V3,  so  wird 

ÄO«-x«=o,  d.  i.  jro=±x. 

Fallen  von  den  drei  Punkten  Ai  ^^t  z^ei  zusammen,  d.  h. 
geht    die  Transversale    durch  einen   Doppelpunkt  des  Gebildes 
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(B]ff,  Cd  ■BD'),  80  ist  k^erM  Z^hnunk  oStfaig,  Wenn  iiSni- 
lioh  XJiSBXAi  =  X  ist,  M  ist,  ohne  Ittcksicbt  AarV^wzeidieii, 
JLI,s2«^,  foiglieh 

I 

D««  iD  Be^ug  aaf  den  Oiaiveter  des  GebUde».  {BB^GO^ 
BD')   BeiBu^kte  gilt  aacb,  mutati«  iMit»Qdis,  für  das  Gahilde 

b  Bwug.ftRf  die  Irage.dcr  P««k<?e  P/^i^'  wt  noch.  Foig#p<- 
d^  zu  bemerken.  Durch  die  Ume^  A^fy  BW.  QC\  PD'  wm-^, 
di»o  drei  FiächeBstücke  bestimmt«  aiwei  Örejecke  v^d  eif^.VieRC^, 
welche  Dßb^fi  einajider  liegen ,  30  daw  k.ein^a  als  Tbeil  des,  im- 
deren  geeomynen  werdea  kann.  In  jedem  dieser  Fläcbpnfttfi^kll 
liegt  4i6er  euier  yon  den  Punkten  P  P  Z*'* 

An  einem  Gebride  Ton  fünf  geraden  Linien,  weiche  alle  ein- 
ander durchschneiden  9  und  zwar  in  10  verschiedenen  Pvinkf^n, 
kann  man  sechs  solcher  Fiächenstiicke  unterscheiden,  welche 
ip^ben  oder  ausser  einander  liegen,  ^od.ln  iedeffi. dieser  FAlchen- 
stQcfee  hlU  einer  von  den  secte  Blittelponkte«»  fi[elcb^  depi  Crfh 
bilde  ffukpDtfnen,  stine  Stelle. 

Af^^ch^s  ^t  TQu  der  Lage  der  Mitteip.imfcte  ^nes  6e|iUr 
d^p  Vi)^ /BQl^  nnd  ^lebr  g^^iden  Lini^p» 


•••  r  ^ 
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.1  o,- 

Mtil$lge  BemerlLiuiseii  über  loxodro- 
wlflielie  Üreleeke  Im  Angemelnen. 

V<HI 

dem    H  e  r  a  ci  8  g  «  b  ')e  r. 


In  meiner  Ml^oxodromischen  Trieobömetrie.  lEiu  Bei- 
trä^  €<ttT  ^dtftik.  LeipEtft-  M49;^  «abö  ick  nbr  .M)ldie  4«xo- 
dtottlftdve  DreiiBeke  betrachtet,  die  auf  der  Oberfläche  d^  Eni» 
eltipsoids  von  einer  totedromi^dNin  Linie  «und  den  biriiieu  zwisdMn 
deren  Endpunkten  uod  dem  positiven  Pole  des  ErdeUipsoids  lie- 
genden Meridiaabogen  begr£nzt  wierden.  bieH  ist  ganz  mit  Ab-  . 
sieht  geschehßi))  weil  nur  salobe  lo](od^pniische  Dreiecke  in  der 
Nautik  zur  Betrachtung  kommen  und  für  den  nraktischen  Gebranch 
in  derselben  von  Wich6gkelt  sind,  lA  sifoer  dabei  auch  die  Ana- 
logie mit  der  Sphfiroidischen  Triffooometrie  im  Auge  hatte ,  wo 
man  zunächst  auch  nur  solche  Dreiecke  zu  betrachten  pflegt, 
welche  auf  der  Oberfl&che  des  Erdellipsolos  Ton  einer  geodätischen 
oder  kfirzesten  MLinie  und  den  beiden  ^zwiKdipD  deren  Endpunkten 
und  dem  positiven  Pole  des  Erdellipsoids  liegenden  Meridianbo- 
gen  begränzt  werden.  So  wie  man-  abbr  namentlich  in  neuerer 
Zeit  bekanntlich  viele  meffkwflrdige  Uotersuchuagen  Aber  yon 
drei  seodätischen  oder  kflrzesten  Linien  begränzte  Dreiecke  an- 
gestellt hat#'«ie  Cfthit  anch  die  Betracl^tung  tob  Dreiecken,  welche 
auf  der  Oberfläche  des  Erdeinfpsoi(»  von  drei  loxodromischen 
LiilleO'«ieSe90hlMilieii  «i^eiden,  z«  a^ancfaen  Bicht  ganz  uointmB«. 
flauten  Resultolejij  die  aber  Jlr  dfe  iHmti«cbe  Praxis  kßin^  Bedeu- 
tung haben,  und  daher  der  Tendenz  meiner  obeo  geoannten,  na- 
mentlich auch  für  wissewsdift^llch  gebildete  Seeleute  bestimmten, 
und  deshalb  vorzugsweise  nur  das  auf  der  See  Anwendbare  ge- 
ÜenAsüi  Sdbiftfeiin  tagen.  Des  iheoretiscben  lAtm^meä  wtetai 
wUl  ich  aber  in  dem   vorliegMc«  Adbatte  «iiii^r  B^nscÜaflen 
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solcher  allgemeiDereo »  von  drei  lozodrömischeD  Linien  auf  der 
Oberfläche  des  Erdellipsoids  eiogeschlosseoen  loxodromiscben 
Dreiecke  eotwickein,  und  werde  mich  freuen,  wenn  dadurch  viel- 
leicht einer  oder  der  aodere  Leser  des  Archivs  diesem  Greeen- 
stande  weiter  nachzugehen  veranlasst  werden  sollte,  da  mir  selbst 
jetzt  das  wirklich  in  der  Prax'^  Anwendbare  näher  liegt. 

Es  mögen  daher  jetzt  Aq,  At,  A^  drei  durch  lozodromische 
Linien  auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoids  verbundene,  und  da- 
her  die  Spitzen  eines  allgemeinen  loxodromiscben  Dreiecks  dar- 
stellende Punkte  sein.  Die  Längen  und  Breiten  dieser  Punkte 
sollen,  indem  ich  alle  in  meiner  „Loxodromiscben  Trigono- 
metrie*' gebrauchten  Bezeichnungen  wenigstens  in  analoger 
Weise  auch  hier  beibehalten  werde,  respective  durch  Lq,  Bq} 
In»  Bii  L^f  B^  bezeichnet  werden.  Den  von  einer  loxodromi- 
scben Linie  mit  den  sämmtlichen  Meridianen  eingeschlossenen 
Winkel,  welcher  nie  ^osser  als  180^  und  stets  so  .g^pemmen 
wird,  dass  er  von  den  Jtferidianen  aus  nach  der  Seite,  nttch  wel- 
cher im  Aequator  dieLüngen  vonO^  bis  360^  gezählt  werd^»  von  der 
loxodromiscben  Linie  aus  nach  der  Seite  des  positiven  Pots  des  Erd« 
ellipsoids  hin  liegt,  habe  ich  a.  a.  O.  S.  Iv.  Nr.  4.  den  Curs  ge- 
nannt Nach  diesem  Begriffe  sollen  im  Folgenden  die  den  loxo- 
dromiscben Linien  oder  Distanzen  ' 

AiA^^=^s^f  A^Aq^Si»  AqAi^zs^ 

entsprechenden  Curse  respective  durch  6o»  ^i»  ^%  bezeichnet 
werden.  Die  Längen  sollen  In  der  Ordmmg  IJp,  L|,  1^  im  Fol- 
genden aufsteigend  oder  wachsend  geordnet  sein. 

lö  Taf.lI.Fig.3.  ist,  wenn  wir  uns  die  Längen  von  ilo  aus  n^di 
djsT  Seite  von  Ai  und  A^  hin  gezählt  denken>  na^h  der  GruQa- 
eigencitohaft  der  loxodromiscben  Linie  offenbar 

ä^Ai  A(^  A^^=:Si  —  ^a> 

:^Aq  iia  Ai=^Sq—-9i 
oder 

^Ai  Aq  A^^=:&2 — ®i » 

ZJa  ^1  Ao^iaO^'^-iS^So), 

j^lAq  A^  ^i  =  Ö|  —  Öq  5    , .  .  . 

also,  wenn  man  in  beiden  Fällen  addirt: 

^A^AoA^  +  ^A^4iAo  +  ^AAtA  =  iW^s    \ 

oder,  wenn  wir  der  Kilrze  wegen  di^  Winkel  des  loxodremlsülieii 
Dreiecke  A^^AiA^  bloss  durch  Ao,  Ai,  A^  bezeiclmen: 

Ao  +  Ai+A^±:ii«P, 

weiche  Eisenschaft  also '  das  allgemeine  loxodromisehe  Dreieck 


welcbe  üiisenscbatt  also '  das  aiigeme 
mit  dem  ebenen  Dreiecke  gemein  hat 
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Feroer  ist   iatoh.}  deDiSiniDelii  i  86^»  ttemeB   »»L^xodioni^ 
sehen  Trigonometrie.    S.  32/': 

L,-I^=(l-6^tangeiy      cos5(l-A.nö»)'  - 

,         .  h^:U^iX-^^%ß%J      co9@{]-i^8in9*)      •       •*' 


und 


oder 


nnd 


1 


5^  Z*^'         8$  ,  ^ 

f  "'"■"  •' '-••   ■ 

^"-  CosöaV      ri-AinS«)*' 

•  •    •  jta    : 

/^^i     l       85 

.(L,-A>)eot©i«t(l-^/     coy5(l-Ain5»)^ 
<I^-^A)cote,=(l-e«)y      ec;5(l--e»sinS>)'- 


«oco8eo=aa-ey      (l^Ainö»)!' 
/»Äo         85 
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Abo '  ist ,  /wi6  .manxsegleldi'  ■•daiA  ■  AdOtioil  findvt: 

(Li  -L^coteo+(Lt—Lo)cotei  +  (I^j—i,  )eot^=0 
and 

«ocos^o — $1  cos6ji  -f-^cos®«=0 
oder  .' '  - 

i^cosdo +'sCo^^*=4  cog9| , 

wo  man  auch  .die  A^pgie  dieser  tefcrten  'Gleicfcmig  mit  einer  bekanil» 
ten  Formet  der  ebenen  Trigonometrie  sogleich  ericennen  wird. 

Ferner  ist  nach  der  Formel  62)  meiner  „Loxodromischen, 
Trigonometrie.    S.  39.": 

tang(4»«+2jBi) 

L,-L,=tang»o  j  tao8(4»«+|Ä,) 

_1     (1 4  g  8in  -gl)  (1  — g  sing,>| 
ä  "(l^esJB^iO  +«iaß^/ 

taDg(4JSo+2Ä^ 

Lt-Lo=tangSi  i  tang(45o+5B„) 

'_^1  .  (t  +<»sing,)flHtfsmigo)  I 
2  **  (1— esin  jBJ(1  +  esinÄo) ; 

, 

L^-Li  =  tAi^e,  ^  taug{46o+  jÄi) 

r      1   t^ji  +  gsingp)  (1  —  esin  1^)1 
i     i^(l-  esin^o)  (1  +  esin^i) ; 

also  durch  Addition:. 

tang(45''+^fii) 

0=tang«6i  tang'r45o+  |»i)    ' 

I     l   ,  (1  +  esin  Bj)  (l—esiuB^  I 
I '''  (1  ^«siikiB^)ai-e«bg.)/ 
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' r— 

1   .  (l  +  «siD&)  (l-««n  Bo) 


■•    I  ■   -•-''       ^    .-        • 
+  tange,j  tang(45o+2l?i) 

1     1    ,  (1  +e8ingo)(l— cgJaB,)  \ 
'     2"(l-eBinÄ„)(l+«»lnÄj)J 

Für  e=0,  d.  h.  fiir  den  Fall  der  Kngel,  ist: 

■■f     .<-    ••.:..:•     ...      .•■        .,     :    .     .    ..j^.,.,     ,• 

,      toi>g(46ö  +  jÄi) 
Ii» — H^staogeo  1  «-'-^ — «"1 » 

taDg(46o+j2Ü 
J^-.l^^taiigp,| ,         „ff     ■   ; 

t8Dg(450  +  |*J 

••'   ;  .....  :■     <      ■    ' 

and  wenn  man  addirt: 

■■4:     ■     ..1         ..   ■■    ■  t 

0=taog9ol 1 +  taiige|l t 

ttag(45o+gÄ^  tonsdöo  +  JjSo) 

I 

+taiige,l — 1 , 

oder 


-.1/  'i.- 
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0=(tageo-tongÖi)  Itang(46»+2Ä«) 
+  (tan5©,-tang«,)lt8Dg(460+^jBo) 

+(tang«,-tangeo)l  fwg(46ö  +  2A), 


oder 


0=slii  (60—61)  cos  e,ltang(45»+ ^fiy 
+8>n(6t — ea)cos  6,.ltaDg(4SO-|-|i?o) 

+  sln(e,-«o)cogeiltang(46<'  +  ^l?i). 

Für  e=0,  d.  i.  üSr  den  Fall  der  Kugel,  Ut  anch  nach  der  Fonnel 
63)  meiner  „Loxodromlschen  Trigonometrie.  S.  41." 

$^=    a(i^-;- ^)8ec9o>      ,« 

t%=    a(Bi  —  B^BeeS^i 
worans: 

COS^O^^ ^ ^ — fCO«Vi=— $   €08^9=: " f 

*o  h  H 

also  nach  dem  Obigen: 

0=  ^=^8ln(ep  -  ©i)  I  tang(450 +|jj^ 
+  ^*~^sin(«t-e^  ltang(45o  +]/?„) 


oder 


folgt 


-^a_§l,|„(e,_e„)|tang(46o+]2fi) 

^2^.ln(Ö,~e„)-|t^|^(45"  +  ?B») 

=^^r^8in(®i-Ö«)««a«'g(«"  +  5Äo) 
+  ^i~2gi„(ö^_©j)itang(45«  +  .jü,) 
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Wir  wolleo  jetzt  ailch  di^a  FlScheninbalt  loxodromlscher  Drei- 
ecke» die  auf  der  Oberfläche  einer  Kueel  liegen ,  bestimmen,  uod 
in  dieser  Beziehung  zuer^t^  bloss  solclie  i^!Eodromische  Dreiecke 
betrachten,  welche  von  einer  loxodromischeo  Linie  und  zwei 
dprch  deren  Endpunkte  und  den  positiven  Pol  der  K^gel  gehen- 
den Merldianl>ogen  eingeschlossen  v^erden.  \'\- 

Der  Fiächefibbalt  der  der  Breite  S  entsprechenden  ap^äri» 
sehen  Calotte  ist  nach  bekannten  Elementarsätzen  von  der  JHLUgel, 
wenn  wir  den  Halbmesser  der  Kugel  wie  früher  durch  a  bezeichnen: 

2a^  9t  —  2a7r .  oSf  n  0=s2a*  »  (1 — sin  c5) 
=2a«»{l— cos(90o  — ö))=^4a««sin(450— Js)« 

Sind  nun  m,  Q  die  Länge  und  ä^eite  de^  Endpunkt»  (in  dem 
Sinne  der  Richtung  genommen,  nach  welcher  die  Längen  gezählt 
werden)  der  das  Ibxodromis'he  Dreieck  von  der  obigen  Beschti'- 
fenheit,  dessen  Flächeninhalt  wir  durch  S  'bezeichnen  wollen, 
theilweise  begränzenden  lozodromischen  Linie ;  so  erhellet  mittelst 
einer  einfachen  Betrachtung  sehr  Jeicht,  dass  mit  desto  grösserer 
Crenanigkeit,  je  näher  A»  und  ^q  der  Null  kommen. 


^S^ia^nünitö^'-'^S^.^T^'rcoB^^m'.r^Q 


oder 


also 


^  i9=:2a<8in  (45®  — ^  ö)*  A  w  -  ^  **  ^^«  ^  A  »A  5? 


^=2a*sin(4öO— gS)*^— 2''*^®*^^" 

ist    Lässt  man  nun  j\ö  sich  der  Null  nähern  und  geht  zu  den 
Gränzen  über,  so  erhält  man  auf  der  Stelle  die  Gleiäung 

g==2a«8m(45o-^ö)«g=. 

Weil  nun  aber  nach  der  Formel  26)  meiner  „Loxodromischen 
Trigonometrie.    S.  28/'  im  Falle  der  Kugel,  d.  h.  ßir  a=6, 

d0      tange 
8S"*  cftsö 

ist,  so  Ist  nach  dem  Vorhergehenden 


'i^^*«n(i5o^W^, 


oder 
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Wo  natariicii  9  eine  coDstaote  Grtaie  bt  Abo  iai#'  wem  Ü^,  A 
die  Breiteu  der  beiden  Eadpunkte  der  das  loxodromische  Dreieds 
tBMlM^e '  h'^gtäht^hdeh  ibxodroifiufcfteii  LIdIü  sitod; 

,Ä=2«*taDge/     ^j^^g Ö3, 

od^i  f^eil  imcli  dem  Qblge» 


Bin  (45»- a  5)«      i 


ist; 


Nim  ist  aber 

"•  1,  /*9»ino     ,   /*  JaginS    > 

-  ? « J 1  +«n5  +/  l-«tnö  » 

Ä  J  |l(l + sin  w)  —  Ml  -  sinü)) 


iftrt*a(4*o— Js)==ltaiig(4l^+jS) 


and 
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alM 


3t 


l»c. 


.  ^  ttiig'(46o  +i.Ä>. 

■'1:;  .   ••  ..  ..•    .,.:■••    I 


taogc.ac.=-I^^; 

,.   .  . 


folgUch  Dach  diB^-PM(|9i^ 


).    .l,-       ,tai.g(45o  +  ^Ä)] 
oder  { 

cos^itan^(45^'-F|ÄD 
co8Atang(4So  4-2^ 


i  ■ 


Es  i3t  aber  aueh 

\ 
I 


•-.J.. 


<A58Ä=«in(90ö+iff)==2sin(46<>  +  |Sjco«(46<>  +g-Ä), 
^  1  I 


fblgBch 

.     '         1  1 

cos  JStaii8(45l> +g-iB)tiä2»iii(45o  +  i.  B)« 

5 

«»Ä,iang(4Bo'+|i?i)=28ln  (46»+ jÄ^)«; 
mtd  daher  nach  dein  Oiti^;* 

1 

'   '^  ';  i     '       «tt(46o  +  ^Äi) 
S=2a»taiigei Y 


V       ».MJ.;;    •;•..» 


«»«K^o  +  ^JP) 
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S8 

oder 


cog(46o— 5-A) 

Ä=2a«taDgei j 

co«(45o-iÄ) 


Bezeichnen  wir  ieUt  den  FIficheninhalt  des  lozodromischen 
Dreiecks  Aq^i  ^t  inTaf.  IL  Fig.  3.  durch  F,  so  ist  in  dem  ersten  der 
beiden  in  der  Fjgur  dargestellten  F&lle  nachdem  Vorhergebenden: 

F=i  a<tang  «j  l, j 

cosÄotang(45o+jÄo) 

cosÄ,tBiig(4^o  +  Ja«) 

,     — a*tang«o'— ^" 1 

cosi?itang(46o+jHi) 

cosÄ|tang(45o+i/Ji) 

— c*tang  6%\ 1 » 

co8Äotang[(45ö+5Ä|) 

also,  wie  sogleich  in  die  Angen  fällt: 

'  -a'ltangeol— ^ f — - 

tang{45«  +  jÄi) 

taug<46»+iÄo) 
+taDg©il j- 

tang(«»,+5A)| 

tang(4l5?+ii^) 

+  taiig©,l j- 

;  toi.g(48«'+jilo) 

Nach  dem  Obigdit  verscliwittdet  aber  der  ganze  sweite,  ab- 
geaogeoe,  Thdl,  nnd  es  ist  also: 
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Aach  findet  nun  nritteUt  des  Ob^^  sogleich: 

slD(45»+jÄi)  \ 
F=2o«  Itang  «o  l 1 

8Ul(45»  +  5-Ä,)| 

+taiigetl j- 

s'm(46o+2i?,) 

siD(46»+§-Ä,)1 

+l8Dgej 1 

sin  (45  •+!!«,) 


od« 


Fe:2a«{tang««l j » 

cos(45«-^£a) 

cos(46«-iüi)| 

cos(45o-|.Ä,) 
+taiige,l  -* 


In  dem  '»eitea  der  beiden  In  der  Flgnr  daigesteÜtea  ritt« 
wt  «of  ganx  ähDlicbe  WeUe: 

co«ll,taftg(46''+|Ä,) 


F=««t«g«,l , 


co8Ä,tangl[45»+J.Äj) 

eosl?,tang(45o+5Äi) 
cosB,tMg(46»  +  g^Ä,) 
TheUlVI. 


•    -fo»tange,l 
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cosJB4te»g(48'  +  2Äa) 

—  aHang  S^  \ j"         , 

co8Äotang(45« +2-Ä0) 

also,  wie  sogleich  erhellet: 

tang(45o  +  g-Bs)^ 
taD^(45''+gB.)| 

tang(45«'  +  ^Bo)[ 

-^tang6il -T ) 

tang(45«+2Ä«)[ 

taDgr45o+iBi) 

+  tangeal = 

tang(46o  +  2Äo) 

also,  weil  nach  ^em  Obigen  der  zweite  Theil  verschwindet: 

Auch  findet  man  mittelst  des  Obigen  sogleich : 

sinriSo  +  aßi) 

F=  -2a»(tange,l j 

sin(45»+2Ba) 

8in(45«+?S,)| 

+  tangei 1 

8in(45»  +  2Ä,)[ 

sin(45''  +  ^Äo) 
+  taiig©4l 


8in(46«+Jfii)  /' 


oder 
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008(45" -öÄi) 

i^a=— 2««|tang  ©.I T- — 

co8(46»— 2^«)] 

co8(45«-5Ät)l 
+  tang©,l— r j 

.608(40"— JÄ.H 

co8(45«-^Bo) 
-l-tange«! 1 

co8(48«-2A) 

Folglich  'wt,  wenn  nfaA  nur  immer  das  Zcidieti  8<ii  nittittt,  dass 
F  positiv  wird ,  allgemein  : 


oder 


sin  (48"  +  2  A) 

F=±2a*|taDg  6,  t ^,- 

8ln(4»»+ jB«) 

8iu(45"+^Ä4)[ 
+tang  ©,  I j- ) 

8in(48»+2B.)[ 

8ln(45''  +  i-Äo) 

-f  tang^sl 1 

810(45" +2  A) 


oder 
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c<»(45»-jBi) 

Fr=db8«*ltaag«ol— 1 

co.(45'>-5fi.)j 

*  cos(46o— ^Ä4)f 
c«g(4Ö»-jl».)[ 

cos(45»-5-fi.) 

-l-tangd,  1  1 

cos(45«-jBi) 


Asch  ist 


oder 

oder 
oder 

>in(^^-öi^  <^»(^o"^>)  8ia(ei-eö) 

Weil  Dacb  dem  Obigen 

tangeo= f^ 

taDg(45o+2Äi) 
i  i 


tang(450+jB,) 

taDg^= = ) 

taDg(46o+2Äf) 

I i 

taDg(46o+5JB^ 
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tugO, 


taiig(450+iÄo) 
I i 

taDg(45o+5A) 


i*t.  M  i«t  racb 


fs-iaa»«!..-!-!) 


8!ii(45«+|äo) 


odtr 


^taiig(45o+g2^ 
tang(480-4/?x) 

1 


8lD(45<»+ar^ 

+  (Üi-W T 

toDg(45H5fik) 


taiig(45HjÄ^ 


+  (/*-A») 


8in(45<'+5/j;,) 

^taug(46»+2Ä,)  I 

tang(45'+|ÄJ 
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l8in(45 


l8ln(46o+iBJ-l8ln(46H|^fii) 
ltang(4ö    +^/?oMtaDg(45«  +  5BO 


l8in(46o+  5^«i)~l  sin  {45«+5^  1^ 

+  (  L|  ^L.) ^j j 

I  tang(45«  +2  AMtaiigl46-f  j  B.)[ 

1  sin  (460  ^  |Ä^)-|8in{45«  +  Jä^) 
^  Itang (45«  +  J  B,)-ltaDg(45o+iB,)  / 

Durch  diese'  bemerkeoswerthe  Formel  wird  also  der  Flächen- 
inhalt des  loxodromischen  Dreiecks  aaf  der  Kugel  bloss  durch 
die  Längendifferenzen  und  die  Breiten  seiner  drei  Spitzen  ansgedröckt. 

Ich  will  jetzt  diese  Betrachtungen»  ungeachtet  ihres  theoreti- 
schen Interesses,  nicht  weiter  fortsetzen»  weil  sie  eine  praktische 
Anwendung  nicht  darbieten ,  bemerke  aber  noch  •  dass  sich  auch 
der  Flächeninhalt  eines  allgemeinen  loxodromischen  Dreiecks  auf 
der  Oberfläche  eines  Ellipsoids  ganz  auf  ähnliche  Art  wie  vorher 
bei  loxodromischen  Dreiecken  auf  der  Kugel  ermitteln  lassen 
würde;  indess  können  die  Integrale»  auf  welche  diese  Untersu- 
chung führt,  nur  durch  unendliche  Reihen  dargestellt  werden, 
und  ich  will  daher  die  Mittheilung  derselben  lieber  einem  spätem 
besondem  Aufsatze  vorbehalten ,  wenn  es  mir  gelungen  sein  wird« 
durch  das  Vorhergehende  das  Interesse  der  l^eser  för  diese  Un- 
^0rßqchungen  vielleicht  einigermaassen  in  Anspruch  zu  nehmen. 
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Heber  die  Anfstellnngr  des  ]IIe§sti8etae§ 
fiber  elDem  auf  der  Krde  tregrebenen 

Punkte. 

Von  dem 

Herausgeber. 


Der  Gebrauch  des  Messtisches  erfordert  bekanotlich  fast 
immer,  denselben  so  aufzustellen,  dass  ein  auf  dem  Tische  gese- 
hener Punkt  lothrecht  über  einem  auf  der  Erde  begebenen  Punkte 
sich  befindet,  dabei  aber  auch  zugleich  der  Tisch  horizontal  steht, 
und  eine  durch  den  auf  dem  Tische  gegebenen  Punkt  gehende 
ffegebene  gerade  Linie  auf  dem  Tische  nach  einem  zweiten  auf 
der  Erde  gegebenen  Punkte  gerichtet  ist  Zur  Lösung  dieser 
Aufgabe  bedient  man  sich  bekanntlich  des  einfachen  Instruments, 
welches  man  eine  Einloth  -  Gabel  oder  Einloth- Zange  zu  nennen 
pflegt.  Wer  aber  mit  der  Messtisch -Praxis  gehurig  Tertraut  ist, 
wird  mir  hoffentlich  darin  beistimmen,  Jass  auch  ungeachtet  des 
Gebrauchs  der  Gabel  oder  Zange  die  genaue  Losung  dieser  Auf- 
gabe immer  mit  Schwierigkeiten  verbunden  ist,  und  dass  man 
sich  meistens  mit  einem  blossen  „Beinahe''  zu  begnügen  ge- 
zwungenist. Auch  sagt  j a  u.  A.  schon  Böhm  in  seiner,  praktischen 
Feldmessern  immer  noch  zu  empfehlenden  Gründlichen  Anlei- 
tung zur  Messkunst  auf  dem  Felde.  Dritte  Auflage 
von  J.  G.  J.  Cämmerer.  Frankfurt  a.  M.  1807.  S.  191.: 
„  Den  Messtisch  in  dem  Punkte  B  auf  der  Erde  so  aufzustellen, 
dass  derselbe  zu  gleicher  Zeit  horizontal  stehe,  wenn  der  Punkt 
6  auf  dem  Tische  über  B  auf  dem  Felde  und  die  Linie  ab  des 
Tisches  in  einer  bestimmten  durch  &£  gehenden  Vertikalebene  liegt, 
sei  eine  allerdings  nicht  ohneÜebun^  und  grosse  Auf- 
merksamkeit aufzulösen  de  Auf  gäbe/'  Der  Grund  der  Schwie- 
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rigbeit  dieser  Aufgabe  liegt,  wie  ein  Jeder  gleich  fibersiebt,  lediglich  in 
dem  Umstände»  das«  sich  der  Tisch  nach  der  gewöhnlichen  Ein- 
richtung nur  um  seinen  Mittelpunlct«  d.  h.  bloss  centrisch,  nicht  auch  ex- 
centriscb  drehen  lässt,  und  es  hat  daher  nicht  an  Vorschlägen  gefehlt, 
diesem  Uebelstande  durch  verschiedene  besondere  Einrichtungen  des 
Tisches  abzuhelfen.  Man  hat  das  Tischblatt  in  einemRahmen  verschieb- 
bar gemacht,  ein  Vorschlag,  der,  wenn  ich  mich  recht  erinnere, 
zuerst  von  Bugge  gemacht  worden  ist,  und  sich  bei  mehreren 
filteren  Messtischen,  die  mir  vorgekommen  sind,  in  Ausfiihning 
gebracht  findet;  ia  man  hat  sogar  vorgeschlagen,  den  Messtisch 
nach  Art  einer  Zollmannischen  Scheibe  zu  gebrauchen,  d.  h.  alle 
l^nkel  mittelst  des  Diopterlineais  oder  der  Kippregel  an  den 
Mittelpunkt  des  Tisches,  m  weichem  ein  Stift  eingeschlagen  wird, 
anzutragen,  und  dieselben  dann  durch  Parallellinien  mittelst  der 
dazu  erforderlichen  bekannten  ehfiichen  Werkzeuge  (M.  s.  z.  B. 
Neueste  Versuche  zur  Erleichterung  der  praktischen 
lv#emiitrU»von  Voiffty  Conrector  inQuedllaDure.  Leip- 
;Bie.  17920  oder  mit  Hülfe  eines  dreibeinigen  Zirkels  fH.  s.  z.B. 
Beiträge  zur  Beförderung  geometrischer  und  geosra- 
phischer  Messungen  fär  diejenigen,  welche  derglei- 
chen Geschäfte  zu  leiten  haben,  von  Tabor.  Frankfurt 
a.  M.  1804.)  an  die  auf  dem  Tische  gegebenen  Punkte  zu  über- 
tragen. Wie  unpraktisch  Vorschläge  oer  letzteren  Art,  und  wie 
wenie  förderlich  dieselben  der  grossen  Geuauiekeit  sind,  welche 
sich  bei  richtigem  Gebrauche  mit  dem  Messtische  allerdings  errei- 
chen lässt,  übersieht  ein  Jeder  auf  den  ersten  Blick,  und  solche 
IcGnstliche  mechanische  Einrichtungen,  wie  die  ersteren,  haltejch 
für  eben  so  wenig  praktisch,  da  sie  der  so  überaus  nuthigen  and 
wichtigen  Festigkeit  und  Solidität  des  Tisches  schaden,  und  doch 
auch  nicht  alle  von  ihnen  gehoffte  Bequemlichkeit  und  Sicherheit 
darbieten.  Dass  der  Tisch  bloss  um  seinen  Mittelpunkt  drehbar 
HCl  und  bleibe,  scheint  mir  eine  Einrichtung  zu  sein,  die  mao  nie 
und  nimmermehr  verlassen  darf,  wenn  mau  nicht  der  Genauigkeit 
der  so  vielen  schonen  Arbeiten,  welche  sich  mit  dem  Messtische 
ausfuhren  lassen,  wesenüichen  Eintrag  thun  will.  Ab^r  dann 
freilich  bleibt  immer  die  Nothwendigkeit  einer  zweckmässigen  Lö- 
sung der  fraglichen  Aufgabe;  denn  sich  mit  einem  blossen  „Bei- 
nahe** zu  begnugep,  und  sich  bei  der  ziemlich  allgemein  verbrei- 
teten Meinune  zu  beridugen,  dass  eine  eiuigermassen  excentiische 
Anfstetluug  des  Messtisches  der  Genauigkeit  der  Operationen 
nicht  schade,  scheint  mir  wenigstens  dem  Wesen  einer  strengen 
Wissenschaft  nicht  angemessen  zu  sein,  indem  man  gar  nicht 
wissen  kann,  wie  weit  bei  oft  so  complicirten  Operationen  kleine 
Fehler  in  der  Aufstellung  des  Tisches  sich  fortpflanzen.  Ich  stehe 
nicht  an»  die  UeberzeuguoK  auszusprechen,  dass  eine  stets  genau 
richtige  Aufstellung  des  Messtisches  über  dem  eigentiichen  Sta- 
tionspunkte der  Genauigkeit  und  Sicherheit  det  Opecationen 
(z.  B.  bei  ^  Aufnahmen  aus  dem  Umfange)  mit  diesem ,  be- 
sonders bei  seinen  neueren  schönen  Einrichtungen  zur  Ho* 
rizontalstelluog  der  Planehette,  zur  feinen  Horizootalbewegung, 
bei  den  neueren  Verbesserungen  der  Kippregel,  dass  man  z.  S. 
nicht  das  Ocular  nebst  seinem  Fadenkreuze,  sondern  viehnehr 
das  Objectiv  mittelst  einer  feinen  Schraube  beweglich  einrichtet, 
n.  s.  w.,  in  vielen  Beziehungen  so  ausgezeichneten  und  der  geo- 
metrischen Schärfe  sich  so  sehr  nähernden  Instrumente  wesennich 
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tenlerilcb  «eiti  wird.  Ja  ich  glaub«  mit  Recht  aa|^ii  zn  IcSnneo, 
dass  sich  bei  rlcbtii^em  Gebrauche  mit  dem  Mesatiaehe  mit  einer 
gewissen  Eleganz  arbeiten  lässt,  und  eben  um  diese  Elegans 
bei  den  Messtfscharbeiten^  zu  erhoben,  habe  ich  michL  wie  ich 
nidit  leu^e»  ziemlieh  lange  damit  beschäftigt,  ein  zweckmässiges 
und  völlig  sicheres  Verfanren  zur  richtigen  Aufstellung  des  Xi* 
sches  anzufinden.  Manches  hat  sich  mir  seit  dem  ufter  wieder- 
holten Nachdenken  übet  diesen  Gegenstand  'datgeboten;  aber  end« 
lieh  bin  ich  bei  einem  Verfahren  stehen  geblieben,  welches  ich 
Im  Folgeuden  in  der  Kflrze  beschreiben  will,  ohne  dass  ich  es 
ilQr  nStbig  halte,  mich  auf  die  Erläuterung  seiner  Gründe  einzu- 
lassen, üa,  es  an  sich  so  hOehst  einfach  ist,  dass  die  Grunde  ein 
Jeder  sogleich  selbst  übersehen  wird.  So  einfach  die  Sache  auch 
an  sich  ist,  so  halte  ich  sie  doch  fiOr  hinreichend  wichtig,  um  die 
Mittheihmg  deB  in  Rede  stehenden  Verfahrens  an  diesem  Orte 
zu  rechtfertigen,  und  glaube  überzeugt  sein  zu  dürfen,  dass  ein 
Jeder,  wer  dieses  Ver&hren  bei  seinen  Arbeiten  nur  einmal  in 
Anwesdung  gebracht  hat,  es  nie  wieder  verlassen  wird.  Es  sollte 
mich  fast  nicht  wundem,  wenn  dasselbe  schon  bekannt  wäre,  was 
mich  aber  nicht  hindern  kann,  es  hier  mitzutheilen,  da  ich  wenig* 
stens  mich  nicht  erinnere,  in  der  mir  zu  Gebote  stehenden  ziem- 
lich reichen  Literatur  desselben  schon  früher  Erwähnung  gethan 
gefunden  zu  haben. 

Der  Mittelpunkt  des  Tischblattes  muss  genau  bezeichnet  sein, 
wozu  aber  zwei  kleine  sich  durchkreuzende  Bleistiftlinien  völlig 
Unreichen.  Unten  am  Stative  zwischen  den  Füssen  des  Tisches, 
möglichst  genau  im  Mittelpunkte  der  Drehung  des  Tisches,  und 
also  übereinstimmend  mit  dem  auf  dem  Tiscbblatte  bezeichneten 
Mittelpunkte  desselbeOf  den  wir  im  Folgenden  der  Kürze  we^en 
itf  nennen  wollen,  muss  ein  Häckchen  oder  eine  andere  derartige 
einfache  Einrichtung  angebracht  sein,  um  daran  ein  fast  bis  auf 
den  Erdboden  reichendes  Lotb  aufhängen  zu  kOnnen. 

Der  Stationspunkt  auf  dem  Erdboden  sei  A,  und  B  sei  ein 
zweiter  Punkt  auf  der  Erde,  nach  welchem  von  A  ans  die  gerade 
Linie  AB  gerichtet  ist.  Ein  auf  dem  Messtische  gegebener  Punkt 
sei  a  und  ab  sei  eine  von  demselben  ausgehende  gerade  Linie, 
welche  gleichfalls  auf  dem  Messtische  gesehen  ist.  Man  soll  den 
Tisch  so  aufstellen,  dass  das  Tisehblatt  horizontal  bt,  der  Punkt 
a  sich  lothrecht  über  A  befindet,  und  die  gerade  Linie  ab  auf 
dem  Messtische  der  Linie  AB  auf  dem  Felde  entspricht,  oder 
die  Linie  ab  auf  dem  Tische  nach  dem  Punkte  B  auf  dem  Felde 
orientirt  ist 

Dies  zu  bewerkstelligen,  stelle  man  den  Tisch  mittelst  des 
im  Mittelpunkte  der  Drehung  hängenden  Lotbes  so  auf,  dass  der 
Mittelpunkt  M  der  Planchette  lothrecht  über  A  steht,  und  bringe 
das  Tischblatt  mittelst  der  bekannten  drei  Messing  •  Schrauben 
zur  feinen  Horizontalstellung,  die  bei  der  hier  vorhabenden 
Operation  wo  möglich  nicht  fehlen  dürfen ,  und  des  Ni- 
veaus in  horizontale  Lage,  zwei  Erfordernisse,  denen  mit  der 
srossten  Leichtigkeit  und  Genauigkeit  zugleich  entsprochen  wer- 
den kann.  Hierauf  lege  man  die  Kippregel  an  ab  und  orientire 
den  Tisch  mittelst  der  Mikronieterscnraube  oder  der  Schraube 
ohne  Ende  genau  nach  B.    Dann  lege  man  die  Kippregel  an  aM, 
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und  trttee  die  Linie  aM  von  ilfausauf  der  entgegeugeMtsten  Seite 
dieses  Punktes  an  die  Kippregei  an,  wodarco  mao  io  der  Rieh* 
tong  der  Kippregel  auf  dem  Messtische  einen  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  von  M  ebenso  weit  von  JU  wie  a  entfernten  Punkt 
a'  erhält  Diesen  Punkt  a*  lothe  man  mittelst  der  Gabel  auf  den 
Erdboden  ab»  wodurch  man  auf  letzterem  den  dem  Punkte  a*  eut- 
sprec'henden  Punkt  A'  erhält.  Nun  nehme  man  den  Messtisch 
weg,  stelle  ihn  vermittelst  des  im  Mittelpunkte  der  Drehung 
hängenden  Lotbes  so  auf,  dass  der  Mittelpunkt  M  der  Planchette 
löthrecht  über  A'  steht,  und  bringe  das  Tischblatt  mittelst  der 
bekannten  drei  Schrauben  und  des  Niveaus  in  horizontale  Lage. 
Endlich  Ic^e  man  die  Kippregel  wieder  an  ab  und  orientire  aen 
Tisch,  ohne  denselben  sonst  im  Geringsten  zu  verrücken, 
genau  nach  jB,  so  wird  mao  jederzeit  zugleich  das  Loth 
der  in  den  Punkt  a  gebrachten  Gabel  mit  aller  irgend  erforder- 
lichen Genauigkeit  Aber  dem  auf  dem  Erdboden  gegebenen  Stations- 
punkte A  einspielen  sehen,  und  hierdurch  also  eine  völlig  genaue 
Aufstellung  des  Tisches  bewirkt  sein.  Angenommen  wird  hier- 
bei, dass  der  Punkt  jB  eine  merklieb  grosse  Entfernung  von  dem 
Punkte  A  habe,  was  man  aber  bei  Operationen  mit  dem  Mess- 
tische, namentlieh  bei  Anwendung  der  mit  einem  Fernrohr  ver- 
sebenen Kippregel,  anzunehmen  gewias  immer  vollkommen  berech 
tigt  sein  wird. 

Bemerken  will  ich  übrigens,  dass  man,  nachdem  man  den 
Mittelpunkt  des  Tisches  löthrecht  über  A  gebracht  und  das  Tisch- 
blatt horizontal  gestellt  hat,  wenn  man  mit  vtiiliger  geometrischer 
Strenge  verfahren  'wollte,  eigentlich  erst  durch  M  eine  Parallele 
mit  ab  auf  dem  Tischblatte  ziehen,  die  Kippregel  an  diese  Paral- 
lele legen,  den  Tisch  nach  B  orientiren,  und  dann  weiter  wie 
vorher  verfahren  mässte.  Das  Unpraktische  dieser  Procedur  liegt 
aber  zu  sehr  auf  der  Hand,  als  dass  ich  darüber  noch  ein  Wort 
verlieren  sollte,  und  auch  durch  das  erstere  Verfahren  wird  man 
sich  hoffentlich,  wenn  nur  der  Punkt  B  ziemlich  weit  entfernt 
ist,  was  die  zuletzt  erreichte  vollkommen  richtige  Stellung  des 
Tisches  betrifft,  stets  vollkommen  befriedigt  finden. 

Freilich  aber  wird  man  gegen  das  angegebene  Verfahren  so- 
gleich zwei  Einwände  machen. 

Erstens,  wird  man  sagen,  ist  das  zweimalige  Aufstellen  des 
Tisches  auf  demselben  Statioospunkte  zeitraubend.  Hierauf  kann 
ich  nichts  weiter  ent^regnen,  als  dass  nach  meiner  Erfahrung  die- 
ses zweimalige  Aufteilen  des  Tisches  auf  demselben  Stationspunkte, 
in  der  Weise  nämlich  wie  es  oben  gelehrt  worden  ist,  nicht  zeitraubender 
ist  als  das  gewöhnliche  Verfahren  durch  mehrfaches  Probiren  und 
das  dadurch  nothig  gemachte  öftere  Verrücken  des  Tisches ,  dass 
aber,  wenn  auch  selbst  das  vorgeschlagene  neue  Verfahren  etwas 
mehr  Zeit  als  das  gewöhnliche  Kosten  sollte,  man  dafür  durch  die 
völlig  regelrechte  und  sichere  Procedur  bei  dem  neuen  Verfahren 
und  die  grössere  Genauigkeit  des  Endresultats  vollkommen  ent- 
schädigt wird. 
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Zvpeitons,  wird  ma»  einwenden^  entspricht  das  Uebertraceo  derEot- 
fertaungiiilf  nachri'illf  an  der  an  nüf  liegenden  Kippregefniir  wenig 
einer  gesunden  Praxis.  Auch  dies  zusugeben,  bin  ich  im  Ganaen 
genetf^»  glanbe  aber,  dass  sich  diesem  Uebeistande  durch  eine 
neoe  Einrichtung  der  Gabel  voUkommen  abhelfen  läset.  Ich 
würde  nSinlich  der  Gabel  etwa  die  in  Taf.  IL  Fig.  3.  dargestellte  Ein- 
richtung eeben.  An  der  gewubniicben  Gabel  ist  ein  Lineal  oder 
eine  Regel  f/  angebracht»  die  io  ihrem  Mittelpunkte  a  und  in  aWei 
andern  zweckmässig  gelegenen  Punkten  J?,^^  drei  ^anz  kleine  Töllig 
gleich  lange  Spitzen»  mit  denen  die  Regel  an  die  Kippregel  an- 
gelegt werden  j kann 9  hat,  und  eine  hinreichend  weit  getriebene 
Maasseintbeilang  trägt»  die  ihren  Nullpunkt  bei  a  hat  und  von  da 
ap  nach  /  und  yf  hin  aufgetragen  ist.  Der  Punkt  d,  in  welchem 
das  Loth  hängt  >  muss  bei  dem  Gebrauche  der  Gabel  an  der  hori- 
zontal gestellten  Planchette  genau  vertikal  unter  der, Spitze  a  lie- 
gen. Der  obere  Arm  der  Gabel  muss  aber  in  einer  Muthe»  an  der 
eigentlich  die  Regel  befestigt  ist,  etwas  verschiebbar  sein,  und 
sich  mittelst  einer  oder  besser  zweier  Schrauben,  die  in  der  Figur 
angedeutet  sind,  in  der  Nuthe  feststellen  lassen»  weil  ohne  diese 
Einrichtung  die  Spitze  a  nicht  genau  an  den  Mittelpunkt  M  der  Plan- 
chette würde  gebracht  werden  können»  was»  wie  sich  gleich  nach- 
her zeigen  wird»  erforderlich  ist.  Der  Gebrauch  dieser  Einrich- 
taog  der  G^el  bei  dem  in  Rede  stehenden  Uebertragen  von  aM 
nacä  oiMf^  wobei  natürlich  die  Rei;el  an  der  an  aM  gelegten  Kipp- 
regel  und  die  Spitze  a  an  dem  Mittelpunkte  M  des  Tischblattes 
lieeen  muss»  uncl  dem  darauf  folgenden  Ablothen  des  Punktes  a! 
auf  den  Erdboden,  wodurch  man  auf  letzterem  den  a*  entsprechen- 
den Punkt  A  erhält»  wird  einem  Jeden  sogleich  erhellen»  ohne 
dass  ich  darüber  noch  Etwas  zu  sagen  brauche.  Die  richtigen 
Verbältpisse  der  einzelnen  Theile  der  Gabel  zu  den  Dimensionen 
der  Planchette  wird  Jeder  geschickte  Mechanikus  gleichfalls  selbst 
au  treffen  wissen.  Nur  auf  den  folgenden  Punkt  darf  ich  nicht 
unterlassen  noch  aufmerksam  zu  macnen. 

Bei  dem  Ablothen  eines  auf  dem  Tische  gegebenen  Punktes 
auf  den  Erdboden  sind  nämlich  oft  die  Füsse  des  Tisches  und 
andere  Theile  des  Stativs  hinderlich.  Dieser  Fall  kann  also  auch 
eintreten,  wenn  man  bei  dem  in  Vorschlag  gebrachten  neuen  Ver- 
bhren  den  Punkt  a*  auf  den  Erdboden  ablothen  soll,  um  den 
neuen  Aufstellungspunkt  A*  des  Mittelpunkts  des  Tisches  zu  er- 
halten, aber  auch  nur  dann,  weil  das  neue  Verfahren  sonst  das 
Ablothen  keines  anderen  Punktes  auf  den  Erdboden  in  Anspruch 
nimmt.  Diesem  Uebeistande  lässt  sich  aber  bei  dem  neuen  Ver- 
fahren sehr  leicht,  begegnen  »wenn  man  nur  an  der  an  aM  lie- 
genden Kippregel  einen  anderen  Punkt  als  a*  aufsucht»  welcher 
sich »  ohne  jenes  Hhiderniss»  bequem  auf  den  Erdboden  ablothen 
lässt,  und  bei  zweckmässiger  Einrichtung  des  Stativs  des  Mess- 
tisches  gewiss  immer  geumden  werden  kann.  Bezeichnen  wir 
diesen  Punkt  durch  a^»  und  lothen  ihn  auf  den  Erdboden  ab»  wo- 
durch wir  auf  letzterem  den  Punkt  A"  erhalten»  so  brauchen  wir 
nur  an  der  Skale  der  Regel  der  Gabel ,  die  an  der  Kippregel  liegt, 
die  Entfernung  des  Punktes  a"  von  a%  d.  h.  die  Lmie  a"a\  zu 
messen,  und  eine  derselben  gleiche  Linie  auf  dem  Erdboden  von 
Ä'  an  auf  der  auf  dem  Erdboden  gegebenen  Linie  AA"  nach  der 
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geMrigen  Richtaoi^  bin  aluaraeMen,  so  ist  der  Bndpmikt  dieser 
absemessenen  Linie  der  gesuchte  Puelrt  Ay  wie  auf  der  Stelle 
erDellet  Also  auch  dem  bei  äem  gewöhnlichen  Verfahren  Öfters  eintre- 
tenden Uebelstande^  dass  die  Fflsse  des  Tisches  oder  andere 
Theile  des  Stativs  einem  genauen  Ablothen  der  Punkte  auf  dem 
Tische  auf  den  Erdboden  hinderlich  sind,  wird  durch  das  neue 
Vorfahren  so  gut  wie  gans  al^geholfen,  was  demselben  Tielleicht 
auch  zu  einiger  Empfehlung  dienen  wird. 

Ich  glaube,  dass  man  dem  hier  besprochenen  Gegenstande 
in  neuerer  Zeit  zu  wenig  Aufmerksamlceit  geschenkt»  und  sich  su 
sehr  bei  dem  Glauben  beruhigt  hat,  dass  nicht  sehr  grosse  Excen- 
tricitftts fehler  bei  der  Aufstellung  des  Tisches  der  Genauigkeit 
der  Operationen  keinen  wesentlichen  Eintrat  thun*).  Ich  halte  den 
Messtisch  bei  richtiger  Anwendung  und  recht  zweckmässiger  Ein- 
richtung fOr  ein  sehr  genaues  geometrisches  Constructioos-Instrument; 
und  bin  daher  der  Meinung,  dass  man  alle  Quellen,  aus  denen 
Fehler  entspringen  kSnnen,  soviel  als  irgend  möeiich  zu  versto« 
pfen  suchen  muss.  Ein  kleiner  Mehraufwand  von  Zeit»  wenn  der- 
selbe sich  wirklich  ergeben  sollte,  darf  dabei  nicht  in  Anschlag 
gebracht  werden.  Leider  wird,  wenigstens  in  einigen  Ländern, 
der  Messtisch  jetzt  bei  Weitem  nicht  mehr  so  hfiufie  in  Anwen- 
dung gebracht  wie  fVüher,  und  droht  fast  ganz  durch  andere  In- 
stromente, namentlich  durch  die  Boussole,  verdrängt  zu  werden. 
Ohne  manche  von  der  Boussole,  bei  welcher  allerdings  namentlich 
Excentricitätsfehler  in  der  Aufstellung  nicht  vorkommen  kdnnen, 
dargebotene  Vortheile  irgend  in  Abreoe  stellen  zu  wollen,  vermag 
ich  die  Einf&hrung  dieses  Instruments  auf  Kosten  des  Messtisches 
doch  nicht  f&r  einen  Fortschritt  in  den  Vermessungsgeschäfleo  au 
erkennen,  und  wilnsche  sehr,  dass  der  Messtisch  wieder  allge- 
meiner in  Gebrauch  kommen  mOge,  wie  dies  auch  in  manchen 
Ländern,  so  viel  ich  weiss  z.  B.  In  Sachsen  und  Hessen ,  auch  in 
Oesterreich ,  mit  Recht  immer  noch  der  Fall  ist.  Die  obigen  Zei* 
len  haben  ihren  Zweck  erreicht,  wenn  sie  dazu  Einiges  beizutra* 
gen  geeignet  sein  sollten. 


*)  In  dem  Handbach  des  Feldmessent  und  NlTollirens 
in  den  gewöhnlichen  Fällen  von  Grelle.  Berlin,  leas.  8.  S. 
82*  heiMt  e«  s.  B. :  „Da  et  aber  aof  eine  solche  Genanigkelt  selten  an« 
kommt,  indem  e«  In  den  »eisten  Fällen  aar  einen  nnmerküchsn  UnCer- 
•ehied  macht,  wenn  der  Punkt  anf  dem  MeMtitehs  selbst  nm  eines 
Fnee  seitwärts  über  dem  sngehärigen  Punkte  am  Boden  liegt,  to  ist  dis 
Einlothsange  eigentlich  in  der  Begel  nicht  sdthig.  and  Uur  Gebranch 
verarsacht  nur  Aufenthalt''  eine  Ansicht,  {der  ich  darchaas  nicht  bei- 
stimmen kann,  denn  die  Natur  des  Messtisches  erfordert  geometrische 
Genauigkeit.  Die  so  sehr  |^osse  Genauigkeit  und  Sorgfalt  erfordernden 
Umfangt  -  Messungen  I  die  man  doch  öfter«  nicht  umgehen  kann,  habe 
ich  schon  oben  besonders  herrorgehohea. 
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Veber  die  Bewefrunflr  einer  üaipiet- 

nadel  unter  dem  Slnflnsse  eines  nn- 

beffränzten  gral^aniscben  Stroms« 

Ton 

Herrn  Doctor  X  Dienger, 

Profeisor  aa  der  polytechnischen  Schole  so  Carlsrnhe. 


5.  L 

NS  (Tai.  IL  Fig.  4.)  sei  eine  Magnetnadel  deren  Mitte 
O  Ml,  Oi\r=:OS=:/;  In  R  stehe  auf  der  £bene  der  Fignr,  in 
der  allein  die  Nadel  sich  drehen  könne»  ein  nnbegränzter  Draht 
senkrecht.  In  welchem  ein  positiver  ealvanischer  Strom  abwärts 
steige.  Ist  N  der  Nordpol  der  Nadel,  iS  ihr  Südpol,  so  sucht 
der  Strom  den  Pol  N  senkrecht  auf  NR  nach  aussen  (rechts), 
den  Pol  S,  senkrecht  auf  RS  nach  aussen  (links)  au  bewegen. 
Ist  fft  eine  Konstante,  so  ist  die  In  N  wirkende  Kraft  bekannuich 

gleich  ^»  die  in  5  wirkende  -^.     Ist    der    Winkel    NOR, 

den  am  Ende  der  Zeit  t  die  Nadel  mit  ^  der  Linie  OR,  die  wir 
als  Aze  der  x  annehmen,  bildet^  gleich  o,  und  nehmen  wir  OB 
als  Axe  der  y  an;  so  ist 

iViPsa«-!-/*— So/bos«,  NS^^tfl^Pi^UleoBa,  (1) 

wenn  OR:=ia  gesetzt  wird. 

Die  Ke^iaaten  4m  Punktes  M  sind  fcos«,  Mna;  somit  ist 
die  Gleichung  der  Linie  RN: 
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die  Gleichong  der  im  PaHlcte  iV  darauf  Senkrechten  somit 

y  -  feiner  —    "^.^^     (j:— fcosa) .  (2) 

Fällt  man  vom  Punkte  O  auf  diese  letztere  Linie  eiiflf  Senkrechte, 
so  ist  deren  Länge: 

P  sin^  a-^al  cosa  +  P  cos'c 

«"'V>+(=w)' 

(3) 
__  P  -^  g/costt .  ?(/— flcoscr) 

""     V/*  +  ««  — 2a/cö5ä  ""*  V/*  +  a*-.2a/co5a 

Man  zerlese  nun  die  in  N  wirkende  Kraft  in  zwei  andere,  trovon 
die  eine  P  senkrecht  auf  ONg  die  andere  Q  nach  OJV  gerichtet 
ist.  Das  Moment  der  ersten  in  Bezug  auf  O  ist  PL  Dieses  Mo- 
ment wird  auch  gefunden,  wenn  man  die  Kraft  in  2V multiplizui 
mit  der  Länge  (3),   d.  h.  es  ist 

fl /(/-^ocosc) 


^'^a^  +  P  — 2a/cosa    V/*  +  a«— 2a/costf 

ft/(/— flcosa) 

■^  ■*■  a*  +  ^ — 2a/ cosa ' 

Um  das  Vorzeichen  zu  bestimmen,  setze  mana=0,  so  ist  das 
Moment: 

Da  dasselbe  die  Nadel  rflckläuflg  (d.  h.  uitrgekehri,  wie  die  Zei- 
ger einer  Uhr)  zp  drehen  strebt,  und  a>/,  so  Ist  das  obere  Zei- 
chen zu  wählen,  so  dass  das  Moment  (Kräftepaar),  welches  in 
N  4ie  Nadel  rechtläufig  zu  drehen  strebt,  ist: 

fi/(/— acos«) 
a*-|-/*-*-2a/cosa* 

Ganz  eben  so  findet  man  fQr  das  KrSftepaar^  das  in  iS  die  Nadel 
rechtläufig  zu  drehen  strebt: 

— ft/(/-t-acosa) 
«•+P  +  2a/cosa' 

Das  Gesammtmoment,  das  die  Nadel  reditlänfig  zu  drehen  strebt, 
ist  also 
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lä(l—-acosa)  fi/(/-facos«) 2fi/(P  ~  a*)tf  cos« 

a*  +  /•— 2a/caö^ ""  a*+P  +  2cr/cosa~"  (a«  +  /»)«— 4^«/»cos*a ' 

Da '  diese  Grusse  negativ  ist,  so  sucht  also  die  Madel  sich  rfick- 
Ifiufig  za  bevre^en»  d.  h.  den  Winkel  a.zu  vergrOssern.  Ist  somit 
k  das  Träffheitsmomeot  der  Nadel,  in  Besag  auf  O,  so  ist  die 
Gleichung  der  Bewegung: 

,  8*a 2/i/(a'— P)ocostt 2f4/(a^— P)ccosc  .. 

^  8<«  ~  (a«  +  /»)*  —  4a«^  cos««"^  (o^^P)«  +  4a«Psin«a '      ^*^ 

Hieraus  folgt: 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  ( =  -k-.)  im  Anfange  der  Bewe- 
gnng,  für  welche  a=y  sei.  Null,  so  ergiebt  sich 

_Ä/aay_        A   _     2fl/(a»-P)  (sing— siny)    \,  . 

2ik\dtJ  ""  ^^ V  S"" (a«-/«)«+  4a*/»sinasiny)y '  ^^^ 

durch  welche  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeit  (=qi»    >n  so 

ferne  sie  a  zu  yergrussern  strebt)  gegeben  ist.  Daraus  folgt  nun 
zunSchst,  dass,  wenn  l=^a,  d.  h,  wenn  der  Punkt  R  auf  dem 
Umfange  des  Kreises  ist,  den  die  Pole  der  Nadel  beschreiben, 
keine  Bewegung  Statt  hat,  wo  auch  anfänglich  die  Nadel  sich  be- 
finde, so  dass  sie  also  in  jeder  Lage  in  Ruhe  bleibt,  was  auch 
aus  (4)  folgt.  Ist  ferner  a>/,  d.  h.  der  Punkt  R  ausserhalb  des 
Kreises ,  so  folgt  aus  (4) ,  dass  die  Nadel  anfängt  sich  nach  rechts 

7t 

ZU  bewegen  (rfickläufig),    wenn  y<o  *    und    aus  (5)   folgt,    dass 

immer  a>y  sein  wird.  Ist  dagegen  a</,  d.  h.  12  innerhalb  des 
Kreisnmfangs ,    so  wird  die  Pmdel  sich  anfilnglicb  links  bewegen, 

wenn  y<2'  ^^^  immer  a<y'sein.  Aus  (6)  ergiebt  sich  femer, 
dass  wenn 

a>/,  die  Nadel  zwischen  assy  und  €c=n—y  hin  -  und  herschwankt, 
a<l,    „       „  „         «=y    „    «=— («+y)    „  „ 

Im  letztem  Falle  wird  aber  der  Draht  die  Bewegung  der  Nadel 
hemmen ,  wenn  nicht  y  schon  negativ  ist.  12  liegt  dabei  immer 
auf  der  Linie  OA, 

Aus  (5)  folgt  nun 
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(ß) 


worau  die   Zeit  (   bestiramt  wird,     fart  a>/,  m  Ist  «•  Zeit, 
welche  voD  einer  fioMersten  Lage  cor  aDdern  verachwiadet: 

sfJ.r'-^ g«  (7) 

y         \  atc  (tg  =(a._/l)*+ 4o«/««in»iiy> 
Für  den  besonderen  Fall,  dass  y=:0,  ist  diese  GtOsse: 


nr 


y  arcftgÄ 


2a/siDo 


Aii8(S)  folgt,  dass  die  rOckkehreade  Bewegung  der  hlDgehenden 
gleich  ist,  ja  dass  die  beiden  Hälften  jeder  dieser  Bewegangen 
gleich  sind»  d«  b.  die  Bewegung  ist  der  eines  Pendels  ähnlich. 


{.2. 

Im  Vorstehenden  nahmen  wir  den  Punkt  R  (Draht)  (TaC  IL 
Fig.  5.)  als  fest  an,  und  untersuchten  seine  Wirkung  auf  eine 
beweeliche  NadeL  Nunmehr  wollen  wir  die  Nadel  NS  als  unver- 
änderlich betrachten,  während  der  Punkt  R  seinen  Ort  ändern 
könne.  Wh*  nehmen  die  Axe  der  Nadel  OH  als  Axe  der  y,  und 
die  darauf  Senkrechte  OF  als  Axe  der  x  an;  zugleich  mögen  x^ 
V  die  Koordinaten  des  Punktes  R  sein.  Die  Gleichung  der  Linie 
JiN  ist: 

die  Gleichung  der  im  Punkte  N  darauf  Senkrechten  i 

Fällt  nmn  vom  Punkte  O  aus  auf  diese  eine  Senkrechte  ^   so  ist 
deren  Länge:  .     . 

\fx^^~        V«»+(i-sr)*- 
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Di«  KMft«  4i«  hl  JS  swkmkt  moS  BN  wkkt.  iai 


Dm  DrehmigsBomeBt  derselben  itt  Besng  aaf  O  ist 

insofern  sis'  die  BetreffQDg  wie  die  Zeiger  eloJKt  Uhr  als  recht- 
l^iifiq;  angesehen.  wlrcL  l!,emgt  Btan  die  tkraft  in  N  in  ^ei  ändere^ 
die  eine  senkrecnt  auf  ON,  die  andere  nacb  ON  gerichtet«  nnd 
betrachtet  man  die  i(räfte  als  positiv,  welche  die  Koordinaten  zn 
veh^giMBerHi^stvebM; 'so  findet  man  die  erstere,  wenn  man  (8) 
durch  /  dividirt«  so  dass  die  beiden  sinds 

Ffir  die  in  8  wirkende  Kraft  erhält  man  eben  so  das  Drehungs-' 
moment: 

•  .  .  «*-!.(/+;)*'    -.  ^^ 

und  die  beid«n  KrSftes 

Passt^  niM  »dieife  Resnitalt  zusasunen,  so  .eibilt  man.JÜs'  WiT" 
kmigen  des  Punktes  JB  auf  die  IMol: 

.  iQ  (tdas  Kfäftepaa? 

«r«lcbes. die  Nadel  i^ecbtläufig  j^ii  dielieii  «trebt; 
b)    die  Kraft 

welche  den  Punkt  O  pAralfel  der  Axe  der  x,  n^cSi  der 
Richtung  der  positiven  x  su  bewegen  strebt; 


'  c)    die  Kraft 


e..., — ,.jg^=t.. ■.■:■■■  *f*.^y.... (M) 
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Tvekhe  4t0Bs  Punkt  O  pftrallel  mit  der  Axo  M  g,  *nach 
der  Richtung  der  posinven  y  zu  bewegen  strebt. 

Ftest  mau  die  Krfifte  (13)  uud  (14)  zusammen,  so  erhSit  man 
eine  einzige  Kraft  P,  die  mit  der  Axo  OF  den  Winkel  ß  macht, 
bestimmt  durchs  .  .     ". 


P= 


Man  libei'zeiigt  .sich  leicht»  dai|s  das  Gesagte  ^ilt».  wo  weh 

R  liege.  ,  .    .  .  ^  .. 

Hieraus  lassen  sich  nun  folgende  Schlüsse  ziehen: 

I)    Die  Nadel  2^^<$  sei  n«r  bewegljcb.  um.  eine  auf  der  Ebene 
der  Figur   senkrechte  Axe,    und  «s  befinde  sich   der  Punkt  II  im 

Räume       ,.  ..'.,•.' 

FCNH,  so  ist  /V«*-^*<0,jü>0,    also  geht  üf  von  Ä  weg, 
und  S  geht  gegen  J{  im  Anfange  der  Bewegung; 

HNDE,  so  ist  P— a«~y*<0>  j>0,    also   gebt  N  gegen   Ä, 
und  S  kommt  von  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

EDSG,  so  Ist  P— a;*— y*<0,  ty<0,  also  kommt  iV  von  R,  und 
S  geht  gegen  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

GSCF,  so  ist  /«-««-Ty«<e,  y<0,  alse  gebt  2V  gegen  R,  und 
jS  kommt  von  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

CÖN,  so  ist  P*-ar*— s/*>  ö[;  y>0,  also  geht  2V  gegen  ß,  und 
jS  kommt  von  R  nh  Anfknge  der  Beweguiig; 

JV02>,  so  ist  /*— X«— y«>0,  y  >0,  also  kommt  N  von  *,   und 
^  geht  gegen  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

DOS,  so  ist  r»—*«— f«>0,  y<0,  also  geht  2V  gegen  Ä,   und 
iS*  kooiq»^  voa  R  }m  Anfange  df r  Bewegung; . 

SOC,  80  Ist  /«— 4?«— y«>0,  ^<0,  also  kommt  N  von  fi,  und 
'     <S  ^eht  g^en  R  im   Anfange  der  Bewegung. 

Liegt  R  auf  dem  Kreise  om  O  selbst ,  so  ist 

also  hat  kehie  Bewegung  3tatt;  dasselbe  hat  Statt,   ^enn  R  auf 
der  Axe  der  x  liegt. 

II)    Die  Nadel  sei  senkrecht  aufgehängt  aneioep  Faden,  sei 
also  nur  beweglich  parallel  mit  der  Axe  x. 

'     D^^ch  die  Pole  N  und  5  (Tat;  II.  Fig.  6.  )    ziehe   man  die 
zusammengehörigen  Hypeifibtii ,-  deren  Gletchung 
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lB^^€^j^^Q  (10) 

sei  und  es  liege  R 

1)    innerhalb  der  Hyperbeln  AlfB,  (XD,  so  Ist 

also  wird  di«  N«M  <di9  l^mkt  (>>  sich  nitab  der  Seite 
der  negativen;  ar  (liqks)  bewecen,  d.  b.  scheinbar  von  R 
abgestoflsen  werden^  wenn  K  sich  im  ersten  nnd  vier- 
ten, angezogen  >  wenn  er  $Sch  hn  ^weiten  nnd  dritten 
Koordinaten  winket  beindet; 

9)    zwischen  den  beiden 'Hyperbeln,   also  im  nnbegränzten 
Ranme  ANBDSC...    Alsdann  ist 

also  geht  O  nach  de?  Seite  der  posiÜTeii  m  (rechts) ,  d. 
b,  die  Nadel  wird  scheinbar  angezogen,  w^n  R  sich 
Im  ersten  und  vierten/  abgestossen,  wenn  er  sich  im 
z#elten  und  dritten  Koordinaten winkel  befindet; 

^    auf  einer  der  Hyperibsid  selbst,  so  ist 

also  b»t  kslu  Bew€tgu«g  Statt. 

III)  Endlieh  oelrare  man  an ,  die  ffadet  schwimme  auf  Was* 
ser,  könne  steh  also  in  ihrer  Ebene  frrf  bewegen  und  untersuche 
die  Bewegungsrichtu9g,des  Puskles  O.    Es  bsgs  Min  R 

ä)    Imieihaib  del*  Hyperbeln  ANB,  CSD,  nnd  zwar: 

^)  im  ersten  Koordinaten winksl»  so  ist  cos/?<0,  sin/3>0, 
dp  t).  0  bewegt  sieh  in  ^en  ^weiten  Keordinatenwinkel ; 

2)  im  zweiten  Koordinatenwinkel,  seist  cosj3<0,  8iDi?<0, 
d.h.  O  bewegt  sich  In  de;i  dritten  Koordinaten  winkel ; 

3)  im  dritten  Koordinatenwiokel,  so  ist  cofi^^O^  siQ/?>0, 
d.h,  O  belegt  sich  in  den  zweiten  Koordinaten  winkel; 

4)  im  viertes  Koordiaatenwink^,  so  ist  eos^<0>  9*9ß^9 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  dritten  Koordiuiateilwliikel'; 

6)    zwischen     den     beiden    Hyperbeln,      also    im    Ranme 
AIS  BD  SC..,,,  und  zwar: 

1)  im  ersten  Kooidtnatenwinkel^  so  ist  cesg>0,  sin|$>€, 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  ersten  Kooruinatenwinkel ; 

2)  im  zweiten  Koordinatenwln&el,  ao  ist  co85>0,  6inj3<0, 
d.  h.  O  bewegt  sfeh  in  dsn  vierten  Koordinatenwinkel ; 

3)  im  dritten.  Kojordinatenwinkel,  so  ist  cos|}>0>  sin/}>0, 
d  h.  O  bewegt  sich  in  des  ersten  Koorttinatenwinkel ; 
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4)  im  Vierten  Koordinatenwlnkel,  so  Ist  cosg>0,  8iii/J<0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  vierten  Kqor^inateowinkf^l ; 

c)  auf  d^n  Hyperbeln  und , zwar:    ,      ;    ,< 

1)  im  ersten  KpordinAtenwipkel»  so  ist  eoBß=0,  smß^siJ, 
d.  b.  O  bewegt  sich  gegen  N; 

2)  im  zweiten  Koordinaten winkel,  so  Ist  eosj?^«  sin^— 1 , 
•  ^  h.  O  bewegt  sich  gegen  S; 

3)  im  dritten  Koordijiatenwinkei,.  so  ist  cos/3:=0#  sin/3=l» 
d.  h.  O  bewegt  sicli  gegen  N;    ^. 

4)  im,  vierten  Koordinatepwinkel,  soist  coflfj?=fPj^siii^=— I, 
d.  b.  O  hewegi  sich  gegeo^«S; 

d)  auf  der  Axe ,  der  or^  unc^  v^ar : 

1)  auf  dem  positiven  Theil,    so  ist  co8/7=t,    sin/^^0, 
d.  h.  O  be\i»egt  sieh  nach  F;'* 

.2)  auf  dem  negativen  TheiU     so  ist  cos^=l.i    s\nß^=0, 
. .  d.  h.  O  bewegt  sich  nach.F,  wi^  so  ebevi; 

e)  auf  der  Axe  der  jfi  und  zwar;  - 

a)  innerhalb  der  Hyperl^efai  ANB,   CSD; 

1)  im  positiven  Theil  der  Axe  der  y,  so  ist  coBß=i — 1, 
sin^=0»  d.  h.  O  bewegt  sieh  nach  £; 

2)  im  negativen  Theii  der  Axe  der  y,  so  ist  jcos^— 1, 
sin/}=0,  d.  h.  O  bewegt  sich  n»fik  E; 

ß)  zwischen  den  beiden  Hyperbeln; 

1)  im  positiven  TheiL  der  Axe  der  y«.  i^  Ißt  qo6/?=s1, 
sinp=0>  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  t*; 

2)  Im  negativen  ThisU  der  Ax^e  der  y>  po  M  coaßssi, 
alnßssO,  d;  h.  O  bewegt  sich  nach  K 

Aus  diesen  Angaben  wird  man  nun  leicht  die  scheinbare  An- 
ziehung oder  Abstossung  ableiten  können« 

Für  den  Fall  II)  wird,  je  nach  der  La^e  von  R,  die  Spannung 
des  Aufhängefadens  vermehrt  oder  vermmdert  (14).  Ist  R  näm- 
lich im  ersten  oder  dritten  Koordinatenwinkel  ^  so  wird  dieselbe 
vermindert  uiii   •    .       >    .  »     .  J» 

[^H(/-»)*][*H(/+3r)«l^ 
Ist  aber  R  Im  zweiten  oder  vierten,  so  wird  sie  vermehrt  um 

4f»/V^* 


(^•K/-y)»)(^*+(/+y)») 


worin  natürlich  f»  ein  Gewicht  anzeigt,  gleich  der  Einwirkung  des 
Drahtes  auf  einen  Pol  In  der  Entfernung  t. 
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ö.  3. 

Ut  im  Falle  d^r  Formel  (7)  y  nahe  an  |^,     a  >  /»     bo     ist 

sino— siojf  beioabe  immer  Null»  man  wird  also  ungefthr  setzen 
kOnoen : 

,.    _     2fl/(a»-P)(sin«— siny)    ,_  2tt/(a»  -  P)(aina  -  siny) 

Daraus  foln^»  dass  die  Zeit  einer  Schwingung  ?on  einem  Aevsser- 
sIen  snm  anderen  ist: 

^  2^V2a/(a«-^        Vsina— siny 

=  2 V  alia^'-P)!^' 

wenn  C  eine  Konstante  ist._ Daraus  folgt/ dass  die  Schwingungs- 
daner  im  Verhfiltniss  zu  V^a  steht,  «in  Satz^  der  bekanntlich 
nach  der  Lehre  vom  Pendel,  die  fQr  diesen  Fall  anwendbar  ist, 
zeigt,  dass  die  wirksame  Kraft  im  umgekehrtiBn  VerhSltniss  zu  a 
steht,  was  eben  der  Satz  ist,  von  dem  wir  ausgingen. 

Für  den  Fall,  dass  /  klein  ist,  so  dass  man  fi  gegen  a^  ver« 
nadilSssigen  kann,  giebt  (7)  ebenfalls 


iT?  i/^  Z*"*"^ ?SL 

1 2/»:\  jij     \ns^ 


V 

1 1/  «i    /•^-y        Ba 


Vsin« — siny 

da 
V^slntt  —  siny 
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Heber  die  Periodloltät  der  »eelmal- 
brttehe. 

Von 

Herrn  W.  Looff, 

Dlff^Utr  de«  BecstogUchen  Realg;fninB«iHiu«  xii  Gotha. 


lo  meinem  »»Leitfaden  ffir  den  Unterricht  im  prakti- 
schen Rechnen  und  in  der  Arithmetik»  erster  Cursus» 
Gotha  1850''  habe  ich  in  einem  Escutse  <lbeV  die  Periodicität 
der  DecimalbrOche  eine  Tabelle  derjenigen  Primzahlen  roitgetbeilt 
welche  als  Nenner  eines  geroeinen  Bruchs  eiae  Periode  von  be- 
stimmter iStellenzahl  ..geben.  Die  bei  der  Herausgabe^  meines 
Leitfadens  begonnene  Arbeit  habe  ich  fortgesetzt»  wobei  mir  ein 
Auszug  aus  den  Burckhardt*schen  Tafeln  der  Primzahlen»  welcher 
mir  durch  die  Gfite  des  Herrn  Professor  Dr.  Jacobi  mitgetheilt 
wurde»  sehr  zu  statten  kam.  Ich  erlaube  mir  daher  diese  Tabelle 
in  grösserer  Ausdehnung»  als  ich  sie  in  meinem  Leitfaden  gege- 
ben» hier  mitzutheilen »  nachdem^  leb  die  wenigen  noth wendigen 
Sätze  vorausgeschickt   habe. 

1)  Giebt  der  Bruch  -  eine  Periode  von  k  Stellen  und  be- 
zeichnet man  die  Periode  der  Decimalstellen  mit  P»  so  ist 

10*-1=:«P. 

Es  müssen  daher  alle  Pactoren  von  10^ —t  eine  Periode  von  k 
Stellen  geben.  Eine  Periode  von  einer  Stelle  giebt  daher  10 — l=i^» 
also  3  und  9.  Um  die  Primzahlen»  welche  eine  Periode  von  2» 
3,  u.  s.  w.  Stellen  geben»  zu  finden»  braucht  man  nur  die  Factoren 
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von  — g —  aufzusuchen.  Eine  Perlode  von  "i  Stellen  giebt  da- 
her nur  11,  von  3  Stellen'  37  aU  Factor  von  111,  von  4 
Stellen  101  aLs  Factor  von  Uli,     von    S  Stellen  41  und  271  ab 

Factoreo  von  Hill.      Bei    6  Stellen    kann    man    — g —    durch 

3,  11  und  37  dividiren.  Der  Quotient  91  Isl  =7x:13,  die  ein- 
zigen Primzahlen,    welche  eine  Periode  ven  6  Stellen  geben. 

Für  sieben  Stellen  müssen  die  Factoren  von  lllllll  gefun- 
den werden.  Da  aber  nur  eine  Solche  Primzahl  n  eine  Periode 
von^  Stellen  geben  kann,  welche  «m  1  ^verringert  durch  p  theii- 
bar  ist,  so  ist 

II  — l=m/>, 
folglich 

fi=mp-f  1. 

Ist  p  eine  ungerade  Zahl,  m  ebenfalls  eine  uneerade  Zahl,  so 
ist  mp  eine  uneerade,  folglich  iito -f  t  eine  geraoe  Zahl,  die  nicht 
Factor  von  IUI....  sein  kann.  'Mao  braudit  daher  fllr  m  nur  ge- 
rade Zahlen  zu  setzen.    Ist  dann  in=2c:,    so  können  nur  solcne 

Primzahlen  Factoren  von  — g —  (p    eine   ungerade    ^ahl)    sein, 

welche  die  Form  2cp  -f  1  haben.  Für  sieben  Stellen  also  musste 
der  Versuch  mit  allen  Primzahlen  von  der  Form  14p  + 1  bis  zu 
Vlllllll  gemacht  werden.    Hieraus  ergab  sich 

239x4640  =  1111111. 

10*—  1 
Fflr  die  Perioden  von  gerader  Stellenzahl,  z.  B.  8,  kann  — g-— 

durch  11  und  101  ohne  Rest  dividirt  werden,  daher  nur  lOOOl  in 
die  Factoren  73  und  137  zu  zerlegen  trar. 

Ffir  11  Stellen  giebt  es  129  Primzahlen  von  der  Form  22r-|-1, 
von  welchen 

21040x013239= Ipl  1,111111 . 

Für  13  Stellen  wurde,  die  Untefsuehung  dadurch  bedeu- 
tend erleichtert,  dass  von  den  Zahlen  von  der  Form  26r-f  1  schon 
53  und  79  auffingen.  Der  Quotient  26K371653  ist  nach  einer 
durch  iC^Dh(\m^oe^.gßBcM^meo  firmlltelung  eine  Primzahl« 

In  der  nachfolgenden  Tabelle  «Ind  die  mit  ?  bezeichneten 
Zahlen  noch  nicht  als  Primzahlen  ermittelt. 
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Periodeosdll.      Zahl. 

X 

3  so  wie  3>  oder  9, 

.   2 

'  II.'   '  \-   1     . 

3 

37.        ,      .      , 

4 

JOl. 

6 

41.   271.  .  .     '  : 

6 

7.  13. 

■    '    7 

289.  4649.  . 

8 

73.  187. 

9 

333607. 

10 

9091. 

11 

21649.  613239. 

12 

9901. 

13 

53.  79.  266371663. 

14 

90909t. 

» 

31.  290616L 

IC 

17.  6882353. 

•  -   •'  17 

1*) 

•  •.   18 

19.  52579. 

19 

»**) 

ao 

3641,  27961. 

21 

43,  1933,  1083868». 

22 

23.  4093.  8n9. 

23 

IUI],  iimi,  nun.  iiuii.     , 

24 

99990001. 

26 

lOOOOlOOOOlOOOOlOOOOl.  f 

26 

869.  1058313049. 

27 

767.  440334664777631.  ? 

28 

29.  281.  121499449. 

29 

3191.  X. 

30 

211.  241.  2161. 

31 

2791.  398105020104308516267327621,? 

32 

363.  449.  641.  1409.  60867.   . 

*)    Bei  17  sind  die  Untertociiun^ii  mit  alieo  PrimMhleo  bis  XdOOOO 
»bne  Erfolg  gewesen. 

**)    Bei  19  haben  die  l^alersachungen  aller  Primzahlen  bi«  100000 
Iceintn  JSrfolg  gehabt. 
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PeriodeDiahl. 

Zahl. 

33 

67.    13446282101  I3208373f 

34 

103.  4013.  21993833369? 

36 

71.  12676184367477601363621? 

36 

999999000001? 

37-40 

? 

41 

8a    1231.    X. 

42 

13(7.2689.469691.    (7*n»13»). 

43 

173.    X. 

44 

89.    1112470797641661909? 

45 

299700000290700299999703? 

46    ' 

47.  139.  2531.  64979718449191? 

47 

?,           •                •        •'-■■•       »' 

«8 

SBiMHnOlOQBQOl? 

40 

? 

80.         - 

251.  6051.  717061202106779201? 

61 

6ia  146966889217112709610099496907? 

63 

621.  190038J97677733224378J? 

63 

iw..«. 

64 

99999999900000Q00I? 

.66       .. , 

.,  .132L  X.  .  •,... 

•      86 

7841.  127622001020160609761? 

■       67 

' ''  .      '                                    '      ■  •  ". 

.9» 

60.  1640639049J0668667781201849.? 

69    . 

•    ? 

eo 

61.  1666730049181983604901641. 
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VI. 

Eine  allgremeine  AuflSspnir  d<sr  Oiei- 
Ghuni^en  des  vtiarten  OraAes- 

Von  dem 

Herrn  Doctor  W.  Schlesicke, 

Lehrer  901  GymoBsium  z;i  LiickMti. 


In  ThI.  XII.  Nr.  Xll.  des  Archivs  Ist  bereits  eine  Auflösung  der  Glei- 
chungen decr  liierten  Grtdes  gegebon  «forden ,  weiche  im  Wesent- 
lichen darauf  beruht,  dass  ;!::=» -fo  gesetzt  ttudindersotransformirten 
und  nach  u  geordneten  Gleichung  die  Summe  des  zweiten  und  des 
vierten  GlledieK  ris  verseibwittdeM  «ngeftoromen  wuvde.  Dem  am 
angeführten  Orte  angewendeten  Verfanren  liegt  abc^r  die  Voraus- 
setzung zu  Grunde,  dass  das  zweite  Glied  der  gegebenen  Glei- 
chung/ wenn  «tfi  soldies  vorhanden  war,  bereits  fortgeschafft  sei.  Es 
lässt  sich  indess  die  ganze  Rechnung  vollkommen  in  derselben  Weise 
auch  ohne  vorhergegangene  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  in  vulll- 
ger  Allgemeinheit  anstellen;  nur  ist  man  in  diesem  Falle  genS- 
tnigt,  ausser  der  gewöhnlichen  Hiilfsgleichung  des  dritten  Grade« 
nocn  eine  andere  vom  zweiten  Grade  aufzulösen.  Dennoch  scheint 
die  allgemeine  Methode,  welche  in  dieser,  übrigens  der  früheren 
durchaus  folgenden,  Abhandlung  gezeigt  werden  soll,  an  Einfach- 
heit die  aus  den  Formeln  24)  und  25)  in  Theil  XII.  Nro.  Xn.  sich 
ergebende  einigermassen  zu  übertreffen,  und  zugleich  wird  aus  der- 
selben erhellen,  dass  die  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  we- 
nigstens zur  Auflösung  der  Gleichungen  des  vierten  Grados  unwe- 
sentlich ist 
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Die  gegebene  Gleichung ^dvlertei  tfrade«  «ei: 
1)    Jt^  +  M^  +  tä^+ex+d—O. 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung 

!2)    x=u  +  v, 
»o  erhftit  man 

(ti+r)*+-ii(ii+p)V+6(ti+»)«  +  c(ii+r)+rf  =  0; 
d.  i. 

3)    ti*+(4«fa)i«»  +  (6if+3a»+6)ii»i 

+  (4r«+3arf  +  2Äp  +  c)ul  =0. 
+  f>*  +  iw»  +  6ü«+dr  +  d' 

Die  willkfihrlichen  GrSsaen  u  und  v  wollen  wir  nun  so  su  bestim- 
men suchen,  dass  in  der  Gleichung  3)  die  Summe  derjenigen  Glie^ 
der,  welche  die  ungeraden  Potenzen  von  u  enthalten,  vJBrscb win- 
det; so  dass  also 

•   ,  ] 

(4e+a)«»  +  (4t)H3aoH269+c)  «=0, 
oder  .  ^  _-  ; . 

t 
IbK    Dieser  Gletchdng  wird  genügt,  wehn  itldh  «entweder 

u=0  oder  (Av+a)u^^iv*-i^v*+2bv+c=0 

annimmt  Die  erstere  dieser  Aii|o|iiiiigen  würde  nach  2)  x'=iv 
geben;  mithin  würde  man  durch  dieselbe  in  die  gegebene  Glei- 
chung f&r  die  unbekannte  Grösse  nur  ein  neues  Symbol  einföbren, 
ohne  dass  man  xu  etwas  wesentlich  Neuem  gelangen  könnte.  Wir 
werden  daher  die  «weite  Auflösung  anzuvren&n  versuchen  müssen 
und  daher 

5)    (4e4a)if*-|-^  +  3a9»-f2to-i-cs:0 

annehmen.    Hieraus  ergiebtsich 

und  wenn  man  diesto  Ausdruck  in  die  Gleichung  3)  eiiifiihrt: 


K JTm )  --<^"+*"^  ^^) iFfS      (  = 

-|-»*+af>*i-Ät)*+ce 
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oder,  iDdem  man  mU  {4p+a)^  muUSiplicirt:  > 

Entwickelt  man  aber  diese  Gleichung»  so  erhfilt  man 

■+Ä6e— tt^ä— e* 
oder 9  wie  auf  der  Stelle  erhellet: 


9)    (4^'*+2w+|6)H(ac-5- 6?'-4€0(4pH2«r  +^b) 

'   '   1  2    '      8 


=0*). 


d.  i.  wenn  man 


setzt: 


10)    4©»+2ao+j6  =  c», 

11)    ac— y6«— 4d=ß, 

,12)    ya6c-a\l^^6»+|w-c«=:y 


13)    <*•+/?«» +  y=0;n 


•)    Es  möge  noch  hemerVt  werden,  dma$  fnan  die  ISlelchnng  d)  auch 
auf  eine  widere  Form  bringen  konnte;  eetst  man  nftmlieh    ' 

so  erhält  man  aut  9)- 

w/+2Ä»j*  +  (Ä<?+**— 4d)eij +a^tf— Ä*!*— tf»:™0 , 

eiae  Gleichnne,  welche  allerdings  etwa«  einfacher  iet,  in  welcher  aber 
da«  zweite  Glied,  welche»  in  9)  fehlt,  noch  Torkommt.  Nimmt  man  in 
dieaer  Gleichung  a  aU  Tersehwindend  an,  eo  evb&lt  man  die,  mit  Glel- 
chnnr  9)  in  Theil  XII.  Kro.  XII,  nbereinstiromende ,  gewohnliche  Hülfe- 
gleichnng  des  dritten  Grade«. 

**)    Die  oben  in  10)  dnrch  «  beseichnete  GrÖMO  erhält  man  offen- 
bar aus  dem  Coefficieaten  Ton  u*  in  der  transformirten  Gleichnng  8), 

wenn  man  denselben  mit  ^  mnitiplicirt.    Bezeichnet   man    nämlich    die 

Coefillcienton  der  einzelnen  Glieder  dieeer  Gleichnng  der  Reihe  nach 
dnrch  F« ,  F, ,  Fi  nad  F;  lo  da««  also 
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Somit  «ind  wir  zu  eifteif  C^eiehiiQg  x  des  .Mtten  Grades  eelangt» 
auf  welche »  weil  in  derselben  das  zweite  Glied  fehlt »  zur  Bestim- 
mung Ton  a  die*  gwrOhnlieiren  ■  Aaliatiiinipstnethodcü  ■  für  GMohoo- 
gen  dieses  Grades  unmittelbar  aocewendet  werden  können.  Hat 
man  vermittelst  einer  dieser  Meflioden  »bestimmt,  so  erhftit  man 
V  aus  der  Gleichung  10)  '    ' 

Hieraus  folgt 


oder,  wenn  wir 


■       '.      /        :  • 

■      '.   .  •     •     ■  ..       '       .      •        .       •.    •; 

'».  *•  "     '» V       '  ,  ■   ;  ii 

15)    r=Jj-^«±VTJ. 

and 

— ■  '■  ••-..n       •.•..■..      .      ,.  .        >        •    .    .      ;,..    ./  , 

ist;  so  wird  aos  Gleichung  ^:  ) 

Knn  ijit  alter 

•■.•.'  ■  '        ••  r.        •.■.;;* 

FV=(|v,+a*-l*)F. 

j^F.«  +  J-FF,  +  (|.i>_a«)F-|4<«c-5-*'-4<OF. 


F.«  = 


1|f..+|(«c-1*--4iOF.  ) 

,       F.F,ir,-F,«--FF,«=  ^  ■     .     4       8  f"^' 

weUhM  wieder,  di«   obise  Gleichuo^  9),    oder.wean   man  die   oben, ff« - 
braacbten  Zeichen  einfuhrt,  die  'Gieichang  Iß)  iflt^ 
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FdhPM  nrir  ram  aller  Ob  »MiaeD  WerCh  tarn  14) 

in  die  Gleichung  13)  ein  und'  «etzeo  auch  filr  ß  und  y  ^^^^  ^t- 
sprechenden  Werthe,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

17)    ife»  +  (26-|a«)Jfe«+(pa*— a«6+ac  +  6«--4k)Äj 

-<ga»-Ja6+c)H 

Diese  Gleichung  ist  keine  andere  ab  diejenige,  welche  wir  erhal- 
ten haben  wurden ,  wenn  wir  nach  FortschaStfng  des  zweiten  Glie- 
des in  der  gegebenen  Gleichung  1)  des  Tierten  Grades  nach  den 
in  Theil  XlT.  Nro.  XII.  gegebenen  Formeln  gerechnet  hätteA*  Am 
der  Beschaffenheit  des  letzten  Gliedes  dieser  Gleichnng  folgt  aber» 
dass»  wenn 

g-a*—  j-  ab+e=iO 

ist,  ein  Werth  der  Grosse  k  ebenfalls  verschwindet;  dass  dage- 
gen»  wenn 

ist,  es  jederzeit  einen  reellen,  positiven  und  nicht  verschwinden- 
den, Werth  der  GrOsse  kgldbt,  Nehmen  wir  nun  zuerst,  indem 
wir  zunächst  den  letzten  Fall  betrachten,  an,  es  verschwinde  die 
Grosse 

^       »        l      AJ^ 
gO»— g-ÖÖ  +  C 

nicht,  so  erhellet,  dass  sich  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
auch  aus  der  Gleichung  13)  jederzeit  ein  Werth  fülr  an  wird  finden 
lassen,  so  dass 

Ist.  Denkjen  wir  ons  den,  dieser  Bedingung  genQsenden,  Werth 
von  DD  zur  Bestimmung  Aet  Grusise  k  in  14)  gewählt,  so  erhalten 
wir  offenbar  nach  15)  zwei  reelle,  von  einander  verschiedene, 
Werthe  flir  v.  Setzen  wir  nämlich,  wozu  wir  nach  dem  BiAerl- 
gen  offenbar  berechtigt  sind. 
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V.  .  18)     ^  ^J=4ö*, 

-    '.•  * 
so  erhalten  wir  nach  t5) 

"*.    i   ..  :.:.  \    .,^!  •    •  t 

19)       ü=:-^j^i:ö,     * 

Aus  der  Gleichung  p)         .. ;    •  .i»? 

erg;eben  web  demnach  ebenfalls  •  z4'et  reeUe  von  einander  ver- 
sehiedene  Werthe  für  tf^.  Es  ist  nämlich^  wie  man  sogleich 
findet: 

oder,  wean  »rit    .     . 

•         5»)     6-|o«=^, 

21)    g^a>— ja6-fc=i; 


setzen  : 


iwd  folglich 

23)     «=<  ^  - 

mithin  nach  it)»  Wv  23) 


.    .1.   ,_,,:■.                            _         .    ,                  .   ■  ■,/ 

•.■...■.,,■■•  ,'  .  .     •      1 
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Somit  sind  wir  anter  der  gemaehten  VoramsetzQDg,  AbbbB  mht 
▼erschwiDdet,  zur  Bestimmung  der  vier  Worzeb  der  gegebeneD 
Gleichung  des  vierten  Grades  gelangt  Dieselben  sind  sinmitlich 
von  einander  verschieden,  wenn  keine  der  Grössen 

verschwindet    Sie^  sind  sämnütlicli  reell«  scbfdd 

-         '■     -^    ■'  ^    -g      '       >>vOr'-'"^'^ g >V     .... 

ist;  dagegen  sämmtlich  imaginär«  wenn 

AS^+^Ao+B   .^  4S»+2J5— Ä  ^^ 

ist    Femer  sind  zwei  reell  und  zwei  imaginär,  wton  entweder. 


oder 


45»  +  2245+ JBt .    ^  45»+2^1ö— Ä 


45M:2ilö+B  i?!±M?i:i?wn 

5  <;u,    —         -  >ü 


ist    Endlich  sind  zwei  derselben  reeH  nnil*  glriA,  wenn  entweder 
A&^+2A15+Bz=0,  ,, 

oder  ,  .  . 

45»+2^5— Ä=d 

ist;  die  anderen  beiden  Wurzeln  8ind_digegen  reell  oder  imagi- 
när, je  nachdem  respective 

ö <  ®  '"»^ ö <^ 

ist  Uebrieens  kann  man  sich  davon ,  dass  man  in  jedem  Falle 
wirklich  alte  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  durch  die  obigen 
Formeln  24)  erhält,    vGlIig  in   derselben  Weise  überzeugen,    wie 
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diei»  in  Thc^il^llll.  Kfro.  Xtl.  gezeigt  ist,  weshalb  wir  hier  dies^ 
Untersachnng  fliglich  übersehen  zu  köDnen  glauben.  Zum  Schlüsse 
haben  wir  nur  jiQch  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  die  Grosse 

verschwindet^  In  diesem  Falle  ist^  wie  wir  das  bereits  oben  g^ 
sehen  haben,  ein  Werth  von  k  und  mithin  auch  von  Av+a  Null. 
FOr  diesen  Werth  ven  4t>-fa  ist  offenbar  eine  Auflösung  der 
Gkkhung  5)   / 

(4e  +  a)t*«+4t>»+3ar«+ 2ÄC +c=0 

in  der  oben  6)  durcheeßfarteii  Welse  unstatthaft ,  weil  sowohl  die 
Grosse  (Av  +  a)u^y  als  auch  die  GrOsse 

Ar  sich  vefseliwfndet.  Wir  sind  daher  genOthigt,  zur  Bestimmung 
von  «  auf  die  Gleichung  3)  zurückzusehen^  welche  aber,  weilso' 
wohl  das  zweite  als  das  vierte  Glied  derselben  für  sich  verschwin- 
det, die  ein&ehere  Gestalt 

odei*,  wenn  wir  auch  hier  fiir  v  seinen  Werth  -^  ja  einführen, 
die  Form 

ti*+(6-|a«)tt»-^a*  +  ~a«6-jac  +  d=0 

annimmt,  und  mithin  wie  eine  quadratische  Gleichung  aufgelöst 
werden  kann.  Behalten  wir  die  oben  20)  filr  6  —  g-a'  gebrauchte 
Bezeichnung  bei  und  setzen  wir  ferner 

80  erhalten  wir 

26)     tl*+Jtl*+C=:0- 
Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

27)  uJ    yJ [ 


Theil  XVI. 
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und  demnacb  sind  in  diesem  Falle  die  rier  Wurs^n  der.  gageb«* 
nen  Gleichung : 

28)     x={     * ! 


r  —  T  ö- 


Aus  dem  Biah^rigen  Ut  ersichtlich»  daas  die  im  Obi^en^ar^e- 
stellte   Auflüsnngsmetbode    der  Gleichungen   des    vierten   '^ 
in  einem  bestimmten  Falle,   wenn  nämlich 


^      8        1 


-ro'— Q  a6  +  c= 


ist>  ebenfalls  darauf  führt,  die  Grösse  4{7-fa=0  zu  setzen,  ganz  in 
der  Weise  5  wie  es  die  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  der 
gegebenen  Gleichung  erfordert.  Hier  aber,  wenn  auch  dasselbe 
geschieht,  ist  der  Erfolg  ein  anderer.  Mit  dem  zweiten  verschwin- 
det nämlich  auch  zugleich  das  vierte  Glied  der  Gleiohiing.  Das 
Allgemeine  bleibt  daher  nichts  desto  weniger,  dass  di^  gteicfczet- 
tijse  Forts^haffung  derjenigen  Glieder  der  Gleichung^  3),  welche 
die  ungeraden  Potenzen  von  u  enthalten,  bewirkt  wird»  und  die 
übliche  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  erscheint  als  ein,  dem 
allgemeinen  untergeordnetes,  spectelleres  Verfahren,  welehes  nur 
in  einem  gewissen  besonderen  Falle  direct  zum  Ziele  führt.  Zu- 
gleich scheint  es  der  Beachtung  werth,  dass  die,  mit  3  multipU- 
zirten,  Wurzeln  der  durch  das  obige  Verfahren  erhaltenen  kubi- 
schen Hülfsgieichung,  gewisse  Werthe  des  zweiten  Differential- 
Quotienten  von  der  h  unktion  der  gegebenen  Gleichung  des  vierten 
Grades  darstellen.  ,  . 
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vn. 

IJeirer  die  Albefschen  Funktionen. 

Von  dem 

Herrn  Profbssor  I)r.  J:  Dienger 

an  der  polytechniachen  Schnle  so  Carlarahe. 


In  den  nachfolgenden  Zeilen  sollen  die  Additionstheoreme  die- 
ser Funktionen  nachgewiesen  werdisn/  mit  Zngrandelegong  der 
Abel'schen  Abhandlang:  Remarque  snr  quelques  proprio- 
t^8  tfi^n^rales  d'une  certaiie  jsorte  de  fonctions  trana* 
cendantes.  (Creile's  Journal  Bd.  III.).  Einige  Anwendungen 
mSgen  ^k  weitere. Ausführung  folgen. 


f  1. 

Es  sei 

f 

ö^(a^)=Co+Cla^^- Caar*+......  +  c»«»; '      ^  ^ 

ferner  seien  ^(or),  9%(ar)  zwei  ganse  Punktionjdp  von  x; 

also  ebenfalls  eine  solche  Funktion;  a  eine.lconstante  GrOsse; 

flo>   fli>  ••••©«;    Co,  Ci,  Cm 

entweder  alle  pder  dodkeMge  voir  ilmen  ^rftnderHeh;    endlieh' 
setze  man: 

6* 


Digitized  by  VjOOQIC 


68 

#X:r)=(Ö(j:))*9i(a;)^(di(a:))«ip,(ar)=il(a?-a:i)(«-*^^  (2) 

80  werden  Xi,  x^9.,..xr  bloss  Ton  ao>  ai,,..,aul  Cq,  e|....em  und 
den  als  konstant  vorausgesetzten  Koeffizienten  in  ^(x)  vLndtpJa) 
abhängen,  und  eben  so  A  Ton  x  unabhängig  sein.  Bezeichnet 
nun  or«  irgend  eine  der  Grossen  aci,,„.Xr;  so  ist  identisch: 

#T(x.)=0,  (3) 

worin  or«  eine  Funktion  von  den  GrOssen  a  und  e  ist  Eben  weil 
aber  die  Gleichung  (3)  eine  identische  ist,  hat  man  bekanntlich 
auch: 

F'Xare)«©.  (4) 

Diese  letztere  Gleichung  liesse  sich  ohnehin  auch  leicht  nach- 
weisen.   Denn  man  gebe  den  Grossen  a^,  Oi, Co*  «i,—.    die 

willkfihrlicben  Zuwächse  a'o»  a\ und  sei  x'm  der  daraus  her- 
vorgehende Zuwachs  von  Xe,  so  ist  offenbar  auch 

fXxe+X'^^O, 

d.  h. 

JFXar.)+ar'.P(are)  + .....  =  0, 
also  nach  (3): 

woraus  leicht  (4)  geschlossen  wird. 

Die  Grosse  F(xe)  enthält  an,  ai,....On;  Co,  Ci,...;c«  explIsU)^, 
nebst  Xßf  also  kann  (4)  auch  folgenderroassen  dargestellt  werden: 


wenn 


8ar.     '    "5S^' 


die  DIfferenzialquotienten  von  F(xe)  in  Bezu^  auf  ar«,  Op,...^,  in- 
sofern diese  explizite   in  F{a:e)  entha 

Gleichung  kann  auch  unter  der  Forai: 


^-^&t.+d.F(x,):^0  (6) 

dargestellt  werden,  wenn  d  das  vollständige  Differenzial  in  Bezug 
auf  die  Grossen  Oo,  at««.*cö»ci,u.,  iosofem  sie  expllsite  in  #^«w) 
enthalten  sind,   bezeichnet 
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Aus- (9)  folgt  aber: 
«.fXo?.)  =2.d(ar«)9)i^ar.).«.^(a:^-.2di(a:e).9»(:r.).d.di(ar.) ,        (6) 
also  aas  (6)  und  (6): 

F(are)-8ara=2ldi(a:^)^(^.)d.di(ar.)-d(j?e)yi(ar.)«.d(^^^^         (7) 
Nach  (3)  Ist  aber: 

(^a:e))Vi(^.)-  (öi(*.))*9«(^f)=0, 
d.  b. 

wenn  e«  entweder  -f  1  oder  *—  I ,  je  nacbdem  die  BeschaCenheit 
der  bezfiglichen  Funktionen  diess  znlässt.  Hieraas  ergiebt  sich, 
wenn  man  beachtet,  dass  9i(x).fptix)=qf(a): 

ö(jr.).9>i(;ra)=e.di(ar6)V^(^),    j 
Settt  man  diess  in  (7),  so  erhält  man: 

Hieraus  folgt,  wenn  f(a)  irgend  eine  ganze  Fant;tioD  von  x  Ist: 
r^       Aj?e)8a:e  ^^^ 

-^  (xe-«)/^(;r.)  '^'^•^  — (;r.-«)F'(a;«)' 

wenn  man  znr  Abkürzung  setzt: 

jl(j?) =2  [(9(a;)a.Öi(j:)-Ö,  (a:)8.e(x)]fix) , 

so  dass  k(x)  immer  eine  ganze  Funktion  von  x  ist. 

Bezieht  sich  nun  das  Summationszeichen  £  auf  die  Werthe 
x,,^a.— -^r,  so  folgt  aus  (9): 

^        .Beh^e)dx. k{x.) 


Setzen  wir 


«  — « 
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so  folgt  aas  (10): 

,      ttf{x,)dxt  ^hjx,)  „  \ 

Nach  einem  bekannten  Satze  (siehe  die  Anmerkung  am  Schlüsse) 
ist  aber: 


also 


„ L_: Jl^ 


„         Uf{x.)9xe        _y^(^e)'      A(g)  .. 


und  eben  so  weiss  man ,  dass  der  Werth  der  Grösse  S  /^(x  ^ 
gleich  ist  dem  Koeffizienten  von  ,.^i'  in  der  nach  faHenden  Po- 
tenzen von  a  vorgenommenen  Entwicklung  VQUpr-y    oder  gleich 

1  ^ 

dem  Koeffizienten  von    —in  der  ähnlichen  Entwicklung  von  p(   >.* 

Bezeichnet  man  nun  allgemein  dnrch  Kif;(jr)  den  Koeffizienten  von 

-Z  ^n  der  nach  fallenden  Potenzen  von  x  vorgenommenen  Entmiok*» 

lung  von  '^(x)^  so  ist  also 


Da  aber 


^  t\Xe)^'F'{x) 


1^{X)_  k{x)  Kja) 

?X^"^(a:  — a)F(a:)  ""  (or— a)F(a:)' 


und 

A(a) 


(j;-«)F(a:) 


=0, 


da  der   Nenner    mindestens    vom   zweiten  Grade  in  Bezog  auf  x 
ist«  so  hat  man 


xk^)  — K-  A(ar) 

^F'(a:.)-"^'(a:— «)F(jr) 


und 
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_    2[<K«)<-ei(«)-gi(«)^o(«)y(«) 
—  (ö(«))Vi(«)~(»i(«))N^«)" 


2[Q(ac)<.gi(a;)  -  gi(j;)^.<Xa;)1/rj;) 
"*■  '^'  l(efj:))«9>i(^)  -  (Öi(x))«,,,(ar)]  («-«) 

V^ö^"   ■  "*  0(«)Vvi(«)  -  01  («)  -V^cpa  («) 
wie  man  leicht  Oborslebt    Setzt  man  oub ; 


fl 


=  *(aj), 


{x  —  «)  yrq>(x) 
Bo  erhält  man  hieraus: 

+  C,  (I). 

Die  Grössen  Ce  bestimmen  sieb  aus  (8). 

Dieses  Theorem  lehrt  also  die  (algebraische^  Summe  einer 
Reihe  transzendenter  Funktionen  durch  einen  lugarithmischen  und 
algebraischen  Ausdruck  finden.  ^ 

Man  wird  bei  der  vorstehenden  Diiferenziation  und  Integration 
kaum  einen  Anstand  haben.  Zum  Deberfluss  könnte  man  die 
(Grund-)  Gleichune  (5)  auch  so  ausdrfickeu,  dass  man  in  La- 
graage's  Weise  die  GrOsse»  Xt,  ^,  öi,....  sämmtlleh  als  Funk- 
tioneD  derselben  Grdsse  $  betrachtete,  woAirch  dann  die  obige 
Gleichung  biesse! 
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_j-    (^  '•  log  /'<>('»)^y^  +  "^^  («)V^(g\ 
V9)(«)  ^*  ^W)V»^-ei(«)V9»(«)/ 

„        fix) 9.     (6{x)^iM  +  Ol  (j?)V]^M\ 

woraus  sich  (1)   unmittelbar  ergäbe, 

Sin  Anstand  konnte  darin  gefunden  werden,  ob 

y*K|;^(a?)a#=Ky*g;t{*)»»=K*(^). 


wie 

'  vorausgesetzt  \ 

n^urde« 

Allein 

sei 

X 

^X): 

=^*^^ 

80 

ist  A^  = 

=K.*(x) 

und 

».t(x)=^+'4»+ 

ftlso 

K 

.|^iK*)=«.^i. 

/*  K  •  J*  ^«)  8j:  =  i<i  =  K.tCx) . 


§.2. 

£s  ist  oben  stillschweigend  vorausgesetzt  worden,   dass  Wi, 

,t^, Xr  verschieden    seien,    da  sonst  P{pce^    flir  einige  dieser 

Grrössen  Null  wäre.  Nimmt  man  aber  zuerst  an,  diese  Werthe 
seien,  statt  gleich,  um  unendlich  wenig  verschieden,  so  wird  die 
Formel  (1)  immer  noch  gelten,  und  da  j?^,  ar^,....  auf  ihrer  zwei- 
ten Seite  nicht  vorkommen,  auch  noch,  wenn  diese  Unterschiede 
Null  werden.  Ist  aber  a;«  =  «Tf^|,  so  folgt  aus  (8),  dass  auch 
^p=r^«^i  sein  muss.    Ist  also: 
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(«(ar))»Vi(«)— («,(ir»V%(«)  -r:  A{x-^9i)'^{x-a:^  ....(«— ar,)"', 
8o  ist 

5.3. 

Setit  man  in  (II): 

/(ir)  =  (ar— o)i(ar),    ^ 
wo  also  X(d?)  ebenfdls  eine  ganz«  Funktion  von  j;  ist,  und  folglich 

pX{x)dx 

00  Ist,    w^l  f(fi):^Qi    ^ 

worin  den  GrSssen  m  und  e  die  obigen  Bedeutungen  snkommen. 


$.4. 

Wird  f(äf)  so  gewfthlt,   dass  der  C^rad  von  (/(a))*  niedriger 
i«t  als  der  von 

Bo  hat  die  Grosse 

wenn  sie  entwickelt  wird,  die  Potenz   -  nicht   Denn 
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ist  von  demselben  Grade,  wie 
folglich  enthält 

"*  \e{x)^n{x)  -  öl  {x)>r<H{^y 

bei  der  Entwicklung   nach   fallenden  Potenzen  keine  positive  Po 
tenz  von  x,  also  enthält 

i   .   /e(x)V';^)  4  fl,(j:)  VjgS 
«-«  ^W) VvjW  -  0, (x)V9%i»)J 

höchstens  die  Potenz  —  •    Da  aber  f(x)  von  niedrigerem  Grade 
ist,    als  yTfpix) ,    so  enthält  also 

die  Potenz  —  nicht« 

X 

In  diesem  Falle  hat  man,  wenn 

^^  ^     t/ (a:-a)V^9(ar) 

A«)      ■  ^  /<^(«)  Vi^«)  4-  <^i  («)  VM«)\  ,  ^     ,,vv 


§.5. 

Setzt  mau  nun  in  Verbindung  von  $.  3.  und  g.  4.  voraus,  das« 

Aa:)=(jr-tf)A(a:) 

und    der  Grad  von  ^*(il(:r))*  niederer  als  der  vpn  9(^)9    so  ist, 
wenn 
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"»i«llKa?l)  +  »»«»a*(»t)  +  --^+«»r«rt(ar)=C.  (V) 

§.  e. 

Differeozirt  man  die  Formel  (iV)  (n  — I)roal  nach  einander  in 
Bezug  anf  a,  setzt  also 

(/(or))*  von  Diedenn  Grade  als  9(0:),  so  ist 

»»i«i*(^i)  +  »Mafa*(a:a)  + +  mr«f^(a;r) 

I\n)  aa-iLv7w      ^V6(«)V^;(^)'Öi(«)V^)  -I 
+  C,  (VI) 

da  die  Constante  im  AllgemeineD  too  dem  Werthe  Ton  a  abhän- 
gen  kann. 

bt  endlich 

and  ist  X  eine  beliebige  rationale  Punktion  von  x,   so  wird  man 
setzen  kBnnen: 

«i'orin  /o(^)»  A(^)» >  A(^)  ganze  Funktionen  von   x  sind* 

Genügen  nnn  /i(a?),  f%{x)t f$(x)   der  Bedineong,    welcher 

f{x)  in  9-  0«  genügen  mviss ,  so  folgt  aus  $.  3.  und  $.  6. : 
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woru 


§.8. 

Man  setze   in  §.  3. 
^(ar)=a:,     9)2(0:)  =  l  +  aiar+«^«  + -f-o^nor*», 

so  ist 

fXa?)=ar(6(a:))«— c»(9.(a?))=:(ar— a:jHa:-a:^ (ar-o:aH-i) 

(12) 
==a:*-+HAa:«"+ +Ä«+i 

eine   ganze  Funktion  vom  Grade  2n-\-h    Ist  nun  noch  X(x)=^a^, 

so  wird»  so  lange  2m-f-2<2n-|-l,  2m<2n— l,    also  tai^M-*ttder 

Satz  S-^*  gelten,  also,  fOr 


'^(U!) 


-A 


x^dx ^ 


«i*(^i)+«s*(^)+ +%«+i*(a^ii+i)=C,        (VIII) 

worin  allgemein  e«  durch  die  Gleichung 

x^ixii  =  c«c  V  o:eg)t(  •) 
bestimmt  wird. 

Ist  aber  m^^n,  so  tritt  $.  3.  In  sein  Recht.    Sei  mscit-fr  und 


V*»; 
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80  ist  klar,.dM«        if-  i    • 

«i*(*i)  +  «a*(^«)  + ......  I  e«i.+ii^(^ti.+i)  =  C+  il^.  (IX) 

Setzt  man 

80  ist,  da 

also 

i  ; 

=         ^       log  /  V^^)  H-  <^<P»(^)  +  e  VWÜ)\ 


auch 


*Vö(af)V"ar-cVv,(ar)/ 


daher 


_^o     ,      -^1     ,        _        2c  1       c»yai(a:) 

J_      c*(yafa))« 
woraos  leicht  folgt,  dass 

Aos  (12)  folgt 

Demoach  erhält  man  aas  (IX): 
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•i'>'(«i)+«it(«*)  + +  «»»ft*(a!*»fi) 

wenn 


§.  9. 


Man  setze  in  $.  7. 


1  1 

1  -f  "  ,     f* 


80  ist  dort: 


/o{*)=0,     /i(x)=: - 3  a,    /i(ar)  =  j^ o,  », ssn^stl, 

a^=;a,    <%= — a. 
Ferner  sei 

<Pi(.^)-l.     v,(«)  =  (l-j:«)(l-c«*»),    c»^I, 

und  endlich  seien  d(x)  und  6i(x)  so  beschaffen,  dass  die  erste 
lauter  gerade,  die  andere  lauter  ungerade.  Potenzen  von  d;  ent- 
halte.   Alsdann  wird  man  setzen  können: 

F(x)  =  (e(a:))*-(Öi(a:))«q(«,(a) = iJ(ar«-X|«)(ar*-iar,«) ...  (a*-*^ 

und  also,  wenn 
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I 


l 


+      6 


1 


A, 


I 

T 


I 


* 


5:     -4 


+ 

+ 

+ 


+ 
+ 


I 


r 


Da  aber,  der  Annahme  nach, 

ö,(-«)=-6i(ii).    Ö(a)  =  Ö(-a); 
so  ist  die  zweite  Seite: 


9>> 


Die  Voneicbea .{«  and  c'«;  bestimmen  dch  wu: 
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(15; 

also  da 

öi(-ar.):s=:-.di(ar,), 
80  ist  €'e= — ^e»   Und  da  auch 

and  folglich 

wo  e«  durch  die  erste  Gleichung  (15)  bestimmt  ist. 

Die  hier  betrachteten  Funktionen  '^{x)  sind  sogenannte  ellip- 
tische Funktionen  der  dritten  Art 


§.  10. 
Setzt  man  im  vorigen  Paragraphen  az=Qo  und  also 

so  ist: 

h  ^(^i)  +  «a^(^«)  + ...-  +  ^Mxr)  =  C.  (XH) 

Die  hier  betrachteten  Funktionen  sind  elliptische  Funktionen  der 
ersten  Art. 

$.  \\. 

Bezeichnet  man  durch  Knf{a)  den  Koeffizienten  von  a~«  in 
der  Entwicklung  von  /(o)  nach  fallenden  Potenzen  von  a,  so  erhält 
man  9  wenn  man  beiae  Seiten  de?  Oeiehüiig  (XI)  nach  fallenden 
Potenzen  von  a  entwickelt  und  se^zt  ,. 

/>  ^^:r 
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Die  hier  vorkommenden  Funktionen  eind  elliptische  Funktio- 
nen der  zweiten  Art.    (Archiv.  Theil  XIII.  S.  J2.). 

f.  12. 
Man  setze  in  $.  4. 

/tar)=l ,    g>.i(x)  =  -  (as^mi)  (x—m^ (x-m^), 

öi(ar)  =  1 ,  ö(a:)  =  C(a?— v<i)  (x^A^ .... (ar— A-i) ; 
so  hat  man  zur  Bestimmung  von  ^t,  x^t..,.x^   die  Gleichung: 

-fCa;— nii)(ar— wij^....  (a:— iiia«)^:;:©,  (16) 

deren  Wurzeln  jene  Grossen  sind.    Ist  also 

y^        Bx 
(or— a)V  g>(x) 

so  hat  man; 

worin  e«  durch  die  Gleichang 

ß  {Xß)  V^^^  =  B^STtp^iXe} 

bestimmt  wird. 
Setzt  man 

g>,(jr)=  — A(a?), 

so  ist  der  zweite  Theil  der  Gleichung  (17): 

Theil  XVI.  '  0 


Digitized  by  VjOOQIC 


.83 


also  ist 


wo 


.  '  ..f./g(«)Vy;F)+V^Vl(iö\ 


=  C  +  -^=i=..rc(tg=:»^>).  (XIV) 


g)(ar)  =—  (ar— m^)  (ar— wi») (o?— fiisii-fs) . 


während  $%,  i%,».i^n  auf  die  so  eben  angegebene  Weise  sa  be- 
stimmen sind. 


i.  13. 

Im  Vorstehenden  wurden  jci,  x^f.>..Xr  (§.  1.  ff.)  als  Funktio- 
nen der  Grössen  Oq^  ai,,.an;  Cq,  Ci,..Cm  angesehen.  Nun  kann 
man  umgekehrt  einige  der  Grossen  Xi,  x^^...  als  gegebene  Ver- 
änderliche ansehen 'und  aus  ihnen  die  Grossen  «o,  ch»..;  c^»  Cf 
zu  bestimmen  suchen.  Man  sieht  leicht,  dass  es  der  Allgemein- 
heit keinen  Abbruch  thut,  wenn  man  eine  dieser  letztem  gleich 
1  setzt,  so  dass  noch  m-f  n  +  l  solcher  GrSasen  fibrig  bleiben. 
Sei  m+n+l=:r',  und  nehmen  wir  r  (§.1.  (2j)  gleich  oder  grosser 
als  r^  so  kann  man  sämmtliche  r'  Grössen  Oq^'-Oh;  Co»-  rm,  von 
denen  eine  gleich  1  ist,  bestimmen  durch  die  r'  Gleichongen: 

ö(j:,)V'^i(i^=«9Öi(a:.) V^9%(«a)  , 

0 {Xr')yfq>i{Xr')  •=  fr* Bi(Xr* )  V^WC^rTi 

in  denen  die  Grössen   <|,   ^ «  er'  beliebig   gleich  ±1   gesetst 

werden  können.    Man  setze  z,  B. 

ei=«a  =  f8   •=frt  =  +  l,   er,+i  =  fr,+a=...=«f'Ä— 1; 
so  hat  man  zur  Bestimmung  von  Oq»  ^if-^o«  c^, 


L  >  ••••  • 


Digitized  by  VjOOQIC 


Ö(^r,+,)V"<)Pi(a:r,+i)=  -  ö|(«r.+i)V92(^r.+i), 


0(0:1- )V9i(^r')   =  ö|(a:r')V*g>a(arr'). 

Diese  Gleicbungeo  geben  nun  die  Werthe  von  0^,01,,*^,  Cq,  Cj^*.»* 

▼ollständig  als  Funktionen  von  or^,  x^,...scr(ir'Z^r'),    und    der  in 

o  (s)  ond  9|  (jt)  enthaltenen  Koeffizienten.  Setzt  man  diese 
liVerthe  von  Oq,,..,  Co,.-  in  die  Gleichung  (2),  so  wird  ihre  erste 
Seite  durch  (x-^x^iix — a:^)... (j? — Xr*)  theilbar,  und  man  findet: 

(x-j:,)(a:-;r^....(a:-a:,.)   =  ^(^-^••'+1)  C^"*''  +^-(^^r)=R 
Setzt  man  nun: 

Xr*  +4  =  yi ,    Xi-  +a=^2 , ....  J^r  =^0  J 

so  sind  y^,  jf^ y«  die  Wurzeln  der  Gleichung 

R=:0,  (19) 

welche  vom  Grade  f=r— r^  ist.  Es.  wird  somit  immer  muglicb 
sein,  diese  Grdssen  zu  bestimmen.  Die  nachfolgendeo  Grössen 
(J:I)  h»  ^2»  —  ^«  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  : 

ö(yi)V'^(yr)  =h  Ol  (yi)V^(^)f 

ö(y2)V"9>i(y2)  =  «2  öl  (^2)  V^2'(^ '      V  .^ 

und  man  findet  ($.  7.)»  wenn  mao  setzt: 

JT^  7(^)  ^a6  i&*j.  7.  und  denselben  Bedingungen  genügend: 

♦(«k)  +  ^(3:«)+  .-  +  lKa'^T)-^^r,+i)— l//(r,+a) ..  — lf^  (ÖTr') 

+  «i*(yi)+«2t(;(ya)  +  ...  +  f.^(y.)=  F+  C,  (XV) 

wo  F  sich  aus  {.  7.  ergiebt. 

6* 
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Aeholich  kann  man  io  die  übrigen  Fonnelii  substitttireo. 

Sei  Qi  der  Grad  von  ^(x),  te  der  von  9«(a;},  9=^  -f  ^  ^^^ 
von  g>(x),  so  ist  der  Grad  der  Funktion  F(x)  (§.  1.)  entweder 
2n+Qi  oder  2m+(f2  9  ^r  sei  z,  B.  =2R-fpi9  also 


und  folglich 


mithin  auch 


also»  da 
auch 


r^2m-f  ^, 
2r^im  +  ^  +  2ii  +  ^, 


■>m  +  «+2ii5?^m  +n  +  |, 


*=r — r*  =r — (m+n+l) , 


*^  fn  +  n+^'—  (m+n+1) 

51-.. 

Der  kleinste  Werth ,  den  also  j  haben  kaon,  Ist  ^  —  1 ,    wenn    9 

gerade,  und  ^  o    >  wenn  ^  ungerade  ic^t    Man  sieht,  dass  dieser 
Werdi  von  m-f  n  gar  nicht  abhängt. 


i.  14. 


Wir  wollen  femer  anoehmen»  man  mache  die  Voranssetzane 
des  §.9.»  und  nehmen  wir  an,  in  d(ar),  $i(x)  seien  gerade  r  Koef 
fizienten,  also»  da  einer  =1  zu  setzen  ist,  ihrer  r^-1  zu  bestim* 
men.  Beiläufig  bemerken  wir  auch,  dass  in  §.  9.  Alles  dasselbe 
bleiben  würde,  wenn  man  annähme,  in  dix)  seien  nur  ungerade 
und  in  6i{x)  nur  gerade  Potenzen  von  x. 

Sei  nun  r  gerade,  =2ft. 
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Map  setz«: 

d(jr)= iio  +  Oix*  +  ....  +  on-ia:*»-«  +  x^, 

*i=«»=  —=«iit-i=  — 1,   «o  werden  ifq,...  ft^...  bestimmt  darch: 

ö(«i)+«i(*i)Vw(«i)=o, 

«(«k)+  «i(a^V  «»,(a%) =0,  f   (21)    9(«)=(l-«*)(l-c"«^. 


wenn  die  2n— l==r— 1  Grosse«  ;9i>  ^r^, «..^1^4.1  .als  gegeben  an- 
gesehen werden.  Ist  diese  Bestimmung  geschehen .  so  hat  man 
in  5.  7: 

(22) 
(d(j?))*-(di(jr))V^)  =  (a:«-j;,«)(^«--a:t«)  ...(^^-ar^i-iX«*-^). 

woraus  leicht  folgt: 

9=^  ^^\ — •    '      (äS) 

Sei  zweitens  r  ungerade«  :=2it-f  1. 
Alsdann  setze  man :      ' 

ä^(ar)=6o+6i^*  + .... +Ä«-,ar*^; 
bestimme  ferner  Oq,...  6o'***  durch  die  Gleichungen: 

:' [  r24) 

ö(^)  +  öi(a^)^^(*W=0.;     ) 

so  erhält  man 

V= ^^— .  (26) 

^       XiX^.,X^  ^ 

Setzt  man  nun  die  Werthe  von  o^»  arg^'—^r-i»  y  io  die  Formeln 
(XI.),  (XII.),  (XIII.),    so  erhält  man  Theoreme  fiber  die  ellipti-« 
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sehen    FunktioDeo.      Dabei  ist  su  bemerken ,  daas   f|S=«^s 

=fy..i=-->l  genommeo  wurde,  J?r=.v>  and  fr  aus  der  Gleichung 

%)  =  «rei(y)V^)  C26) 

bestimmt  wird. 


§.  15. 

Setzt  man,   um  ein|.Betspi^l  zu  wählen,  im  Yorigeo  Paragra- 
phen  r=:3,  so  ist 

e(x)=^(ao+x^)a;,    Bx{x)  =  h^,     9(0:)  =  (l-a:*) (l-c***) ;  " 

bestimmt,  woraus  folgt: 

.  a?s' Vy?^~a?| » Vy^^  ^        6—  yi*— 4riJ?a»  . 

Zur  Bestimmung  von  c,  hat  man: 

Denken,  wir  uns  o^,  x«  unendUeb  klein,   so  wird 

also  (24)  sind  x^y    x%  die  Wurzeln  der  Gleichung 

d(j7)  +  d|(a:)=0, 
d.   h.  von 

(ao+*V  +  *o=0- 
Diese  Gleichung  bat  noch  eine  dritte  Wurzel  x,  und  es  ist  offenbar 
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also  ist 

also 

und  flir  Xi,  x^  unendlich  klein  ^  auch  V"9(y)=l,  ist  «8  =  1. 
Bezeichnet  man  nun,  zur  Unterscheidung: 

S  V^  ^^^^  ^^^^^'  1 

/-^i^   durch  Fa(ar),  (       = 

V9(^)..      ,  /  c^^l,    o?!    und   j:^   nicht 

J  (   y>^^>  ) 

so  findet  man  nach  (XII.) >  (XIII.)  und  (XL): 

(26) 


+  C. 


wona: 


Nnn  Ist  aber: 


1       /(5i+£^5a+AoVi^)\  _*oV9)(«)        i  /6oVy(a)\» 

^    "  («o+a*)a-ÄoV^:(H)/  ~(«D+«»)a  +  3  V(«o+«W  "^ 

«       .„■■/(«o-H»«)«+&oVy(^)\         ftp      .   1     >»y(a)      , 
2V^)^V(ffo+a*)a-6o\^»(ä)/     ^J+^      ^T  o«(«e+fl^'  "^  " 
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Demnach  ist  der  Koeffizient  von  -,  gleich  60,  and  folglich  werdeo 
die  obigen  Gleichungen  definitiv  zu: 

. >(XVI.) 

worin  '  "" 

60  '  i-  t 


y= 


j?i  0*2 


«0»  &o  bestimmt  durch  die  Formeln  des  §.  15.  Die  Fomelu  (XVI.) 
enthalten  die  Addttionstfaeoreme  für  zwei  elliptische  Funktionen 
der  verschiedenen  Arten. 


,< 


liÄ  rar  xi^a:^^\)  auch  ao  =  öo=W  "»^  v=U,  so  sma  die 
Konstanten  ii^  diesem  Formeln  Null ,  wenn  man  0  als  untere  Gränze 
der  Integration  nimmt.     Setzt  man  ojcssin^,   se  ist     '         ^       \ 

-c^sintp»'     •^  ^    1/     y^l— .c«sin9«' 


Darnach  stellen  sich  diese  Gleichungen  aacb  so  dar:        * 

(27) 

/».  8y  /»«Pf  8y /*»  fly 

V"l-c»8ing)»     J       VI— ^8in9)»~l/.    Vl~c»äB9»  '• 
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worin  ^  bestimmt  ist  durch: 

(30) 

Initf  =^  ^'°^'  cosgyg  Vl-^Viiiy^*  +8iD^cos9t  V  l-^c^sinyi* 
^'^ ""  1— AinjPt^in^*  * 

Die  Gleichung  (30)  ist  nichts  Anderes  als  die   Gleichung  (1)  In 
Archiv  Theil  XI.  S.  305.  ff.  §.  4. 

Die  Integrale    in  (28)  gehören  m  den  In  Archiv  Theil  XIII. 
S.  12.  ff.  betrachteten  und  zwar  zu  der  dortigen  Gattung  /  snHdv; 

die  in  (39)  zu  den  doii-8.  19.  ff.  betrachteten.. 
Bezeichnen  wir  den  Werth  von 


r 


"^  w 


V(I— «*^<i--c*i*) 


durch  V»  so  ist  ^Archiv  Theil  XI.  8u^396.  ff.  $.  2.)  j^sssne»  wenn 
c  der  Modulus  ist,  während  die  obige  GrOsse  tp  nichts  anderes 
als  die  Amplitude  von  «  ist  Bezeichnen  y^s  ^durch  «i«  i^t  w  das, 
was  aus  (31)  wird»  wenn  man  x^,  x^,  y  an  die  Stelle  von  x  setzt» 
so  giebt  die  Gleichung  <27)  oder  die  erste  (XVI.) : 

während  sln^=snte,    sin9>i=snv,,    sin^^sssnvt;  also  nach  (30): 

^     .       snricnf7]dni^-|-snt%cnV|dn9|  ,^. 

8n(r,+üt)  = l-c%»„«i,^8iA^ '  (») 

was  absolut  die  Gleichung  (1)  des  6.  5.  a.  a-  O.  ist  Von  dieser 
ausgehend»  ist  die  ganze  dortige  Theorie  leicht  zu  entwickeln. 

Da  aber  ^i  Xx»  x%  keine  besonderen  Bezeichnungen  festge- 
gestellt  wurden»  so  gilt  die  Formel  (32)  tdr  alle  m5glichen 
Wertbe  von  a*]  und  or«»  so  wie  von  c»  was  die  Herleitung  der 
Formeln  der  §.  6.  und  §•  11.  sehr  erlefichtert 

Die  Grosse 

^9      sin*98^ 


/ 


Vi— r«^n«9 


wurde  in  Archiv  Theil  XIII.  S.  i.  ff.  §.  18.  durch  /  'snSodo  be- 
zeichnet »  worin  r  den  obigen  Werth  hat. .  Diese  letztere  GrOsse 
fand  sich  dort  "-^ 
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alao  giebt  (:2D  oder  die  zweite  GlfidiVPg  (XVL;: 

wa«  eben  die  Gleichung  (1^  im  118,  a-  a.  O.  htt     , 

Anch  hier  ist  keine  Beschränlorag  /ür  die  Werthe  vorhanden. 

Eben  so  gehOrt  endlich  F^(x)  (XVI.)  su  den  mit  J  in  §.  23. 
a.  a.  O.  bezeiclBtfetim  FunlitiiWMi  der  ddttea  Art»  «od  iivAt 
ist  sie: 


Ist  also 


«10  ist  sie  gleich 


.«   '^-*5Ü?J' 


•'.'.     \ii. 


e+c*sn«67(©,6) 

nach  (4)  des  angeflihrten  6.  23.  Die  Gleichung  (29)  drficict  dann 
ebeniSetlls  eine  Summiningsformel  dieser  GrOssen  aus,  deren  Ent- 
wicklung nicht  schwer  ist  Dass  hierans'  die  Theorie  d^r  'drei 
Arten  elliptischer  Funktionen  fliesst»  ist  klar.  Das  Gesagte  mag 
aber  für  den  Augenblick  gesflgen. 

Es  bleibt  uns  zum  Schlüsse  noch  die  in  $.  1.  versprochene 
Entwicklung  der  vor  (11)  stehenden  Gleichung  übrig. 

Der  schönste  Beweis  bt  wohl  dttr/ den  Liouville  in  seinem 
Journal  de  Hathömatiques  pures  et  appliuuöes« 
tome  XL  pag.  46SU  mgebenv»  <)er  auf  ^98  Polgende.  inraiukt 
kommt.  Man  habe  die  Funktionen  ^(x)  und  g>(x),  so  beschaffen, 
dass  1 

^(j?)=a:«"  +  flo«»-»  + .... 
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dass  also,  wenn  60»  ^'—  ^^^^^  ^^'^  ^'°^»  9(^)  ^^^  Grade m—i 
ist  9  wenn  ^x)  vom  Grade  m.  Sei  ^n  ß  irgend  eine  Grösse,  so 
bestimmt,  dass 

Üx)+ßtfi(xy^O,  (33) 

und  bezeichne  S{x)  die  Summe  der  Wurzele  dieser  Gleichung, 
so  ist 

2:(ar)  =  -.do— 60/^» 
also,  da  diese  Wurzeln  von  ß  abhSngen: 

z|  =  _6o.  (34) 

Differenzirt  man  aber  (33)  in  Bezug  auf /},  so  Ist 

Bx 
mx)+ßip\x)]^'trq>ix)^0. 

dx  'q>x 


g^-   ^'(x)+ßip\xy 

Demnach  in  (34): 

Da  ß  ganz  willkührlich  ist,  so  setzen  wir  es  =0,  so  ist: 


oder  weno  9(0:) =1.  also  6o=0: 

„     1 


=0.  07) 


Sei  nun 

^a;)s5(»~«)f(ar), 

and  habe  F(x)  die  Wuneln  Xy,  atti,....Xr,  m  ist 

^(x)=F(x)+  (x-tt)P'(x). 

und  die  Gleichung  (37)  heisst  eigentlich: 
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1    .  1   1  . 

I^)  ^(xt-a)P(Xi)  +  (:r,-e)P(ai)  +  ••••• 

+  (arr— «)F'(^=*^' 

da  «,  Xi,....Xr  die  Wuneln  von  ^(a:)=0  «iod.    Diess  ist  aber 

L ,         1         , 

(;r,-«)P(a:,)  +  (x,  -  «)  #»(« J  ■*" 

*  iXr- «) F(jf,)  - ~  F(5)  ' 

alao  wenn  das  Zeichen  £sicb  bloss  auf  die  Wurzeln  von  F{x)=^ 
be^fct: 

was  eben  die  zu  beweisende  Gleichung  ist 
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De  InteflrralllbaB  quibasdam  deflnitto« 

Auctor  Christianus  Fr.  Lindmaii, 

Lector  Strengneaensit. 


1. 

In  Tom.  VL^praec.  pag.  187.  seqq.  Cd.  Arndt  tnfegralia  definita 

I      ISvatpdtp,    I     ipMxifd^ 

0  rik      0 

tractat,  nbl  n=r  num.  integro.    Beneficio  theorematis 

J^f{x)dx^J^^f{a^x)dx («) 

quod  in  Tom.  IV.  praec.  pag.  119.  commemoratum  et  in  Cale.  in- 
tegr.  Cef.  Moigno  pag.  45.  qnoqoe  inest,  iila  integralia  panUo 
brevios  inveniri  videntur,  ita  nt  sequitor. 

Ut  maximam  generalitatem  couaeqoamor«  pro  /Sin^  pooamiiB 

/((Sin9))=/Sin9  ±2*«  V^ 

et  pro  /( — Sin  9)  itidem 

/((— Sin9))=iSin9±(2il  + 1)«  V*-=r*). 
Ex  theoremate  (er)  habebimus 


*)    Vide  Caachy,  Court  d*Analyio  de  l*Ecole  polytecbniqne,  pag«  919* 
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o 
uode  beneficio  theoremati«  notissimi  ioveniemus: 

0  0  TT  O 

1 

O  0  7E 

0 

Ex  theoremate  naper  citato  sequitur,  at  sit 

y^/((SiD9))  dg>=f\(Svi(p))d(p  +r  *''i(Q^\nip))d(p  + .-. .. 
0  0» 

...  +/*""/((Sb9))rf9. 

Quam  vero  secundum  theorema  (a)  sit  (fn=num  integro): 
/iaSinip))d9=  ni{(ßm{^mn^ip)))dq>=L  /^^/{(-SiDy))^,), 


babebimutf* 


*)    Vid€  Gninert  ArehiT  Tom.  IV.  pag.  f  jO* . 
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dum  eat  n=aiini.par=2ffv 
Pl^Swg>))  dq>=:mf\(8iB9))d9  +mf\(Smip))dqf 

0  0  0.  ' 

dum  est  n=  num.  imp.  =  2m-f  1 

y*?(^ä))€^  =  (m  +  l)y^'/((SiD^))df> +mf'i((-^Smfp))Ap 
0  0  a 

Jam  facillime  iaveniri  potest  /   9/((Sio9))<?9(n=:nnm«  ialii»g.)w  Exr 

...  0 

sistit  enim 

/^-^/((Sin9))d9== /*''9>/((Sin9))€f9  +  f^^l((ßmq>))d9+ .... 
0  o  yt 

et,  si  est  r=  num.  integro,  secundum  theorema  (a)  fit 

/*%  /((Sin9))d9  =2rn; /?((  -  Sm^))  dq>- n!i{i-Skriif))dip (ß) 

r^X§mip))d^  =  (2r +1) 7tJ^imn<p))dq> '-f\im^9))d9   ''*(7> 
Praeterea  est*) 

0 

y 'W((-si'>v))«i9>= j  /  j±  ^ «» v=r 

o 

Siad  ioveoieDdaiotegralia,  in quae integrale quaesitumdistribotam 
est,  formulae  (ff)eHy)  adhibentur,  addendb  et  reputando,  codfBci« 
entes  termini  nanim   formulanim  prioris  in  progressione   arithme- 


tica  esse  obtinebirous: 


*)    Vide  Grunert,  Archiv..  I.  c. 
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(»ssnum.  par.=2M) 
I  Ä«'»»))<iy=*"'«t2m/5-±*»(2«i»-l)  V^±^(am+ 1)»^=1| 

(ii=:nain.  irop.^2m-|-l) 

0 

IL 

In  Tom.  X  praec.  pag<  341.  Gel.  Di  enger  proposuit  integrale 
I  ,    gj.jy4*  4^^^  casus  tantum  est  specialis  integralis  gene- 


o 
ralions 


-      ,»  -  x^-^dx 


o 


qaod  hoc  modo  inveniri  potest.  Termini  deDomioatoris  sunt  in 
progressione  geometrica>  cujus  somma  est=£-|r — ^  $  quamobrem 
evadit 


M<to 
1— «*• 


i.  1     i_    1 

Poctto  x^ssif,  ideoqne  ie=jf*H,  (2x=^ysn     d^,  habebimus 

»_i  /"*»*■   <^y  1    /^y"    dy 

''-2ny        1-y  2«J         1-y 

0  o 

Ex  cognita  vero  forniula*) 
seqoitnr,  nt  sit 


^    Vid.  ei.  gr.  Moigno,  Calc.  tntegr«  pag.  09. 
TbeU  XU. 
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.=S(c.g-Co.Sit?i?j 


Slni 
n  n 


^z??;r5S5''"-">"*"^ " 


Slo-jjSlö— j„ 


Formula  (t)  differentianda  respectu  ipsius  a  prodit 


Hic  posito  ;r  =  y"  prodit 


jf 


•     e-i                            Sin  ^-^^i^SiD- 
(l_t^)««fo  /»y n^ n_ 


(*) 


Sj„._Sin.^2^ 


Si  ponimus  a=n — 2,  inveoimus 


i-«B 


ubi  necesse  est^  sit  n>29  quia  alio^uin  a  evadit  =<0.  Gel. 
Seh lö milch  banc  formulam  proposuit  in  Tom.  Xll.  praec.  pag.  208, 
ubi  contendit  fieri  non  posse,   quin  quantitas  fn  sit  fractio  propria 

2 
negativa.    Quod  per  fi  desigoat,  idem  est  atque  — -in    foraiala 

mea.  At  vero  ^uum  2(n— l)>a>0  esse  debeat,  ut  antea  demon- 
Stratum  est^  nihil  prorsus  impedire  videtur,  ouominus  in  formula 
(^)ex.  gr.  a=n  ponatur,  dummodo|sit  ii>2.  Haec  suppositio  dabit 


p^^=(i^f)'. 


Eodem  modo,  quo  integrale  (0  inventum  est,  cognoscere  quo- 
que  licet 


/". 


x^-^dar 


l  —  or«  +  .r  4  — . . .  +  (  ~  1  )«-l^2(ii-i )  • 

0 
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Kdimvero   qaum  termiai  deoodiiDatorifi  sint  in  progfeMiofl«  g#o- 
metricm  tajua  summa  est  =i=^Z*^E!!?,  evadit 

Sttbstitaendo  y  pro  ar«»  et  fonnalis  cognitis*) 

®  o 

adhibendis,  hacpron=num.  par.,  Ula  pto  n=nam.  imp.,  inreoitur: 

(its=num.  par.) 

0  ^      \ 


111. 

Faciilime  laveninntdr  integralia  (a>(l!) 
J  8iuufid9=  — (1),    /   Co««ydy=^!|2L (g) 

O  O 

qoae  maltiplk»ta  per  e^«>iftt(c=34uafitpo«it)^  integrationeabiittsO 
nsqiie  ad  ii=qo  facta,  dabuot: 

Ordine  iDtegrationam  permutato,  beneficio  formularum 


«)    Vid.  MotgDo  I.  e. 
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kiveniemus: 

.1 


jjj dt«=:ATCtg-        (4). 

0 


Posito  C3s0  in  forinula  (4),  habebimus  formulam  cogoitam 


/»«Sin 


u  " 

o 


Hoc  qaoqae  integrali  per  e-^du  multiplicato  et  iDtegratlone  intra 
1=0,  t«=:oo  im  *" 


'e— «*Sin*Ä«i* 


Si  tny  pro  y  in  formula   (1)  substituitur,  differentiatio  respectu  m 
dabit 

J     yCo8mii3fdy=-,-^-;j^,— -5-. 
ö 

_iic  integrali  per  e-^du  muli 
limitea  tcszO,  tf=:oo  institutai  prodit: 

a 

/   er^duj  ^yCosmuydjf 
^ji    /^«e-2»SiöOTi  2^    /••«-«» Sin 

O  0  •* 

Ordine  integrationom  permutando  et  formula   (4)  recordanda  ob- 
tinebimos 

/*««"-«  Sin* g- im  ^    ^       „. 

Posito  a=:2,  e=:0,  fbnn.  (5)  dabit,  qaia  |/A-|-^=Oproc=dO, 


*)    Hoc  integrale  CeU  Arndt  aliiinite  procedena  inreiiit  in  Tom.  XI. 
praec.  pRg.  TT. 
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/  -l?-*'=ä <*> 

o 

qnod  integrale  etiam  hoc  modo   probari  poteat     Per  partes  inte- 
gran^o  reperiemos 

2uod    intra    limites   0    et  od     eumtum    formulani  (6)    suppeditat. 
Inimvero    quam    8inti  pro  n=^    iodeterminatus  evädat,  limites 

tamen  +1  et  —  l  supergredi  nequeat,  fiat  ——  =0  pro  ti=Qo, 
necesse  est 

IV. 
De  integrali 


'=y> 


o- 


Ixdx 


Posito  a:s=:T-tgi^  accipimus 
^-'ifl^^lf^  CosX»-i)iJ;rf^+i?^^6y^*Cos«(*-i)*/tg^«iV^. 

0  0  ^ 

Cognitom  yero  est 

o 

et  per  partes  integrando  invenimus 

/Cos«C*-i)^/tgijid^ 

.3.&....(in-6)(2n-3)„       ,,^ 
•  •  • '  +  2>^«.1.2.3....(n-Sr   ^'^'    ** 

.  1.3.5  ...(2n-5)(2n-3)     ^ 
-'•a-M.2.3....(n--l)  »^» 
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.  3.5...(2ii-5)C2n-3)j 

2«-ia.2.3....(»-l)    ySintfiCo«^' 

Quuiu  hoc  integrale  iutra  limites  sumitur,  prima    pars   dextri 

membri  evanescit,  quoDiamSiiiif;/tgif/=Oproif;=0,  €t  Co8^+L^/tg<V;=0 

ff 
pro  '^r^^!  terniinus  secundus  et  quartas  simut  sumti   aequales 

jsunt 

/  ^li^d^^l  ^lS\n'^4^'-l  */Co8^rf*=0, 

0  0  o 

qiiamobrem  existit 

n 
/**Co8»(«-*)^/tgi»;d^ 

o 

_  1 «_  p.3...(2n-~g)     2n-^     1.3...(2n~-7). 

^"■5(S;;=T)*2»-i  fi.2...(n— 2)"*"  n— 2  *  1.2.3... («—3)  +"'' 

.  3.&..m(2ii^5)(8i»--^X 
••"+      1/2.3.... («--2)    ( 

"^i";i3..'(n-i)-2s  <2;r=3"+ 2;r=5+'-+3+M 

=  --!7.(^-^^  (C=0^772...) 

8i  fiinctio   r  et  Z'(a):=i^ir(a)  introducantiir. 
Quum  vero  sit 

repentiir 
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oode  deniqoe 


Quaestiones  ad  tirones    exercendos. 

1.  lo venire  cooditiones  necesaaria»»  at  num.  integer 

I0"a  + 10»-»6  +  iQ^-^c  + + 10«  A+ 10/-Hm . 

dlyisibilis  sit  per  3»  9,  11.  (Applicatio  Theor.  binom.) 

2.  Geometricum  in  venire  locunii  intersectionum  lioearum, 
qoae  per  duos  angalos  triangnlt  rectilinei  dnctae  latera  oppoaita 
sub  eodem  angulo  aut  in  eandem  rationem  secent 

3.  hvenire  triangulnm  aequicrurum  maximum,  quod  in  seg- 
mento  circulari  dato  describi  possit,  |ita  ut  Vertex  unius  anguli 
in  eo  paneto  jaceatj  ubi  chorda  in  duas  partes  aequales  divisa  est 

4.  Demonstrare  formulam  integralem 
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Velber    die    HurchschnUts  -  Curven 

zweier  Flftelieii  des  zweiten  Orades  mit 

meiirfaclieii  Punkten» 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Beer, 

PriTatdocenten  an  der  Universität  zu  Bonn. 


Unter  den  Darchschnitts-Curveii  zweier  Flächen  des  zweiten 
Grades ,  die  ihrer  Mannigfaltigkeit  wegen  eben  so  schwer  einen 
Deberblick  gestatten,  als  sie  sich  in  Folge  ihrer  doppelten  Krüm- 
mung einer  klaren  Vorstellung  entziehen,  bieten  diejenigen  noch 
die  meisten  Anhaltspunkte  dar,  welche  mit  der  einfachsten  Singu- 
larität, dem  Doppelpunkte,  versehen  sinä.  Für  sie  nämlich  tritt 
eine  natürliche,  d.  n.  eine  durch  die  Natur  der  Curve  selbst  gege- 
bene^ Projections  -  Ebene  utid  ein  ebenfalls  naturlicher  Mittelpunkt 
der  Kerspective  entgegen,  wir  meinen  bezüglich  die  durch  die  Tan- 
genten des  Doppelpunktes  bestimmte  Ebene  und  den  letzteren 
selbst;  dazu  kommt,  dass  sich  für  die  Beziehungen  zwischen  der 
Projection  der  Curve  auf  die  eben  erwähnte  Ebene  und  den  sich 
schneidenden  Flächen  ein  [fasslicher  Ausdruck  findet,  der  oben- 
drein die  Classification  dieser  Curven  unmittelbar  liefert. 

1.  Zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  und  eine  Ebene  haben  im 
Allgemeinen  und  also  höchstens  vier  Punkte  gemein,  den  Fall 
ausgeschlossen,  wo  die  Flächen  sich  in  ebenen  Curven,  in  Kegel- 
schnitten, schneiden  und  somit  unendlich  viele  Punkte  gleichzeitig 
auf  den  drei  Oertern  liegen  können.  Eine  Folge  dieses  Factums 
ist,  dass  die  Durchschnitts -Curve  zweier  Flächen  des  zweiten 
Grades  höchstens  zwei  Doppelpunkte,  keinen  dreifachen  Punkt 
und  unter  den  mehrfachen  Punicten  höchstens  einen  vierfachen 
Punkt   aufweist.     Legt    man    durch    zwei    hiernach    als   mDglich 
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denkbare  Doppelpunkte  und  einen  dritten  Punkt  einer  Bolchen 
Canre  eine  Ebene,  so  müssen  alle  Punkte»  in  welchen  diese  die 
eine  Fläche  schneidet,  auch  auf  der  zweiten  Fläche  liegen.  Die 
beiden  Flächen  schneiden  sich  folglich  in  einer  ersten,  mithin 
auch  in  einer  zweiten  ebenen  Curve.  Besitzt  also  die  Durch- 
schnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  zwei  Doppel- 
punkte, so  bestellt  sie  aus  zwei  Kegelschnitten,  die  sich  in  den 
neiden  Doppelpunkten  schneiden  oder  die  zusammenfallen  und  die 
Doppelpnnlkte  aufhehmen.*) 


*)  Zo  diesem  Resultate  gelangt  man  auf  dem  Wege  der  Rech- 
nnag durch  folgende«  Verfahren,  wobei  nnr  der  allgemeine  Fall  ror  Aa- 
^en  gehalten  wird.  £•  seien  P  und  P*  die  beiden  Doppelpunkte;  in 
ihnen  fallen  alsdann  die  Tangential-Ebenen  der  beiden  sich  sdineidenden 
Flächen  xusanimen  (2).  Diese  Tang^ential- Ebenen  nehme  man  zu  Ebe- 
nen der  x%^  nnd  Ü^,  ihre  Durchschnittslinie  also  zur  %  -  Aze,  und  man 
lege  die  X  •  Aze  nnd  %  -  Axe  resp.  durch  P  und  P*,  In  Bezug  auf 
dieses  Coordinaten  -  System  seien  die  Gleichungen  der  beiden  Flächen: 

and 

Da  nun  die  a;-Axe  sowohl,  afs  auch  die  ^-Aze  die  eine  wie  die  andere 
Fläche  berührt,  so  ist: 

^•^te=0,  ^••— 4ä'=:0;  A"— 4*=0,  A'«— 4*'=0; 

Die  Coordinaten  des  Punktes  P  sind  alsdann  s=aO,  p=sO^  x=s, ^  ,    die 

des  Punktes  P*  S=0,  2=0,  ^= — -rr.  Und  well  die  Ebene  x%  beide 
Flächen  in  P  berührt,  so  ist  für  die  Coordinaten  dieses  Punktes 

dr^^    ^_o    ^-0    ^-0 
^-^'  S-®'  dy-^^'  d%-^' 

sowie  andererseits,  da  auch  die  Ebene  tf%  gemeinschaftliche  Tanffential- 
Ebene  beider  Flächen  ist,  die  Coordinaten  des  Punktes  P*  den  folgenden 
Gleichungen  Genüge  thnn  müssen: 

är_^  df_^  dr^o  ar^^ 
^-».  s-"'  ^-®'  ^'=®- 

AiiMM  d«a  ber«iU  gefandenen  erhalten  wir  hiernach  noch  folgende  Be- 
diagnagen: 

-:pi+*=»'  -:^'+*'=«-  -f«+*="'  -Ä^*'="' 

ao  dass  die  Gleichungen  der  beiden  Flächen,  wenn  nur  die  nüthigen  Con- 
stauten  beibehalten  werden,  in  folgende  übergehen: 

f=ax^+ö»*+c%Hdxp-{-kyajp»'i-kVö.jf»i-2Va.x+2\/ö.p^k%+ 1=0, 

^.A's+l=o. 
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Denken  wir  uw,  was  dem  Obigen  gemlM  noch  gestattet  ist, 
die  Durchschnitts  -  Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit 
einem  dreifachen  Punkte  versehen»  so  schneiden  sich  in  diesem 
drei  verschiedene  Aesfe.  Wenn  daher  durch  den  singnlä* 
ren  Punkt  eine  Ebene  gelegt  wird,  weiche  zwei  dieser 
Aeste  schneidet,  so  moss  sie  die  letzteren  ganz  enthalten» 
da  sonst  einer  Ebene  und  zwei  FIfichen  des  zweiten  Grades  fünf 
und  nicht  mehr  Punkte  gemein  wären.  Die  beiden  Flächen 
schneiden  sich  hiernach  in  einer  ebenen  Curve,  mithin  Aach  in  ei- 
ner zweiten  ebenen  Curve,  die  aus  dem  dritten  Curvenzweige  und 
einer  vierten  Geraden  bestehen  muss.  Diese  Gerade  liegt,  da 
die  soeben  angestellte  Betrachtung  anf  je  zwei  der  drei  Aeste 
übertragen  werden  kann,  mit  einem  jeden  der  letzteren  in  dersel- 
ben Ebene,  d.  h.  sie  geht  durch  den  singulären  Punkt.  Die  Durch- 
schnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  kann  nie  ei- 
nen  dreifachen  Punkt  besitzen;  weist  sie  einen  vierfachen  Punkt 
auf^  so  besteht  sie  aus  vier  geraden  Linien,  die  sich  in  demselben 
Punkte  schneiden.  Von  diesen  Geraden  kann  ein  Paar  oder  beide 
Paare  imaginär  werden.  Wir  unterscheiden  dem  Obieen  gemäss 
folgende  Arten  der  Durchschnitts  •  Curven  zweier  Fiädien  des 
zweiten  Grades: 

1)  Die  Curve  hesitst  keinen  mehrfachen  Punkt. 

2)  Sie  weist  einen  einzigen  Doppelpunkt  oder  einen  eibzigen 
vierfachen  Punkt  auf. 

3)  Sie  hat  zwei  Doppelpunkte  und  besteht  alsdann  aus  zwei 
reellen  oder  Imaginären  ^Kegelschnitten,  die  .sich  in  den  Doppel- 
punkten schneiden 


Für  die  GUichang  einer  Fläche  drt  zweiten  Grades,  die  den  Darch- 
•ehnitt  von  /und  /*  aufnimmt,  ergibt  «ich  hieraas: 

Vergleichen  wir  die  linke  Seite  dieser  Gleicheng  mit  dem  Aasdraclie 

+  ao'Ä*-Ka+aO  V^'^'^^+Cä+äO  V*4^*+(«+«0*> 
so  leochtet  ein,  das«  jene   auf  die  Form  von  9  gebracht  werde,  weoa 
man  X,  a  ond  a*  so  wählt,  duss  sei : 

9=0  stellt  aber  alsdann  zwei  Ebenen  dar,  deren  Durchschnitt  die  PankCe 
F  und  F*  eDthfflt,  woraus  wir  entnehmen,  dass  sich  die  Flächen/  osd 
P  hl  zwei  ebenen  Gorven  schneiden. 
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4)  Jeder  Peekt  der  DvreluidHiitts^Carve  ist  ein  Doppelpoekt, 
and  die  Flächen  schoben  siqli  in  zneanmienlaUettden  ebenen 
Curven,  d.  h.  sie  berühren  sich  in  einem  Kegelschnitte. 

Bei  den  im  Folgenden  milMtheilten  Entwicklungen  haben  wir 
aus  den  Im  Eingänge  Forgeffinrten  Grflnden  unser  Augenmerk 
nur  auf  den  zweiten  Fall  gerichtet,  dessen  analytische  Auffas- 
sung die  Fälle  3)  und  4)  involFirt 

2.  In  dem  Punkte  P»  der  den  beiden  Flächen  ^und  f  Tom  zwei- 
ten Gcade  gemein  ist,  seien  an  diese  Tangential-Ebenen  e  und  ef 
fliegt  Der  Durcbscbnitt  von  e  und  ef  berührt  den  der  Flächen 
und  /^  so  das«  die  Tangente  dieser  Curve  in  dem  Punkte  P, 
dessen  Coefdinajten  x^  y»  x  seien,  dutck  foigeDde  GldehangeB 
dugesteUt  wfrd: 

«=s^  (^-^.)  +^(3r-y.)  +  f  (*-x.)=0. 

Der  Punkt  P  tritt  nun  erstlich  ab  singulärer  auf,  sobald  die 
DurchschnittsHnie  von  e  und  t^  dadurch  unbestimmt  wird,  dass  die 
kelde»  Beifibrongs-Ebeneo  a  and  #^  susamnea&llen,  also  ftr  die 
fl&chen  in  P  ein  CenfaHst  einiritt  Der  analytische  Ausdruck 
ffo  diese  Bediagung  ist  das  Bestehen  folgender  zwei  GleicbuDgen : 

df     df    df^      df 
^dx      dx     dy      dy 

^W^df^  S"^ 

dx     ^     dsL      dx 

Wird  Aesen  Gleichungen  von  den  Werthen  der  Coordinaten 
des  Ponktea  P  Genfige  gleistet,  soi  läsat  sich  zur  BesthaaiuBg 
der  Geraden,  welche  die  Curve  In  dem  singul&ren  Punkte  P  be- 
rühren« folgender  Weg  einschlagen. 

Es  seien  r  und  s'  beifigKch  üa  Ordipatsn  von  f  und  f^  und 
aus  den  Gleichungen  /=:Oand  /'isO  ergebe  sich  x^zx,^^  x*^i*s^ 
Für  einen  der  Projection  (a?*,  yi)  von  /'zunächst  gelegenen  Punkt 

grt-t-c2d?,  yi+dlyl  drickt  sich  abdann  die  Differenz  ^  der    z- 
rdinaten  beider  Flächen  so  ans: 


'"-«o+C^-S)^*  (!-!>» 
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Es  reducirt  sich  dieser  Ausdruck,  da  P  beiden  Flächen  gemein- 
sam ist»  und  in  Folge  der  Gleichungen  A. 

dl  ^d^       1  dt  _  dt' 
dx'^  dx  dy^  dy 

ist,  aur: 

_/ A      cPx^Ar»     ^  (  dh         d^t*  \dxdy 
^"-Vdx'~"S»y  2!   ^^Xdxdy"^  dxdy)    2! 

Sollen  nun  Xt-^-dx  nud  y. -f  ^  einem  Punkte  entsprechen,   der 
auf  f  und  f  befindlich  und  dem  Punkte  P  nächst  anliegend  ist, 


so  muss  sein: 


Hiernach  gibt  es  zwei  durch -^=m  bestimmte  Richtungen,  nach 

welchen  dem  Punkte  P  ein  Punkt  der  Durchschnitts-Curve  nächst 
anliegt.  Zwei  nach  eben  diesen  Richtungen  durch  P  gelegte 
Gerade  berflhreo  die  Curve.  Diese  Tangenten  liegen  in  den  xu- 
sammenfiällendeo  Tangential -Ebenen  e  und  e'  und  die  Gleichung 
ihrer  Projection  auf  die  Ebene  xy  ist: 

y— jfi=jii(a>— JTi).' 

Berflhren  sich  also  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  in  einem 
Punkte,soistdieser  ein  Doppelpunkt  der  Durchschnitts  Curve.  Wenn 

die  beiden  aus  B^  sich  ergebenden  Werthe  von  ^  reell  sind,  so 

ist  der  singulare  Punkt  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  d.  L  der 
Durchschnitt    zweier  reeller   Zweige,   und    wenn    ausserdem   die 

Werthe  von  ^  einimder  gleich  sind,  so  ist  P  eine  Spitze  oder 

es  berühren  sich  in  ihm  zwei  reelle  oder  imaginäre  Curven-Aeste. 

Liefert  aber  andererseits  die  Gleichung  B*)  fOr  ^    imaginäre 

Werthe,  so  tritt  der  singulare  Punkt  als  eigentlicher  Einsiedler, 
d.  i.  als  der  Durchschnitt  zweier  imaginärer  Curven- Zweige  auf. 

Cm  hl  der  Gleichung  Bf)  die  Functionen  f  und  f  in  Evidenz 
zu  bringen,  differentiire  man  die  Gleichungen  /=0^  f^dd  der  bei- 
den Flächen  zweimal  nach  x,  zweimal  nach  y  und  einmal  nach  x 
und  y     Man  erhält  alsdann,  nachdem 

d%    dxf    dt       ,  dt' 
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Biit  Hülfe  der  ersten  partialeii  Diiferentialien  jener  Gleichongen 
eüminirt  werden»  sechs  Gleicbnngen  des  ersten  Vrades  zur  Bestim- 
miing  TOD 

d^      ^      d*z_    rfV    rfV  dh' 

sodass  alsdann  an  die  Stelle  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichung 
B^  Ausdrücke  in  Diferentialien  von  f  und/*  gesetzt  werden  kdnnea. 

Lassen  wir,  was  der  Allgemeinheit  der  Betrachtungen  keinen 
Abbruch  thut,  die  z-Axemitder  gemeinsaiaen  Mormafen  der  bei- 
den Flächen  zusammenfallen,  so  nehmen  die  Gleichungen  der 
letzteren  diese  Gestalt  an: 

f'=a'x^+b'y^  \-  &z*  +  dxy  +  e'a:z  +  fyxi^g*x=zO. 

Da»  wie  wir  unterstellt  haben»  weder  f  noch  f  in  dem  Doppel« 
Punkte  P,  dem  jetzigen  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  mit  einer 
Singularität  behaftet  ist»  so  ist  es  gestattet  für  g  und  g'  die  Ein- 
heit zu  setzen»  und  dadurch  erhalten  wir  nach  Ausfuhrung  der  so« 
eben  erwähnten  Substitution  zur  Bestimmung  der  Tangenten  der 
Durchschnitts -Curve  in  P  folgende  Gleichung: 

\d^~dxy^\dcdy      dxdyJdx^Kdy^''  dyy\di)  -"' 
oder: 

^>    d^   +2-  dxdy    d^+^di/r-y^j  =0- 

Die  Gleichung  /-*/*= 0  gehört»  da  sie  nur  Glieder  der  zweiten 
Dimension  enthält»  einer  allgemeinen  Ke^elfläche  des  zweiten  Gra- 
des an»  auf  deren  Singularität  (der  Spitze  oder  der  Kante)  der 
Anfangs -Punkt  der  Coordinaten»  oder  der  singulare  Punkt  der 
Curve  gelegen  ist  und  die  den  Durchschnitt  von  /  und  f  aufnimmt. 
Die  Richtungen  der  beiden  Geraden »  in  denen  diese  Kegelfläche 
Ton  der  Ebene  xy  geschnitten  wird,  bestimmen  sich  durch  eine 
mit  B")  identische  Gleichung,  woraus  wir  schliessen»  dass  jene 
Geraden  die  Durch scbnitts-Curve  von  f  und  f  berühren.  Schnei- 
den sich  also  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  in  einer  Curve 
mit  einem  Doppelpunkte»  der  duich  das  Zusammenfallen  der  Tan- 
gential-Ebenen  beider  Flächen  entstanden  ist»  so  liegt  die  Durch- 
schnitts-Curve  auf  einer  Kegelfläche  des  zweiten  Grades»  deren 
Singularität  durch  den  Doppelpunkt  ^eht»  und  die  gemeinschaft- 
liche Beruhrungs- Ebene  scnneidet  diesen  Kegel  in  den  Tangen- 
ten des  singulären  Punktes  der  Durschnitfs-Curve.  Eine  Perspec- 
tive» deren  Mittelpunkt  in  der  Singularität  einer  Curve  der  er- 
wähnten Art  liegt,  liefert  mithin  als  Ansicht  der  letzteren  einen 
Kegelschnitt. 
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3.  Vfenu  die  Coefficieoteo  einer  der  iieiden  &Mkmngtm 
essO,  e'^0  (S.  Anfalle  der  Torigen  Nummer)  s.  B.  der  entertn, 
verschwinden,  so  wird  die  entsprechende  Ebene  ^  also  e»  and  «I»' 
dann  auch  der  Durchschnitt  von  e  und  ef  unbestimmt;  die  Durch- 
schnitts-Carve  weist  in  P  eine  Sinsularitfit  auf,  die  sie  dem  Um* 
Stande  verdautet,  dass  eine  der  Flächen,  nämlich  f,  tn  demselben 
Punkte  eine  Singularität  l^esitzt,  oder,  was  dasselbe  besi^,  dasa 
f  eine  Kegelfläche  ist,  deren  Singularität  durch  P  geht.  Obgleich 
nun  hiernach  die  hierher  gehOri^n  Curven  sich  von  den  sub*  2. 
betrachteten  in  Nichts  unterscheiden*),  so  i>?ollen  wir  dennoch 
den  Weg  zeigen,  auf  dem  sich  hier  die  Natur  der  Singuhrität 
unmittelbar  finden  lässt.  Es  sei  f  die  konische,  /*  die  andere 
Fläche.    Eine  erste  partiale  Differentiation  liefert: 

df.df  dt  df     df^  dz 

dx'^dxdx—^'    ds  +&  ■^~"' 

woraus  sich  Rlr  -j—  und  -j-  bestimmte  Wertbe  ergeben,  wihrend 

die   von  ^  und  -r-  unter  der  unbestimmten  Form  -7|    auftreten, 

(indem  wir  immer  ein  orthogonales  Coordinaten* System  untersteh 
len ,  dessen  Anfangspunkt  in  den  singulären  Punkt  P,  und  dessen 
i-Axe  mit  der  Normalen  von  f  in  P  zusammenftllt.) 

Sucht  man  nun  den  wahren  Werth  von    r-   z.  B.,    so  findet 


man: 


dx  __      dx^  "*"  dxdy  '  dx     dxdz  ^dx  "*  ~3y  '  dx\ 

dxdz  '^ "Sydi '  dy  "*"  rfi*  \Sx      dy'  dx] 

dz 
Ein   ähnlicher   Ausdruck  ergibt  sich  (&r  ^  -     Wir    setzen    zw 

Abkürzung  ^  +  JL  *  ^—  ^5  alsdann  wird  : 

dzX^l.r       dz_r±m.V 
dx'^Z+p.  F'    rfy""Z+p7P'' 

Die  AusdrGcke  X,  F,  Z  und  V  sind  in  Bezug  auf  ^  vom  ersten 

Grade,  /,  m,  p  vom    nullten,  d.  i.  constant.    Durch  Verbindung 
der  beiden  letzten  Gleichungen  erhalten  wir  die  neue: 

*)  Die«  leuchtet  anrh  daraus  ein,  data  ^X/*:=0  die  Gleichnog  ei- 
ner Flache  dec  zweiten  Grades  ist,  die  ohne  Kegelfläche  so  «ein,  durch 
den  Durchfchnitt  Ton  /  und  /*  geht,  und  die  Fläche  f  ia  P  berührt: 
gerade  der  in  9.  betrachtete  Fall. 
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dx^  dy   dx  , ZTpT ' 


worans : 


•o 


Bezeiehnen  wir  dem  Früheren  aiialog  '^'  +  '^  •  ^    ™*^     ^'» 

mass    fSr  die  darch  -^  bestimmte  Richtung,  nach  welcher  man 

yoo  dem  singulären  Punkte  P  aus  fortschreiten  mass,  um  zu  dem 
ihm  nächst  anliegenden  Punkte  der  Durchschnitts-Curve  zu  geian* 

gen»   F=  V*  sein.    Zur  Bestimmung  der  Taugenten  der  Curve  er- 
aiten  wir  sonach  die  Gleichung 

pv^+r'lz-i-m^l-x-y^^o. 

Diese  Gleichung  ist,  wie  zu  erwarten  war,  in  Bezug  auf  ^ 
quadratisch ;  P  ist  folglich  wiederum  ein  Doppelpunkt 

Lassen  wir  die  Ebene  ory  die  Fläche  f  in  P  berOhren  und 
legen    wir  durch  P  die  s-Axe,  so  verschwinden  ^  und  7- »und 

demzufolge  auch  V.  Unsere  letzte  Gleichung  geht  alsdann  In  die 
folgende  über: 

Diese  Gleichung^  entspricht,  wie  leicht  einzusehen,  vollständig  der 
Gleichung  B")  in  2. ;  wie  dort /— A  so  bezeichnet  hier  f  die  ho- 
mogene Function  des  zweiten  Grades  mit  drei  Veränderlichen. 

4.  Wenn,  was  den  dritten  m5elichen  Fall  ausmacht,  die  Coef- 
ficienten  in  e  =  0  und  e'=  0  sämmtuch  verschwinden,  so  sind  beide 
Flächen  konisch,  und  ihre  Singularitäten  eehen  durch  den  Punkt 
P.  Dehnen  wir  hier  das  in  der  vorigen  Nummer  für  /  beobach- 
tete Verfahren  auch  auf /*  aus,  so  gelangen  wir  zur  Bestimmung 
der  Tangenten  des  singulären  Punktes  der  Durchschnitts-Curve  zu 
folgenden  zwei  Gleichungen: 

pV+F'\Z'-l'— «'^  J  -  X'—  ^'^=0. 
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AiuiseTdem  hat  man  V^  V,  so  dass  sich  V  and  F'  elimioiren  las-^ 
aen  und  dadurch  eine  Gleichung  reanltirt,  die  in  Bezog  auf  ^ 

vom  vierten  Gerade  ist  Der  singulare  Punkt  ist  hiemach  ein 
vierfacher,  und  die  Durchschnitts -Curve  besteht  aus  vier  Geraden, 
die  sich  in  demselben  Punkte  begegnen ,  ein  Resultat,  welches 
leicht  a  priori  hätte  gewonnen  werden  kennen.  Von  jenen  Ge* 
raden  können  je  zwei  zusammenfallen,  sowie  ein  oder  beide 
Paare  imagmär  werden. 

6.  In  dem  Vorhergehenden  haben  wir  dargethan,  dass  e» 
far  die  Durchschnitts-Curven  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades 
mit  einem  mehrfachen  Punkte  immer  eine  konische  Protection 
des  zweiten  Grades  gebe,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dass  sich 
jene  Curven  als  Kegelschnitte  konisch  projiciren  lassen.   Die  Sin« 

§ularität  des  projicirenden  Kegels  eefat  durch  den  siiigulären  Punkt, 
ehen  wir  uns  andererseits  nacn  einer  einfachen  cylindrischen 
Projectionsart  um,  so  bietet  sich  uns  am  ehesten  diejenige  dar, 
deren  Axe  in  dem  allgemeinen  Falle  mit  der  Normale  der  Cnrve 
im  sin^ulären  Punkte  zusammenfiillt,  und  deren  Projections-Ebene 
die  beiden  Tangenten  des  singulären  Punktes  enthält.  Ausser 
dem  letzteren  liegt  alsdann  kein  Punkt  der  Curve  in  Jener  Ebene. 
Nehmen  wir  wiederum  diese  zur  Ebene  ory,  die  Normale  zur 
z-Axe,  so  ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleiehungen  beider  sich 
schneidenden  Flächen  die  folgende: 

Fsaar«  +  Äy«  +  ci^  +  dxy-\-ex%  +f3fz+gz 

=  (ax^+byHfl^y)  +  «•  +  (ex+fy+ff)2=ft  +  «•+  /i=» 
und 

In  dem  allgemeinsten  Falle,  wo  weder  F  noch  F^  dadurch,  das» 
g  oder  ^  verschwindet,  sich  auf  eine  Kegelfläche  zurGckzieht, 
erhält  man  durch  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  für  die 
Projection  der  Durrhschnitts-Curve  auf  die  Ebene  Xjf  folgende 
neue: 

und 

Wir  können  nun  die  fragliche  Cnrve  als  den  Durchschnitt  der 
beiden  Flächen  <P  und  a  betrachten.  An  die  Stelle  von  O  tritt, 
wenn  c  oder  &  ^verschwindet,  liezügiich  F  oder  F*,  und  wenn 
beide  Constanten  verschwinden,  irgend  eine  dieser  Flächen. 

Wenn  im  Besonderen  g  oder  ^,  z.  B.  das  letztere,  der  Null 
gleich  wird,  so  fahren  wir  die  Fläche  K  nicht 


ein,   sondern  he- 
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ttwhtM  die  Gurre  als  Darohscbiiitt  der  FMcbea  O  tOkd  P,  Ver- 
schwindet aber  ausser  g*  auch  noch  &,  so  fuhren  wir  gar  keine 
neue  Fläche  ein. 

Verschwinden  endlich  g  und  ^  zumal»  so  f&hren  wir  nur  In 
dem  Falle  die  Fläche  <P  ein,  weön  weder  c  noch  c'  Tcrschwindet^ 
und  betrachten  dann  die  Curve  als  den  Durchschnitt  von  Ö  und 
einer  der  beiden  Flächen  F  und  jP. 

Wenn  wir  auf  die  angegebene  Weise  verfahren,  so  kOnnen 
wir  die  fraglichen  Curven  hinstellen  als  den  Durchschnitt  zweier 
Flächen  0  und  K,  deren  Gleichungen  die  folgenden  sind: 

I.     «=<y)^-|-92r=0,      II  -£=it2+«i«+ib=0, 

wo  9>a  und  k^  homogene  Functionen  des  zweiten  Grades,  Jt  und 
fp  aber  ällgeroeine  Functionen  des  ersten  Grades  bedeuten.  Als 
allgemeinster  Fall  ist  alsdann  derjenige  zu  betrachtet,  wo  k  ho- 
mogen ist,  während  derjenise  ausser  Acht  gelassen  werden  kann, 
wo  U  sowohl  als  auch  g>  konstanten  enthalten.  Als  besonderer 
Fall  scheidet  sich  hiernach  derjenige  endlich  noch  ab ,  in  welchem 
k  |eine  Constante  enthält,   qj  aber  homogen  ist. 

6.  Indem  wir  zunächst  den  allgemeinen  Farli  unserer  Betrach* 
tung  auterziehen,  nehmen  wir  an,  dass  k  homogen  sei.  Wir  zer- 
legen W2  in  die  F&ctoren  p  und  q  vom  ersten  Grade,  sowie  ki^ 
m  die  Factoren  r  und  s,  und  setzen,  um  eine  bomoeene  Bezeichnung 
zu  erhalten,  g>^t'und  k^u;  die  Gleichungen  1,  und  II.  schrei- 
ben sich  alsdann  wie  folgt: 

I.  ^=pq+tz=0,     n.   li[=«+at«+itt=:0* 

Die  Gleichung  L  stellt  eine  nicht  geschlossene  Fläche  des  zwei 
ten  Grades  dar,  welche  von  der  Ebene  ory  im  Anfanfi^spnnhte  det 
Coordinaten  berührt,  und  gleichzeitig  in  den  beiden  Geraden 
n==0,  9=0  geschnitten  wirjl.  Die  z-Axe  ist  eine  Asymptoten* 
Kicbtttng  (lieser  Fläche,. da  diese  von  jeder  mit  jener  Axe  .parol* 
lelen  Geraden  nur .  in  einem  einzigen  in  endlicher  Entfernung  ge» 
legenen  Punkte  geschnitten  wird.  Es  wird  diese  Fläche  von  zwei 
durch  dijs  2- Axe  und  die  Geraden  p  und  q  gelegten  Ebenen  in  zwei 
mit  der  x-Axe  paraDeieo  Geraden  geschnitten,  die  in  der  Ebene  ^=0 
liegen.  Die  Gleichung  11.  gehurt,  einer  Kegeliläcbe  an,  deren  Sin- 
gularität durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht,  «nd  die 
▼on  der  Ebene  xy  in  der&eraden  r  und  s  geschnitten  wird.  Zwei 
Ebenen ,  welche  die  x-Axe  und  die  Geraden  r  und  t  aufnehmen, 
schneiden  jene  Kegelfläche  in  einem  Paar  anderer  Geraden  r'  und 
«',  die  in  emer  Ebene  liegen ,  deren  Gleichung  az  +  n==0\»t  Diese 
schneidet  die  Ebene  xy  in  der  Geraden  n.  Die  Natur  der  Fläche 
0liefertvns  die  Unterscheidung  von  drei  Fällen :  es  können  nämlich  p 
«nd^  beide  reell  und  ungleich  oder  reell  und  gleich  oder  endlich  beide 
imaginär  sein.  Wir  woUen  diese  Fälle  einzeui  untersuchen.  Es  seien 
nun  erst  lieh  p  und  q  reell  und  ungleich.  Die  Fläche  <P  gehurt 
alsdann  im  Allgemeinen  einem  hyperbolischen  Hyperboloide  an 
ufid  geht  im  Besonderen  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid  oder  in 
einen  Kegel  (iber.  Das  Product  rs  lässt  sich  immer  auf  die  Form 
ßp^  +  yq^+6pq  bringen,  so  dass  sich  alse  fSr  die  Gleiehung  der 


Theil  \VI. 
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ProJecHon  d«r  DurdM€Nnitte-Ctir?to  abf  Mb  EbeD«^:dejf  die  Mgeode 
«rgibtt 


C.    ap^n^ + j3p  V + yy V  +  pg<(««-  tt) = 0 , 


wo: 


tt=»9-|-^    und  ^SJc'^  +  w'p  +  iy', 
so  das8  sich  (tir  C  auch  schreiben  lässt: 

Diese  Gleidiong  hat  die  allgemäiDe  Form  deHenigeii  eider  Curve 
des  Tierten  Grades  mit  diei  l)oppelpuakteu.  JDiese.  liegeo  in  den 
Durchschnitten  aet  drei  Geraden  /?»  q  und  i\  dend  ffir  <=0  z.]^. 
wird  die  Gleichung  durch  p^=.^  und  i^*'' =  Q  befriedigt»  so  dass 
also  /  in  seinem  Durchschnitte  mit  p  und  mit  q  je  zwei  Punkte 
mit  derCurve  gemein  bat,  ohne  sie  jedoch  zu  berühren^^da  auch 
p  und  q  in  denselben  Punkten  die  Curve  zweimal  schneiden.  £• 
▼erriicken  diese  Doppelpunkte  der  Projection  ihre  Lage  Bictit,  so 
lange  O  dieselbe  Fläche  bleibt^  und  wie  auch  die  Regelfläche  K 
der  Gestalt  und  Lage  nach  sich  ändern  möge,  r-  Wir  wollen 
sehen ,  wie  die  Lage  der  Doppelpunkte  vpn  der  Natur  der  Fläche 
<b  und  ihrer  Lage  abhängig  sind.  Wenn  i  die  aUg^meioe  r  unctioa 
des  ersten  Grades  aarstellt  und  sowohl  p  als  auch  q  enthält,  so 
Ist  9>  ein  hyperbolisches  Hyperboloid.  Alsdann  besitzt  die  Pro- 
jection ausser  dem  Punkte  (/?,  o)  noch  zwei  in  endiicber  £ntfer* 
nung  gelegene  Doppelpunkte.  Verscbwindet  in  t  der  Coeflicient 
einer  der  beiden  Variahein,  so  dass  Biso  dje  Gerade  t  einer  der 
Geraden  p  und  q  parallel  Lüuft,  so  pent  (P  in  ein  hyperbolisches 
Parabelold  Aber,  und  die  Curve  b<dnält  ausis^er  dekn  Punkt  {p^  q) 
nur  mehr  einen  (n  «ndllcher  EntferuMig  gelegenen  boppelpunktw 
Dadurch  dass  der  dritte  Doppelpunkt,  weicher  (;>,  f)  sei,  tn  das 
Unendliche  rOcfct,  erlangt  nie  Curve  zwei  Asymptoten,  die  den 
Geraden  p  tind  t  parallel  sind.  •*-  Die  Axe  d^s  el»en  erwfthnCea 
Paraboloides  (lillt  mit  der  Normalen  des  singniären  Punktes  Pttn- 
sammen,  sobald  sfich  i  auf  eine  Conslant^  enräckzieht  In  Folge 
d\r^ssen  rficken  die  Doppelpunkte  (p,  t)  und  («,  t)  «nelidlieh  weit 
^eg,  und  die  Projeelion  behält  nur  den  emtlfftn  Doppelpunkt 
{py  9)>  während  gleichzeitig  ihre  Glelchnng  in  dl«  fol|;ende 
«bei^t: 

pqWpq^%'q^n^p\  +/5>«+/^*  +  d>jrÄ:(K 

Wir  ersehen  aus  ihrer  Form«    dass  die  beiden  Geraden  p  und  f 

und  ein  zweites  Paar  Ihnen  paralleler  Linien  p — ^»    q — -7  als 

Asymptoten  der  Projection  auftreten.  Die  Gttind-Cnrve  der  letzte* 
ren  besteht  ans  zwei  durch  den  singulären  Punkt  sehenden  6e* 
mden.  «—  Wenn  endlich  t  in  die  homogene  Funct&n  des  ersten 
Grades  liberffeht,  «e  artet  <D  In  eine  Kegellliche  ans.  In  der  Glei- 
ehnnf<  der  Pk'ojectien  erscheinen  dann  nur  Glieder  von  vier  Di'^ 
nwnsionen,  sie  gehört  also  vier  geraden  Lmien  an,  die  sich  flu 
Attfaagspnnkte  der  Ooerdinaten  begegnen. 


Digitized  by  VjOOQIC 


115 

Die  eiifiohang  C  hurt  auf  eltiet  ehteiitifcheD  Cdnre  de«  vier« 
len  Grade«  anaugeboren,  wenn  h  in  zwei  sich  schoeidende  Ebe- 
nen übergebt.  In  diesem  Falle  nSmlich  lässt  sich  die  Knke  Seite 
der  Gleicnang  II.  in  zwei  Factoren  des  ersten  Grades  und  folg- 
lich auch  die  der  Gleichung  C  in  awei  Factoren  des  zweiten  Gra- 
des zerlegen,  so  dass  diese  letztere  Gleichune  zwei  Kegelschnitte 
(reelle  oder  imaginäre)  darstellt»  die  den  Punkt  P  gemein  haben. 
—  Eine  besondere  Lage  der  Kegelfläche  K  bedingt  eine  Reduction 
des  Grades  der  Gleichnne  C.  Fällt  nämlich  die  Normale  in  P 
mit  einer  Seite  des  Kegels  zusammen ,  so  verschwindet  in  der 
Gleichung  II.  der  Coefficient  «,  und  anstatt  der  Gleichung  C 
erhalten  wir  die  folgende: 

und  diese  stellt  eine  Curre  des  dritten  Grades  dar,  ftir  di^  der 
Pmikt  {py  9)  ein  Doppelpunkt  ist.  Geht  die  Kegelfläehe  in  die* 
ser  ihrer  Lage  in  zwei  Ebenen  über«  so  zerfällt  die  Curve  des 
dritten  Grades  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade,  die  mit 
jenem  den  PmAt  (p,  o)  gemein  hat.  Wir  Qberheben  uns  der 
weiteren  Speciflcation  der  möglichen  Fälle»  um  zur  Betrachtung 
der  Natur  der  Doppelpunkte  überzugehen.  Die  Tangenten  des 
Doppelpunktes  {p,  q)  werden  repräsentirt  durch  Gleichungen  von 
der  Form: 

P  +  ^9=0.    p  +  lftq-0 

und  die  Werthe  von  l^  und  X^  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichang: 

1)  /5X«-.rW+y=5:0. 

Ä«8  den  Coeffietenten  dieser  Gleichung  ersehen  wir,  dass  die 
Tangenten  mit  den  beiden  Geraden  r  und«,  in  welchen  der  Kegel 
K  Ton  der  Ebene  sty  gescbnitten  wird ,  zusammenfallen.  Jenach- 
dem  d*«-4j8y  positW  oder  negativ  oder  der  Null  gleich  wird,  d.  h. 
fenachdem  K  von  der  Ebene  xv  in  zwei  reellen  sich  schneiden- 
den oder  zusammenfallenden  Geraden  oder  nur  in  einem  Punkte, 
dem  Durchschnitte  zweier  lma<»in^rer  Kegelseiten,  gescbnitten  wird, 
Ist  Pein  eigentHcher'Deppelpiinkt,  eine  Spitze  oder  ein  Lsolirter 
Punkt.  An  die  Stelle  der  Spitze  tritt  in  dem  Falle,  wo  der  Kegel 
in  zwei  Ebenen  ausartet,  der  Berührungspunkt  zweier  reeller  oder 
imaginfirer  Curvenzweige. 

Die  Tangenten  der  beiden  auf  i  gelegenen  Doppelpunkte 
haben  Gleichungen  von  der  Form: 

P  +  Iht^O.    p+(i^t:=:Oi     q+v,t^O,    y  +  r,^=0. 

Die  Werfbe  von  fi^,  (i^  etc.  bestimmen  sich  durch  die  quadrati- 
schen Gleichungen: 

2)    «f4«— «fi-|-y=0,       3)    m^-^nv^ß^sO, 
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Um  die  Abhängigkeit  der  Natur  dieser  Doppelfinokte  von  den 
Flächen  <Z>  und  K  kennen  zu  lernen ,  bringen  wir  den  Ausdruck 
K  auf  die  Form 

(Oft«  +  ^gz  +  Yq^+p(ßp  f  ^7  +  ^^) » 

so  dass  in  Folge  der  Gleichung  2)  die  Gleichung  der  KegelflSche 
übergeht   in: 

(2:  +  l*i</)(2J+  f*a^)  +p(ßp  +  Sqi-  5w)=0. 

z  +  iiiq=^0,  2-f  |i^9=0  sind  hiernach  die  Projectionen  der  beiden 
Geraden,  in  welcnen  K  von  der  Ebene  P=0  geschnitten  wird, 
auf  eine  durch  z  und  g  gele^e  Ebene.  Wir  folgern  hieraus,  dass 
der  Punkt  (p,  i)  ein  eigentlicher' Doppelpunkt,  eine  Spitze  oder 
ein  isolirter  Punkt  ist,,  jenachdem  eine  durch  die  Normale  in  P 
und  die  Gerade  p  gelegte  Ebene  mit  der  Kegelfläche  K  zwei 
reelle  sich  schneidende  oder  zusammenfallende  oder  zwei  imagi- 
näre Gerade  gemein  bat.  Ganz  Gleichlaufendes  gilt  färdenPunlct 
(q,  t).  Von  Wichtigkeit  ist  hier  folgende  Bemerkung.  Für  einen 
jeden  Punkt  der  Protection  mit  Ausnahme  der  zuletzt  betrachte- 
ten Doppelpunkte  liefert  die  Gleichung  1.  einen  bestimmten  Werth 
von  2,  so  dass  es  nur  für  diese  Punkte  unentschieden  bleibt,  ob 
ihnen  ein  reeller  Punkt  der  Durchschnitts-Curve  entspreche.  Es 
rührt  dies  von  dem  Umstände  her,  dass  die  Gleichung,  welche 
durch  Substitution  des  ans  I.  gewonnenen  Werthes  von  z  in  die 
Gleichung  II.  erhalten  wird,  zur  Herstellung  der  Gleichung  C  mit 
dem  Factor  t  multiplicirt  wurde.  Wenn  nun  aber  der  Kegel  K 
von  der  Ebene  p=0  in  zwei  reellen  Geraden  geschnitten  wird, 
so  trifft  die  Gerade  (/9=0,  ^=0)  die  kegelfläche  in  zwei  Punk- 
ten, deren  gemeinsame  Projeetion  in  den  Doppelpunkt  (p^t)  fallt. 
Sind  aber  die  Geraden,  die  jenen  beiden  Oertern  gemein  sind, 
imaginär,  so  sind  es  im  Allgemeinen  auch  die  Durchschnitte  der 
Geraden  (p  =  0,  t=0)  und  des  Kegels  K,  während  jedoch  ihre 
reellen  Projectionen  in  den  Punkt  (p,  t)  fallen.  Nur,  wenn  im 
Besonderen  der  Kegel  in  zwei  imaginäre  Ebenen  zerfällt,  und 
deren  reelle  Durchschnittslinie  die  Gerade  (p=0,  ^=0)  trifft, 
entspricht  dem  isolirten  Punkte  (Pft)  ein  reeller  Punkt  derDurcb« 
Schnitts -Curve,  der  ebenfalls  ein  Einsiedler  ist  Besteht  also  die 
Durchschnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit  einem 
Doppelpunkte  nicht  aus  zwei  ebenen  Curven,  so  entspricht  einem 
isolirten  Punkte  ihrer  Projeetion  auf  die  Tangential-Ebene  des 
Doppelpunktes  kein  reeller  Punkt  der  Curve.  —  Das  Factum, 
dass  für  die  den  Doppelpunkten  entsprechenden  Punkte  der  Curve 

—  =^  und  -=7-  ist,  bietet  ein  leichtes  Mittel  dar  die  Tan- 
q       t  P       *> 

genten  lener  Punkte  zu  construiren.  —  Wir  bemerken  noch,  dass, 
so  oft  die  Fläche  O  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist,  die  Fun- 
ction t  dadurch,  dass  man  aie  zAxe  mit  der  Axe  des  Paraboloi- 
des  Zusammenfallen  lässt,  auf  eine  Constante  reducirt  wird.  Pro- 
jicirt  man  also  nach  der  Richtung  jener  Axe,  so  verliert  die  Curve 
C.  zwei  ihrer  Doppelpunkte,  und  es  bleibt  nur  mehr  der  Punkt 
{p,  q)  als  solcher  zurück. 
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7.  ^Wenn,  vras  den  xH-eiteii  der  zu  Anfang  der  vorigen 
Nununer  aufgezählten  F&iie  apsmacht,  dte  Linie  q  mit  der  Lmie 
p  zusammenfällt,  so  stellt  die  Gleicliuug  1.  im  Allgemeinen  einen 
Kegel  dar,  dessen  Singularität  durch  den  Punkt  {p,  t)  geht,  und 
der  von  der  Ebene  /=0  und  der  Ebene  xy  in  zwei  zusammen- 
fallenden Geraden^  und  zijar  von  der  crsteren  in  solchen,  die  der 
i-Axe  parallel  sind,  von  der  zweiten  in  den  zusammenfällenden 
Geraden  «  und  q  geschnitten  wird.  Die  Gleichungen  der  Flächen 
^  und  A  lassen  sich  durch  gehörige  Wahl  der  in  der  Ebene  xy 
durch  P  gehenden  Geraden  o  umformen  in: 

woraus  sich  für  die  Projection  der  Dnrchschnitts-Curve  folgende 
Gleichung  ergibt: 

In  dem  aHgemeinea  Falle,  d.  i.  wenn  i  sowohl  als  auch  p  und  o 
eine  Conslanle  aufweist,  und  sonach  0  einen  Kegel  darstellt»  ge- 
hört die  Gleichung  C.  einer  Curve  des  vierten  Grades  mit.  zwei 
Singttlaritäten  an>  von  denen  die  eine  in  dem  Doppelpunkte  (p,o), 
die  andere  darin  besteht,  dass  sich  zwei  Curvenzweige  in  dem 
Punkte  (p«=0»  <=0)  berühre«;  von  den  drei  im  allgemeinsten 
Falle  Eum  Vorschein  kommenden  drei  Doppelpunkten  fallen  die 
beiden  auf  i  beindlichen  zusammen.  Die  Tangenten  des  ersteren 
Punktes  fallen  wiederum  mit  den  Durchschnitten  des  Kegels  K. 
und  der  Ebene  x^  zusammen,  wie  in  den  Fällen  der  vorhergehen- 
den Nummer;  die  gemeinsame  Tansente  der  sich  tangireiitlen 
Gurvenaweige  is«  die  Gerade  t  -^  Gent  die  letstere  Gerade  durch, 
den  Punkt  /^,  so  treffen  «ich  die  Singularitäten  der  beiden  Kegel- 
fläcben,  da  sich  dean  auch  die  linke  Seite  der  Gleichung  C.  in 
vier  Factoren  des  ersten  Grades  zerlegen  lässt  und  die  Projection^ 
wie  die^Dnrchsßhnitts-Curve  selbst  in  vier  gerade  Linien  übergeht« 
—  Die  Fläche  d^  geht  in  einen  h3rperbo]i8chen  Cylinder  liber» 
wenn  die  Gerade  t  der  (geraden  p  parallel  wird.  Die  Axe  dieses 
Gylinders  länft  mit  t  und  p  parallel^  nnd  die  Gleichungen  seiner 
asymptotischen  Ebenen  sind,  wenn  t^np-^-f^  ist, 

<^7r/?-f- 17=0  und  7Sp+»*2;  — i;  =  0. 

Dadurch,  dass  der  Beriihrunj^punkt  (^»  t)  zweier  Aeste  auf  t 
unendlich  weit  rückt,  fallen  in  diese  Lmie  zwei  Asymptoten  der 
Curve,  oder,  was  dasselbe  besagt,  es  wird  /  eine  vierpuuktie 
osculirende  Asymptote  der  Curve.  ^-  Die  Fläche  O  kann  endlich 
in  einen  parabolischen  Cylinder  ausarten,  was  eintritt,  sobald  sich 
t  aiiT  eine  Constante  zurficfkzieht.  Die  Gleichung  (y.  bringen  wir 
dann  auf  die  Form 

und  ersehen  aus  ihr,  dass  zwei  der  Asymptoten  der  Curve  mit  p 
znaaniBaen/aHen »  während  die  beiden  andern  den  singulären  Punkt 
durehsetsen.    Die  Griind-Cnryo  l^steht  in  dem  Dur^hsefaidte  der, 
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Ebene  xy  und  des  Kegels  IL  «-  Was  den  unaiUtelbaree  Einfluss 
des  Keeels  K  auf  die  Gestalt  der  Prejedien  betrifft,  so  tritt #  wenn 
a  verschwindet,  an  die  Stelle  der  Crtetcbeng  O,  die  folgende: 

Sie  gehfirt  einer  Curve  des  dritten  Grades  an ,  die  is  (p^t  o^O) 
einen  Doppelpunkt  besitzt,  un<l  von  der  Geraden  t  in  deren  Durch« 
schnitt  mit  p  berührt  wird«  —  Gebt  der  Kegel. £  in ?ivi'et  Ebenen 
über,  so  besteht  die  Proiection  aus  zwei  Kegelschnitten,  die^sich 
im  Allgemeinen  im  Punkte  P  schneiden,  während  sie  In  dem 
Punkte  (p,  t)  von  der  Geraden  t  gleichzeitig  berührt  werden.  — 
Für  eine  specielfere  Unterscheidung  der  hier  möglichen  Fälle  Ist 
in  den  obigen  Bemerkungen  eine  iJeberbliek  gewährende  Grand- 
lage gegeben. 

8.  Die  Betrachtmigen  und  EntwicIdtingeB  der  sechsten  Num- 
mer übertragen  sich  leicht  auf  die  dritte  Art  der  Curven,  welche 
den  Vorwurf  dieser  Abhandluns  ausmachen,  anf  ^iiejenigen  oäm« 
lieh,  welche  sich  durch  den  Umstand,  dass  diebeidea  Geraden 
p  nnd  ^,  die  In  dar  Gleichvng  I.  in  Evidenz  treten  >  i mag! näi'  wer« 
den,  zosammenreihen.  Die  Fläche  O  ist  alsdann  im  AlTsemeiiieD 
ein  elliptisohes  Hyperboloid.  Dasselbe  wird  von  der  Enene  xy 
im  i^nikte  P  berührt,  und  mit  einer  8eite  seines  Asjrmpteten« 
Kegels  lauft  die  s-Axe  parallel.  Die  Gleichung  der  Projeetion 
Ifisst  sich  wiederum  aA"  die  Form  C  bringen^  md  ^ir  ersehen 
aas  ihr ,  dass  von  den  drei  Doppelpunkten ,  welche  J4lner  im  Ali« 
gemeinen  sukomme«,  hiev  nur  einer,  nämlich  P,  reell  wird,  wSit* 
rend  die  beiden  anderen,  als  die  Durchselniitte  der  reellen 'Gera- 
den t  und  der  imaginären  Geraden  p  und  n  imaginär  werden. 
Die  Natur  des  ersten  Pnnktes  wird  auf  dieselbe  Weise  wie  In  6. 
erkannt.  Die  Fläche  O  kann  nun  erstlich  In  ^nen  Kegel  ausar-* 
ten  —  ein  leicht  zu  discutrrender  Fall  -*■  Corner  auch  in  em  ellip* 
tisohes  Paraboloid,  wenn  namlleh  t  kehie  der  Varialieln  enthält 
Wenn  letzteres  eintritt,  so  rüdcen  die  beiden  imaginfcren  Doppel* 
pankte  ins  Unendliche.  Sämmtliche  Asymptoten  der  Curve  «rer* 
den  imaginär,  und  zwar  bestimmt  sich  der  eine  Asym|itoten*Pimkt 
durch  die  Gleichungen 

und  der  zweite  durch  solche  von  der  Form 

p+(m-fni)=0,    ^+(//i~nO=P- 

Da  die  Medificationen  der  Proiection,  welche  eine  Folge  der  Ver- 
änderung des  Kegels  K  in  Gestalt  und  Lage  sind,  leicht  über«, 
sehen  werden  können,  und  überdies  in  den  Betrachtungen  der 
sechsten  Nummer  ihr  Analogen  finden,  so  überheben  wir  uns  ihrer 
Angabe. 


9.     Es  erftbript  nun  noch  den  in  ö.  bezeichneten' 
fäM  zu  betrachten,    dessen   Charakter  darin' besteht,    dass  ^  «inii 
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booiogeoe,  k  eine  nicht  homogeoo  Function  des  ersten  Grades 
darstellt  Auch  hier  nimmt  die  Gleichung  der  Projection  die  Form 
C  an,  unter  der  Voraussetzung  jedoch,  dass  jetzt  t  homogen, 
tf  aber  als  mit  einer  Constanten  versehen  gedacht  werde.  Die 
Gleichung  C  stellt  dann  ersichtlich  eine  Curve  des  vierten  Gra- 
des dar,  die  in  P  einen  dreifaolien  Punkt  besitzt;  alle  drei  Dop- 
pelpankte  des  allgemeinen  Falles  sind  in  einen  einzigen  PunKt 
za^a«iipM|ti>4e||.  .))$e  Cqpr^  wird  iq  il|rei|i  dreifsckff  PuQkte 
von  den  Geraden  p ,  9  und  t  berührt.  Was  die  Bedeutung  der 
Q|eif;tM^igfn  It  «Hfl  11-  Mrift.  M  stellt.  <P  fiieeir  Km^I.^M.I^t 
Ben  eine  Apotheme  mit  ^«rNori^^^p  i|i  P,  mit  der  s-Axe,  coinci- 
dlrt  Die  Gleichung  [I.  aber  kann  irgebd  einer  Fläche  des  zwei- 
ten Grades,  die  Kegelfläche  aiisgesthlossen,  angehören.  Wir  be- 
merken schliesslich  noch,  dass«  wofern  |nai)Tdie  in)  Obigen  immer 
beibehaltene  attEtgezerehnete  Projectlon8^t3>ene  aiifgenen  will,  die 
Durchschnitt^rCvnr^  ipif  eier  f  Udpep  A?«.  ?)i?fH»9  ^vades  mit  einem 
Doppelpankte  im  Allgemeinen  immer  so  projicirt  werden  kann« 
daas  die  Projection  emen  dreifachen  Punkt  erhält;  man  braucht 
zu  dem  Ende  nur  als  Projections-Ebene  eine  solche  anzunehmen, 
die  durch  den  Doppelpunkt  geht  und  auf  einer  Seite  des  die 
Darchschnitts-Curve  aufnehmenden  Kegels  senkrecht  steht,  oder 
allgemeiner  noch:  man  braucht  mir  als  Projections -Richtung  die 
eioer  Geraden  zu  wählen,  welche  den  Doppelpunkt  mit  irgend 
l^j^epi  mdemi  PgnW^  di?r  I>uFpbßchuitte-Curve  verb;&4et. 
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filnifre  fi^ätze  aus  der  Zalilfenleiire. 

(Frei  nach  deo  Annales  de  Math^matiqnes  vqn  Terquem. 
Septembre  1849.) 

Von  diem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

M  der  polyteehnimhen  Schule  xa  Carl  ■rohe. 


Wie   viel  Ziffern  cAnd   in   der  Reihe  der  Zahten  Vod*I  Me 
lO«+i_l? 

Von  10»  bis  10«+»-l    sind   offenbar    10«+'-.10«=s9.10»  mal 
li  -f  1  Ziffern  9  also  im  Ganzen 

9(n+l).10*=9n.l0»+Ö.10«. 

Pie  verlangte  Summe  ist  also 

i(9n.l0«+9.10"), 
o 

n 

WO     £  bedeutet,  dass  man  n  alle  Wertbe  von  0  bis  it  beilegen  soll* 
o 

Nach  den   In  Tbeil  VII.  Abhandlung  XLVII,  niedergelegten 
Grundsätzen  erhält  man: 

£(n+l)3^ (i=iP • 

also  för>=it,  10=::r: 


n  1— lO"+i  +  (n+1  ),9.10»+» 

0  ^ 

=(n+l).10«+»-i5^~g— i. 


Kelches  die  verlangte  Anzahl  ist. 
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■5/  *• 

Man  soll  die  Ansahl  der  ZWetH  finden,  die  In  der  Reihe  der 
Zahlen  von  1  bis  Ä  enthalten   sind« 

Sei    ZV^10*+»  und   <10«+«,   also  =10»+i+A.    V6n  1  bis 

10«+i-.l  Bind  (SA.)  (n+i).10»+*-T-^^--g — ^Ziffern;  nnnsind  noch 

k+1  Zahlen  too  10»t^-rl  bis  N;  jede  von  «-i^S  Ziffern;    dem- 
nach hat  man  im  Ganzen 

.      (ii+l).10-+i-'±iJ=l  +  (A+I)(«+2) 

Zifern.    Es  vantebt  sich  Ton  selbst,  dass  k  aucb  Null  sein  darf. 


,;.•.§•  3-  ■ 

Man  schreibe  alle  Zahlen«  von  1  an,  in  eine  Linie  Fon,.iiedrts 
nach  links,  eine  naci)  der  anderi^;  welche  21tlicr  ist  an  einer  ge- 
wisseii  Stelle,  von  rechts  her  gerechnet? 

Man  verlange  z.  B.  die  Ziffer,  ^welche  die  18498te  Stelle  ein- 
nimmt. Diese  Ziffer  gehurt  zu  einer  sewissen  Zahl,  die  man  zu- 
erst anfzusuchen  hat,  und  die  so  beschaffen  ist,  dass  die  Anzähl 
der  Ziffern  aller  Zahlen  vor  ihr,  die  von  ihr  zugehörigen  mitge* 
rechnet  f  1849  lietritet.  Sehen  Wir  zuerst,  ob  sie  unter  den  Zah- 
len 10"f  1^1  enthalten  ist    Die  Snmme 

(ii+l).l(W-i— ili-5 — i   giebtfär  n=l:  189, 

«=8:2889. 

Die  Zahl  liegt  also  zwischen  99  und  999;  in  der  Summe  ($.  2.) 
muss  also  «rsl  sein,  und  k  so,  dass 

2.10«- ^^fljp  +  (A+l)^= 1849, 
d.h.  \       (ifc+  i)3.=1660,  k=z -^=552^; 

demnach  ist  in  §.  2.  iV=10«H-5S2  =  652.  Allem  Ar=652,  also 
jfc=:552  and  n=l  entsprcchea 

2.10»-.i^  +  (5ö3)3=1848      . 

Ziffern:  die  1849ste  ist  also  die  erste  Ziffer  rechts  der  folgenden 
Zahl,  d.  h.  der  ZahieSS;  die  1849ste  Ziffer  ist  also  3.  (In  den 
MetfrellesAnMlleBi ist  Uerlfi  eine  UnbestimiiHheit.)    ^    \     - 
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erhält,  wenn  map  darin  ;p«:l  setzt    Zag|e|dh  fojgt'  liieraas,  dass 
folgende  Glieder  dieser  Reihe  darch  folgeode 


12t 

S.4. 

Man  betrachte  die  Reihe»  deren  allgemeines  Glied 

und  deren  Glieder  man  findet,  wenn  man  hier  n=l»  2»  3,...  setst, 
wodbrch  man  Erhallt: 

1,  a,3,&,  8,  13,  .....  (1) 

Nach  den  in  Theil  Tu.  S.  434.  entwickelten  GrnndslRzen 
findet  man,  dass'  diese  die  Reibe  iei^  die  man  aus 

i+x  • 

,r 

drei   auf  einander 
Gleichung  bestimmt  werden: 

an^=an^i+an (2) 

Die  nächste  Frage  sei  nun  die,  wie  viel  von  den  Zahlen  der 
Reihe  (!)  die  nämliche  Anzahl  Ziffern  habe? 

Wir  wollen  die  Reihe  abtheilen  in  Gruppen,  so  d^ss  die  Zah- 
len der  ersten  Gruppe  pilt  1,  die  der  zweiten  mit  2,  der  dritten 
mit  3  u.  s.  f.  Ziffern  geschrieben  werden.  Befrachten  wir  nun  $le 
(?n-|-l)te  Gruppe  und  nehmen  von  Ihr  an;  ihre  zwei  ersten  GKeder 
seien  10'"-|-^i,  9 .  lO"" -|- /4^ ,  wo  Ai  und  4%  beide  kleiner  siod  als 
lO***,  d.  h.  nehmen  wir  an,  die  erste  Zail|  enthalte  als  ^ste  Ziffer 
links  1,  die  zwcitf;  als  solche  Ziffer  i,  so  worden  nach  obigem 
Gesetze  (2)'4ie  ffinf  folgenden  Zahlen  sein: 

13.10« +  3iii  +Ä4<.,  2U10?P+e^i  +94^    •       . 
wenn 

4'+4«<l<H,    i 
oder  ^  '  " 

4.10«+Äi,  6.1I2«+Ät+^«,  lO«+H-2Bi+i4a,  16.10« +3ßi +2il,. 

wenn  Ai  +4||^J0*",  wo  daijn  JB^<10«.    Daraqs  folgte  ^asjs  diese 

Gruppe  höchstens  ftinf,  mind^teqs  %bff  yiec  Gliedec  h^lmt  FQnf 
Glieoer  wird  diese  Gruppe  haben,  wenn  Ai+A^^\0'^  und 
2/l|  -|-3^<2.10'",  in  welchem  Falle  4nm  ersjtß  Glied  der  feigenden 
Gruppe  mit  1,    das  zweite  mit   fe  anfingt.  '  WSre   aber  zugleich 

2Ai  +  3242^.10«,  so  Mtte  die  Gruppe  bloss  Tier  Glieder,    das 

erste  Glied  der  folgenden  Grunpe  finge  jedenfalls  mit  1,  und  das 
nächste  gleichfalls  mit  1  an.     Man  hätte  nämlich,  wenn 

2^1  +  3^,  < 2. 10«,  auch  3^4  +4^#<?.lp?'l  W|>r^,j<4.lO»^ 

3^i  +  6/^«<4:i0«|ö^i+8.^,<6.i0« 
=  2.10 
2^,+3^^3  jQ  ^^^^  3^,+4^<4.10«|6^,f  7^^<7.10- 

ist  aber  A^  +  A^l^iOi^^  so  ist  21^  <1f^mi  idk^Anipipe^iilWMi 
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▼ier  Glieder«  Das  ,  «n'ste  Glied  d^r  folgenden  Gruppe  f&Dgt,  da 
2ßi-f^<10^^  lUt  1,  daii  zweite  kann  mit  1  oder  2  anfangen. 

«O  Ist  '    : 

laiO«  +34  +5^=10«+i+  Ci,  Ci  =3.10« +3i4i  +  Sil, 

Ci<10«+i 

21.10" +5/41  +  8^,=  240»+^  + Ca,  C;  =  10«+54  +8^., 

C-,<10-fi; 

Ist 

^  +  ^2^  iO»,  «ö  Ist  *Äi  +  2I4  <  10^» , 

!aiÄ4+24«<ÖJ0«. 

Aus  A>Hett  Mgtv  dass  Mnei^n  die  zw^\  ersten  GHeder  einer 
Grappe  ^rch>^ 

,      ,10^  +  4M^10«+4ifc.^^^lÖ*,  4»<107^^ 

dargeeMkt  mmd^n.  klSrntesii,  dieM-  Gtrapüe'  ei^weder  vier  oder  fünf 
GtiMer  hat,  <ind  däee  4!»  evrei  «vsteh  äer  folgenden  Grippe  dnrck 

10-+»  +  i?i.  2.l0«+i  +  Ä^^<10^i,  Äa<10^+* 

dargestellt  werden,  wobei  sogar  BJ  negatlT  sein  kann.  Wäre  oKien 
A^  ttegnüfr  gewesen;  so  büitten  ofeaibaer  aUe  SeUilsse  vn  so  mehr 
Statt,  in  diesem  Falle  lifttte  die  Grappe  sogar  ÜbF  Gfieder; 
D«  «in  die  erste  Gruppe  (fntsdS),  i,  %  8,  o^  8  ist»  also  ihre  «wel 
ersten  Glieder  der  Beaiagung 

io«+4;2JO« + ii^;  A  <  to«,  ^^  <  10^ 

Senfigen,  so  gendgee  in  allen  Gruppen' die  zwei  «rsteni  Glieder 
ieser  Bedingung,  wobei  bemerkt  werden  muss,  dass  oft  A^  ne- 
gativ sein  kann,  d.  h.  das  zweite  Glied  auch  noch  mit  1  anfangen 
kann;  eine  solche  Gruppe  hat  danv  nothwendig  fünf  Glieder,  wäh- 
rend jede  andece  \miaaesten;9  yier^  ^pcbstens  fünf  hat  (Der  Be- 
weis 10  den  Aiinales  ist  g^p^  ungenugcindO 

.    .    '        §.  6-  ' 

Eine  weitere  frage  in  Bezug  auf  die  Reihe  (f)  wäre  die,  wenn 
ein  Glied  der  Rethe  gegeben  w&re,  zu  finden,  ds^  wieyieltß^eseei? 

Offenbar  kann  man  diese  Aufgabe  vermittelst  der  Form  des 
angemeinen  t?fiedes  losen.  Allein  man  kann  ituch  anders  verfah- 
ren. Es  habe  die  gegebene  Zahl  p<  Ziffem,  so  gehurt  sie  in  die 
jfte  Gruppe  (§.  4.).    Hätte  je^e  Gruppe  Rlnf  Glierler,  so  wäre  das 

P ebene  Glied  eines  derer  Vom  <5p— i)t^n  bis  zum  önten;  Mt^e 
i  Gruppe  bloss  vjer,  so  ^f^äre  das  gegebene'  Glied  ^nres  derer 
▼dm  (ip-^-N^yten  bis  zum  5ptep;  Da  es  aber,  ifie  man  sich  leicht 
überzeugen  wird,  mindesteiirs  dreiGVuppeb'''ycin'fBnfGliedenf  gieht, 
so  sieht  man  leicht,  dass  das  gegebene  Glied  mindestens  das 
4|ite,  höchstens  das  5;9te  ist    Setzt  man  also  in 
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Vö 

Zahlen  v4>d 
»des  heraui 

§.  6. 


fOr  n  alle  ganzen  Zahlen  v4>d  4p  bis  5^,  so  wird  einmal  der  Werth 
des  gegebenen  Gliedes  herauskommen  und  man  wird  also  n  finden. 


Da 

und  auch 

#i«-i=an+i — an> 

so  folgt  hieraus^  dass  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  keinen 
Faktor  gemeinschaftlich  haben  können»  der  grösser  als  1  isrt,  da» 
wie  man  aus  vorstebendeo  Gleichungen  ersehen  kann»  sonst  sämmt- 
liche  Glieder  diesen  Faktor  hätten.  Da  aber  die  drei  ersten  1»  2» 
3  keinen  solchen  Faktor  haben»  so  ist  diess  unmöglich.  (Die  Anna- 
ies  behaupten»  alle  Glieder  seien  su  einander  toeiierfremd »  was 
falsch  ist.) 

Macht  man  die  gleiche  Rechnung»  als  wenn  man  den  grOssten 
ffemeinscbaltlichen  Theiler  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Gliedern  suchen  wollte»  so  werden  die  nach  einander  zum  Vorschein 
kommenden  Keste  offenbar  alle  den  zwei  vorangegangenen  Glieder 
sein»  d.  h.  die  Anzahl  der  nOthigen  Divisionen,  bis  der  Rest  0 
erscheint»  wird  angesebeo  durch  den  Rang  des  geringeren  Gliedes. 
Nimmt  man  also  z.B.  das  Idte  luad  20ste  Glied»  so  «ind  19  Divi- 
sionen nötbig. 

§.,7. 

Sind  zwei  Zahlen  zwischen  zwei  auf:  einander  folgenden  Glie- 
dern der  Reihe  enthalten»  so  kann  keine  das  Doppelte»  oder  mehr  als 
das  Doppelte  der  andereb  jsein.  Denn  on^i  selbst  Ist  <2nt4i. 
Eben  so  ist  der  Unterschied  jener  zwei  Zahlen  kleiner,  als  das 
Glied  der  Reibe»  das  den  .genannten  zwei  vorangeht.  Denn  sind 
die  zwei  Zahlen  zwischen  üu^i  und  an^^  enthalten»  so  ist  ihr  Un- 
terschied  kleiner  als  an^^  —  an^i »  d.  h.  kiesner  als  On. 

§.8. 

Sucht  man  den  grossten  gemeinschafUichen  Theiler  zweier 
Zahlen»  so  hat  man  nicht  mehr  i)ivisionen  zu  machen»  als  durch 
die  fünffache  Zifferanzahl  der  kleineren  Zahl  angegeben  ist»  bis 
man  den  Rest  0  erhfilt 

Sei  P  die  kleinerie  Zahl,  R  der  erste  Rest  und   sei  P  zwi- 

p ■•      '     .      ■  p 

sehen  n«  und  cin^-i;  wenn -77^2»  so  Ist  jR<afi(§.  7.);  ist  p<2»  so 

kann  R  zwischen  an  und  an^\  sein  (S*  7')*  ^^^^  alsdann  ist;  der 
folgende  Rest  P— Ä  <<i«— 1  ($-7.);  daraucf  folgt,  dass  nian- nicht 
mehr  male  zu  dividiren  habe»  als  wenn  es  «ich  um  die  Zahlen  fl» 
und  Snfi  bandelt»  d.  h.  nicht  mehr  als  »mal  (§.  6.).  Hat  an  nun 
p  Ziffern»  so  ist  n  nicht  grosser  als  6p  (§.  ä.)»  also  hat  man  nicht- 
mehr  als  6p  mal  zu  dividiren.  Da  die  Zahl  der  Ziffern  von  P 
nicht  kleiner  als  j9  ist»  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen. 
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Heber  den  SEnsammenlians  elnlgrer  das 
Tetraeder  befreffenden  Aufgraben. 

V4>n  dem 

Herrn  Doctor  R.  Baltzer, 

Olicrrlelirei'  an  4eT  Kreosschnle  so  Dresden« 


t)ie  Gieiciiung  zwischen  den  CosinuA  der  Winkel*  welche  von 
Vier  beliebigen  Richtungen  im  Räume  gebildet  werden,  Ist  bekannt 
und  rflhrt»  wie  es  scheint,  von  Sturm  ber^  welcher  im  XV. Bande 
S.  330  ff.  von  Gereon ne*s  Annalen  dieselbe  durch  die  Methode 
der  rechtwinkligen  Frojectionen  entwickelt  Bezeichnet  man  die 
vier  Richtungen  mit dP ,  ff,  Xy  r,  und  den  Winkel,  um  weichen  die 
Richtung  x  in  bestimmtem  Sinne  gedreht  werden  muss,  bis  sie 
mit  der  Richtung  y  (nicht  mit  der  entgegengesetzten)  zusammeo- 
föUt,  mit  xy  u.  s.  w.,  so  ist 

sin*^2Cos*aT  -|-  sin^xorcos^  +  sin'a:ycos*ir 

^2(cosary  -  cosy2coszj:)cos  jrcosyr  ~  2(cosf/z— cosra:cosa:jy)cos^cos2r 

— 2  {coBxx  —  eoBxycoayz)  cosircosxr 

=  l  — *co8*ary — cos*^2— cos*^  +  2cos.r^cosytcos2X .         (A) 

Die  Bedeutung   dieser  Gleichung  für  das  Tetraeder  soll   im  Fol- 
genden nachgewiesen  werden.    Das  Tetraeder  sei  OFGH, 

OF=^f,  OG=g,  OM^h 

und  die  gegenüberliegenden  Kanten 

GH^a,  HF=h,  FG^c. 

Theil  \\l.  9 
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OF,  OGy  OH  haben  die  Richtung  x,  y,  z,  der  Durch- 
messer d  der  dem  Tetraeder  umgeschriebenen  Kugel 
habe  die  Richtung  r,  so  ist 

cosxr:co8yr:eo8zr'A=:f:g:hid, 

mithin  nach  (A) 

f^sin^z  +^*sin*iar  +  hVitflay  —  2/57(cosary— cosyicossar) 
(1)         —  ^gh^cosyz—coszxcoBxy)  —  2/i/'(co8rr— coarycosyx) 
=cP(l — cos^jry— cos^z— cos^zj?  +  2cosarycosy2coaza;) . 

Diese  Gleichung  zur  Berechnung  des  Durchmessers  der  dem  Te- 
traeder  umgeschriebenen  Kugel  aus  drei  zusammenstossenden 
Kanten  una  deren  Winlcel  hat  Legendre  in  seinen  Elementen 
(Anm.  V.)  gegeben. 

Anmerkung  1.  Um  sämmtliche  Kanten  des  Tetrae- 
ders statt  der  Winkel  in  diese  Gleichung  einzufuhren»    hat  man 

cosyt=^    2^A       •  ^^«"^= tf—  '  ^^««*="^— 

und  giebt  der  linken  Seite  L  der  obigen  Gleichung  die  Form: 

L==iP  +g^  +  /fl^2fgco8xg'^2ghcoa3fx---iAfcoaxa: 
+  ifgcosyzcoBzx-^ifcoBtfz+gcoaxx^hcoBxgfl. 

Dann  ist 

f^  +  g^  +  Ä* — ^IfgcoBxy—^ghcoByir-^ihfcoBzx 

feoayt-{-gc<^tiKt—heoaa;y=. -if  h  ' 

und  diiher 

=:(af+bg+ch)(af+bff~ch)iaf—bff+eh)(—af+bg^ch). 
Nimmt  man  hinzu .  dass,  wie  bekannt  (vgl.  Anm.  2.), 
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das  Gfache  Tetraeder  F  bedeutet«  so  erhält  mao 

(2) 
144  r^d^  =  (a/+  6^ +CÄ)  (a/+*5F-c*)  (a/-6^+  dl)  {-a^bg^-eh) , 

eine  Gleichung,  welche  Grelle  (Sammlung  mathem.  Aufsätze  1. 
8.  117.)  direct  entwickelt  hat 

Will  man  auch  V  durch  die  Kanten  ausdrücken,  so  braucht 
man  nicht  bei  dem  Ansdruck  stehen  zu  bleiben,  wekhea  Legendre 
a.  a.  O.  gegeben  hat,  indem  er 

^*+A*-a«=F,    AH/*-ft*=G,    /*+^^c«=Ä 

abkürzend  einfiihrt,  wobei  mehrere  gleiche  und  entg^engesetzte 
Glieder  ungetilgt  bleiben.    Die  weitere  finhvickelung  giebt 

Af^g^h^i— co8*ary — cos^x— cos*2;r + 2cosa:ycosyzcos2^) 

*         -^a^g^^  +  b*k^r^^i^f*g^  ^aWc», 

wie  schon  Meier  Hirsch  (Geom.  Aufe.  11.  ST.  112.)  bemerkt  bat, 
ohne  den  symmetrischen  Bau  des  Ausdrucks  durch  geeignete  Be- 
zeichnung kenntlich  zu  machen. 

Anmerkung  2.  Es  scheint  unbeachtet  geblieben  zu  sein,  dass 
aus (3)  sich  unmittelbar  die  Gleiohung  zwischen  den  Seiten 
und  Diagonalen  eines  ebenen  Vierecks  hinschreiben  lässt, 
welche Lexe II,  Euler  und  zuletzt  Carnot  (Geoni.de  posit.  §.331.) 
ohne  Zusammenfassung  der  Glieder  entwickelt  haben.  Es  ist  im 
Allgemeinen 

1  —  cos^xg  —  cos^2— cos*xa;  +  2cos.TVCos^zcos;:;r 
=s  sin^jT^sin^^zsin^  V 
=sin^y2sin*zar8in*Z  (4) 

==  sin'iorsin^jrjysin^  A' , 

wo  X  der  Winkel  der  Ebenen  Ist,  Ton  denen  eine  x  und  g,  die 
andere  x  und  z  parallel  ist  u.  s.  f.,  und  nach  der  sphärischen  Fun- 
damentalformel 

__     costf  s  —  costx  eosxg  - 
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Die  obigen  Gleichungen  (4)  ergeben  sich  bleraiw  sofort 
durch  EntwiäeluDg  von 

(1— cos*Jf)s>n%a?8in*ay  u.  s.  f. 

und  bedeuten  das  Quadrat  des  6fachen  Tetraeders  OFGH,  des- 
sen Kanten   /,  g^  h  Längeneinheiten  sind*    dessen  GnindflScbe 

s.  B.   OFCr  =^sinjry,    und    dessen  Höhe  ^xnzxtXnX  Ist.     Sind 

nun  die  Richtuneen  x^  y^  t  derselben  Ebene  parallel«  so  ist  X, 
F»  Z  und  das  Tetraeder  =0,  mithin 

1  —  cos*a?y— cos^— cos%a?  -|-2cosdrycosjf2Cos2dP  äO, 
und  daher 

Zu  diesen  Gleichungen  eelangt  man  direct,  wenn  man  davon 
ausgeht»  dass  in  diesem  Falle  die  Winkel 

ory + yz  +  ijr=  2«« 

sind,  wo  m  eine  ganze  Zahl  oder  0  ist»  daher 

coBxy  ^=^cos{y z-i-zx)  u.  s.  w. 

Anmerkung  3.  Ausl-fcosZ  und  l--cosX»  welche  inFacto- 
ren  zerlegbar  sind»  findet  man  bekanntlich  sin^JCiBlnHd?sin*a:y  oder 

1  — cos^ory  —  cos^2— cosHa:  +  2cosd?ycosyxco8za; 

Dieser  Ausdruck  für  das  6fache  Tetraeder»  dessen  zusam- 
menstossende  Kanten  die  Richtungen  x^  y^  z  haben  und  LSn- 
ffeneinbeiten  sind ,  hat  unverkennbare  Analogie  mit  dem  bekannten 
Ausdruck  zur  Berechnung  der  Dreiecksfläche  aus  den  Sei- 
ten»  welche  sich  wie  folgt  erklären  lässt.  Es  sei  O  Mittelpunkt 
einer  Kugel»  auf  deren  Oberfläche  die  Punkte  F,  G,  H  hegen» 
so  dass 

OF:^OG=OU^r 

und 

OFGH*  =  ^  (l — cos*j?y— cos^yz— coß'ijr-|-2cos;rycosyzcoszd;) . 
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bt  p  der  Abstand  des  Mittelpunkts  O  vod  der  Ebene  FGH 
so  hat  man  auch 


OFGH*=z^FGH^, 


and  daher 


f6 
FGIP^sz  |-^  (1^08*jry--co8^— cos*£r  +  2co8a;ycofl{y2C08»r) 

=  T-j  8in*2a:sin*arysin*Jf  u.  s.  w, 

Far  r=OD  fallen  die  Bogen  FG,  GH,  HF  mit  Ihren  Sehnen 
a,  6,  e»  die  Sinus  der  verschwindenden  Mittelpunktswinkei  mit 
den  Winkeln,  p  mit  r  zusammen,  und  da  der  Bogen  daaProduct 
seines  Winkels  mit  dem  Radius  ist,  so  kommt 

FGms:zj(ie8mA)  u.  s.  w. 

a  +  b  +  e  a  +  b — c  a-»b  +  c    —a+b+c 
=  —2      ^ 2 2 5 ' 

wo  der  Winkel  A ,  der  im  Dreieck  FGH  der  Seite  a  gegenflber- 
liegt,  kein  anderer  ist,  als  X, 

Da  zugleich  das  Verhältniss  des  sphärischen  Dreiecks  FGH 
cur  Kugelffilche  verschwindet,  so  ist 

JT-f  F-f  Z— 2  Rechte  =0  oder  A  +  B  +  C=2  Rechte. 

Dieser  neue  stereometrische  Beweis  des  alten  Satzes 
▼  on  der  Summe  der  Dreieckswinkel  setzt  die  Gleichheit 
zwischen  einem  sphärischen  Dreieck  und  seinem  Gegeodreleck 
voraus,  welche  sich  ohne  Paralleleotheorie  durch  Congtuenzen 
beweisen  lässt. 


II. 


In  der  Gleichung (A)  sind  die  Gleichungen  zwischen 
den  Winkeln  des  Tetraeders,  sowie  zwischen  den  Sei- 
ten und  Diagonalen  eines  sphärischen  Vierecks,  ent- 
halten, welche  Meier  Hirsch  (Geom.  Aufg.U.  $.107.  und^.55.) 
durch  gesonderte  Methoden  gewinnt. 
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Sind  olmiich  zuerst  x,  y,  z^  r  i\e  Richtungen  4«r  Normaieo 
auf  den  Innenseiten  OGH,  OHF,  OFG,  FGH  des  Tetraeders 
OFGH,  und  bezeichnet  OF  den  Winkel  der  Ebenen  OFG  und 
OFH  u.  6.  w. ,  .so  ist 

cosOF=  —  cosyz,    cosO€r=:  —  coszo:,    coaOH=  —  cos:ry ; 

cos  GH=z  —  cosoT ,     cos//F=s  —  cos^ ,    cosFG  =  —  cos:r ; 

folglich 

1  —  co8»OF-cos«OG— cos«OÄ— fkos  OFcosOGcoi«  OH 
=:sin«OFcos«GÄ+8in«OGco8ai/F+siu«0^co8«FG 
(5)  +  2icosOII+co80Fco80G)coBGHcoBHF 

+  2(cosOF+cosOGco80/i)cosÄFcosFG 
-f  2(co8OG-i^co8OHcoBOF)coBFGc0aGH. 

Sind  zweitens  x,  y,  z,  r  die  Richtungen  von  den  Radien  MF^ 
MG,  MH\  MO  der  Kugel,  deren  Mittelpunkt  M  ist  und  welche 
dem  Tetraeder  OFGH  umgeschrieben  ist,  und  bezeichnet  man 
die  Seiten  und  Diagonalen  des  zugehiirigen  sphärisches  Vierecks 
wie  die  gleichnamigen  Kanten  des  Tetraeders ,  so  Ist  . 

C08/:=C0SaT,   COS^=COS^»    C08A=C0S2r; 

cosa  =:  cos^z ,  cos6  =:  coszo? ,  cosc  ;±=  cosxy ; 

i  —  co8% — co8% — C08*c  -|-  2cosacos6cosc 
=  sin*acosy  +  sin^Äcos*^  +  sin^ccos'A 
~  2(cosc — co8acos6)cos/cos^  (6) 

• —  2(co8a~cos6cosc)cos^cosA 
— >  2(cos6  •— cosccosa)  cosAcos/*. 

Fahrt  man  die  Sinus  der  halben  Bogen  ein  und  schreibt  der 
Kfirza  halber  a  statt  sin  o  u«  s.  w.,  so  nimmt  die  Gleichung  (8) 
folgende  Form  an: 

+  c%«(/^+^«— A«+a«+6«— c«-aya-Ä  V  +  <^*A*) 

Multiplicirt  man  alle  Glieder  mit  der  6ten  Potens  des  Radios  und 
setzt  denselben  unendlich ,  so  verschwinden  die  Winkel  und  Sinus, 
während    ihre    Producte    mit  dem  Radius    die  Sehne«  statt  der 
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Bogen  geben.  Dabei  gehen  die  Glieder  achter  DimeiiBioD  verlo- 
reo»  welche  als  endliche  Greae^n  mit  »weiter  negativer  Potena 
des  Radiaa  multiplicirt  eracbeinen  würden.  So  bleibt  io  der  That 
die  früher  gegebene  Gleichung  fifr  die  Seiten  und  Diagonalen  des 
ebenen  Viereck«  übrig. 


111. 

In  (A)  Ist  auch  die  Gleichung  enthalten  zwischen  den 
Seiten  des  Tetraeders,  oder  allgemeiner«  swischen  einem 
ebenen  Flächenstück  und  seinen  Coordinaten»  d,  h, 
seinen  Projectionen  auf  je  eine  von  drei  willkuhrlichen  Ebenen 
parallel  dem  Durchschnitt  der  beiden  andern. 

Sind  X,  ff,  t,  r  die  Richtungen  von  OF,  OG,  OH  und  der 
Normale  p  von  O  zu  FGH,  so  ist 

OFGH^^  FGH 

=  -^  V 1 — cos*ary — cos*^ — cos*2  jr-f  Scosorycosyzcosxa: , 
folglich,  wenn  man  6  statt  der  Quadratwurael  schreibt. 


Ferner  ist 


^^«=\p 


weil  Acoszr=p   u.  s.  w.    Daher 

(7) 
FGH: OFGiOGH:  O^Fssd:sin.Tycoszr:sin^2Cosj;r:sln2rrcosyr. 

Setzt  roaii  diese  Wer.the  in  die  Gleichung  (A)  und  bemerkt,  dass 
(1.  Anm.  2.) 

cosory  —  cos^zcossj:  =  siiij^zsinxorcosZ  u.   s.  w., 

so  erhfilt  man  ohne  Weiteres 

(8)       FC?Ä»=OFG*+  OGm+  OHF^t-^OFG.OGHcobV 
^20GH.  O^F.cosZ  -  20^F.OF«?.cosZ . 

Die  allgemeine  Geltung  dieser  Gleichung  für  irgend  ein  Ebe- 
nenstück und  seine  Coordinaten  (im  oben  angegebenen  Sinne)  er- 
giebt  sich,  wenn  man  durch  den  Umfang  des  Ebenenstflcks  Pris- 
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men  legt,  deren  Kanten  je  einer  Coordinatenaxe  x^  y,  z  parallel  sind. 
Die  Dorchschiiitte  dieser  Prismen  mit  den  Coordinaten ebenen  yi, 
tx»  xy^  d.  h*  die  Coordinaten  des  Ebenenstflcks  E  seien  AT»  L, 
M,  und  die  Normalen  dieser  Ebenen  r,  x",  y*,  i*.  Dann  ist 
£cosj;r=^cos2z'  =  dem  Normaischoitt  des  Prisma,  tn^odureh  E 
auf  xy  projicirt  worden  u^  s.  w,    Folglicb 

r>   r^   w    »M     «    eosxr     cosyr     costr 

eOSXX*     COS^jf      C082Z' 

Nun  ist  cos|.''==:8in^^sinX,  wo  X  wie  oben  den  Winkel  der  Co- 
ordinatenebenen   an    der    Kante    x   bedeutet,    also    (1.  Apm.  2.) 

S  \ 

Goszz'  =  -5—-  u.  8.  w.  und  wie  in  (7): 
81  nv* 

E:K:  L: M^z  d: sin^zcos^rr : sinzarcos^r : sinx^coszr , 
JS«=Äa+  L»+m'-'2KLcoB2^2LMco8X-2MKcoB  F, 

Anmerkung  Die  gefundene  Gleichung  hat  denselben  Bau, 
als  die  xwischen, einer  Stecke  r  und  ihren  Coordioaten  x^y^t  be- 
stehende 

t^^=iafl^'^-\-x^^^yQOBxy'\-2yxcoByz-\-*2%xcQBtx .  (B) 

Wie  man  aus  dieser  die  Summe  der  Quadrate  von  den  Dia- 
gonalen eines  Parallelepipeds  ableitet  (Legendre,  hxk* 
merk.  V.),  soergiebt  sich  aus  jener  die  Summe  der  Quadrate 
von  den  Diagonaidreiecken  des  Parallelepipeds 
{FGH,  OPG\  O&Hy  OH'F',  wenn  0&,  FP,  GG\  HB'  die 
Diagonalen  des  Parallelepipeds  sind,  welchem  das  Tetraeder 
OFGH  angehurt). 

Auch  läset  sich  die  Gleichung  (8)  aus  (B)  ableiten.  Errichtet 
man  nfimlich  auf  den  innem  Seiten  des  Tetraeders  OFGH  Nor* 
malen  x,  y^  t,  r,  welche  sich  wie  die  Seiten  verhalten,  worauf 
sie  stehen,  so  lassen  sich  diese  Strecken  zu  einem  rliumlichen 
Viereck  durch  parallele  Verschiebung  zusammensetzten,  wie  sich 
durch  die  Metnode  der  Proiectionen  leicht  beweisen  iSsst.  In 
diesem  Viereck  wird  eine  Seite  durch  die  übrigen  nach  der  Glei- 
chung (B)  ausgedrückt,  worein  man  dann  die  proportionalen  Wer* 
the  setzt  und  bemerkt,  dass  cos^vys;— cosZ  u.  s.  w. 
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Heber  die  durch  die  CUeichnngT 
dargresteilten  Hurren. 

Von  I 

Herrn  H.  Scheffler, 

Bmu  -  Condacieur  bei  den  Hersogl.  Braanschfreigitchen  Eitenbahnen  xn 
Braun  tchwe  ig. 


Die  Didrassion  der  Formel 

.V  =  V^ (1) 

rAß  Gleichung  einer  Kurve,  wie  sie  Herr  Professor  Uessel  in 
Nr.  XIII.  des  14.  Theiles  dieses  Archivs  niedergelegt  hat,  Rihrt 
ru  dem  Resultate,  dass  gewisse  Theile  dieser  Kurve  keinen  ste- 
tigen Zusammenhang  besitzen,  sondern  wie  punktirte  Kurven 
erscheinen. 

Dieses. Resultat  der  unstetigen  Bildung  von  y  kann  jedoch 
mir  aus  der  Substitution  unstetiger  Werthe  von  a:  hervorgehen. 
Stetige  Werthe  von  x  fuhren  immer  zu  stetigen  Werthen  von  «, 
also  auch  zu  stetigen  Kurven,  was  man  mit  Hülfe  der  geometri- 
schen Bedeutung  der  imaginären  Zidilen  folgendermaassen  einsieht. 

Stillschweigende  Bedingung  ist  es ,  dass  jede  der  beiden  Zah- 
len X  und  y,  z.  B.  die  Zahl  y,  behuf  geometrischer  Konstruktion 
als  ^ne  Linie  dargestellt  werde,  deren  Länge  dem  absoluten 
WerUie,  und  deren  Richtung  dem  Zeichen  von  y  entspricht. 
Je  nachdem  das  Zeichen  von  y  gleich  +1  oder  gleich  -—1  aus- 
fUlt,    Ist  diese  Länge  in  der  urspTfinglich  angenommenen,  positi- 
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ven  oder  in  der  um  180^  davon  abweicbendeo ,  negativen  Ordina- 
tenriebtung  zu  messen.  Es  ist  klar,  dass  wenn  sich  y  mit  dem 
allgemeineren  Zeicben  oder  Richtungskoeffizienten  e^^'V^  einstel- 
len sollte^  seine  Länge  in  einer  Richtung  zu  nehmen  ist,  welche 
sich  unter  dem  Winkel  ^  gegen  die  positive  Ordi* 
natenaxe    neigt. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  in  derselben  Weise  beider 
Auftragung  der  Abszisse  x  auf  das  Zeicben  derselben  Rücksicht 
zu  nehmen  ist. 

Nimmt  man  stets  den  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  zum 
Anfangspunkte    von    x   und   den    Endpunkt  von  x  zum  Anfangs- 

E  unkte  von  y\  so  beschreibt  der  Endpunkt  von  y  die  in  Redeste- 
ende Kurve. 

Führen  ivir_gleich  von  vorn  herein  für  x  den  allgemeineren 
Ausdruck  re9^-i,  oder,  wenn  r=:ef  gesetzt  wird^  den  Ausdruck 
a:  =  cf+9>v^-i  ein;  so  kommt 

y^^nc  =  x'=  (cH-yi^zi)*  *s=  u(f +^:iD  •    > 

— p  —D 

=  e«    (e+5H^i:i)<«»«y~**»y vzi)  =  c«    [(c«M9>+9'«»«sp)+(9P««^e«»«p)  vnj 

oder  da  er-Q^r—  ist, 

r 

y  =  e  r  e  r  ^ ''  (2) 

Von  den  beiden  in  der  Abszisse  x=re9^^  vorkommenden 
Grossen  r  und  q>  darf  man  offenbar  nur  eine  einzige  unabhängig 
variiren  lassen,  wenn  die  Gleichung  (1)  eine  Kurve  zur  Erschei- 
nung bringen  soll.  (Nähme  man  sowohl  t  wie  9  als  unabhängig 
veränderlich  an;  so  wurde  die  obige  Gleichung  ein  Flächen- 
stück  darstellen).  Die  meisten  Untersuchungen  der  analytischen 
Geometrie  beschränken  sich  auf  den  speziellen  Fall,  wo  die 
Richtung  der  Abszissen  x,  also  der  Werth  von  q>,  konstant 
erhalten  und  nur  die  Länge  t  derselben  stetig  variirt  wird.  Man 
nimmt  jene  konstante  Abszissenricbtung  gewöhnlich  Ein  Mal  als 
mit  der  positiven  und  Ein  Mal  als  mit  der  negativen  Abszis- 
senaxe  zusammenfallend  an,  wodurch  sich  zwei  besondere  Sy- 
steme von  Kurven  ergeben,  welche  oftmals  zwei  zusammenhän- 
gende Schenkel  Ein  und  derselben  grösseren  Kurve  darstellen. 

Durch  die  Bedingung,  dass  die  Linie  x  stets  in  einer  gewis- 
sen Richtung  liegen  soll,  ist  ihr  arithmetischer  Ausdruck  r^B9^^^ 
noch  nicht  vollkommen  bestimmt.  Es  muss  noch  gesagt  werden, 
wie  viel   ganze  Umwälzungen   nach  der  Einen  oder  anderen 
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Seite  die  Linie  x  stets  um  den  Nnilpnnkt  gemacht  haben  soll, 
ehe  sie  aus  der  uraprunglicben  Abszii^senaxe  in  die  um  den  Win- 
kel q)  sich  dagegen  neigende  Lage  gekommen  ist.  Bezeichnet  man 
die  Anzahl  Jener  ganzen  Umirälzungen  durch  die  ganze  Zahl  k, 
welche  positiv  oder  negativ  Ist,  jenachdem  die  Umwälzungen  nach 
der  positiven  oder  negativen  Drehungsrichtung  erlblgeu  sollen; 
so  hat  man,  wenn  a>  jetzt  den  fundamentalen  Neigungswinkel 
von  iC  darstellt,  ^kTC-i-q}  an  die  Stelle  von  q>  zu  setzen.  Hier- 
durch wird  Gleichung  (2) 

y  =  C  r  e  r  -     ...^..   (3) 

In  dieser  Gleichung  ist  nun,  wenn  die  Abszisse  x  nach  und 
nach  bloss  ihre  Länge  r  stetig  ändern  soll,  nicht  allein  die 
Grösse  ^^  sondern  au(£  die  Grosse  k  konstant  zu  erhaltem. 

Soll  die  Länge  r  von  x  nur  in  der  Richtung  der  positiven 
Abszissenaxe  variiren,  also  fSr  die  durch  j;  = -|- r  dargestellten 
Abszissen,  hat  man  9>=0,  also 

y=:ie— ""-*  =r?e-^-^=:Vr.e-''-*  (4) 

Soll  die  Länge  r  von  j;  nur  in  der  negativen  Abscissen- 
axe  variiren»  also  &t  die  dwtchix^-^r  dargestellten  Abszissen, 
hat  mal)  g)==9s,  also 

-r     5*±Sf!^-i  1 

=yrT0-^^''^  ,    (0.4-1).:.^  (ö)      . 


So  viel  verschiedene  Werthe  man  nun  nach  und  nach  für  die 
ganze  Zahl  k  einßihrt,  ebenso  viel  verschiedene,  aber 
volllrommen  .stetige  Kurven  liefert  sowohl  die  Gleichung  ^4) 
wie  auch  die  Gleichung  (5).  Nur  dann,  wenn  man  solche  Wertne 
von  y,  bei  welchen  k  nicht  konstant  erbalten  wäre,  zu  einem 
Systeme  von  Ordinaten  zusammenstellen  wollte,  oder  auch  dann, 
wenn  man  für  dasselbe  konstante  k  diejenigen  Werthe  von  y  aus- 
schliessen  wollte^  welche  nicht  in  die  Rich^ng  der  positiven  oder 
negativen  Ordinatenaxe  fielen,  also  auch  nicht  reell  wären, 
würde  man  unstetige  Kurven  erhalten.  Man  erkennt^  leicht, 
dass  die  In  dem  obigen  Aufsatze  Nr.  XI it.  zum  Vorschein  kom- 
menden diskontinuirlichen  Bildungen  zum  Theil  darin  ihren  Grund 
haben,  dass  unvermerkt  für  Ein  und  dieselbe  Kurve  die  Grösse 
k  sieht  kosstant  erhalten  ist,  zom Theil  darin,  dass  alle  nicht 
reellen  Werthe  von  y  ausgeschlossen  sind. 
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Zur  weiteren  Aofkifirung  wollen  wir  hier  nnr  die  anf  posi- 
tive Abszissen  bezügliche  Gleiebnng  (4)  etwas  nfiber  Ins  Auge 
&ssen. 

Dieseibe  stellt,  je  nachdem  man 

*= -2,  -1,0.  l,  2,  

setzt,  eine  unendliche  Menge  ganz  verschiedener  Kurven  dar. 

Ffir  k=0  ergibt  sich  die  Kurve 

y=V; (6) 

welche  lauter  positive  Ordioaten  besitzt  Da  man  Dir  r:=0  auch 
y=:0  und  für  r=oo,  y=l  hat,  so  geht  die  Kurve  durch  den 
Nullpunkt,  und  hat  eine  in  dem  Abstände  y  =  1  mit  der  Abszis- 
senaze  parallel  gezogene  Linie  zur  Asymptote.  Ffir  r=:l  Ist 
ebenfalls    y=l  und    für   r=e=2,718 besitzt  die  Ordinate 

y=V7=  1,444 

ihr  Maximum.  Dies  gibt  die  auch  auf  der  dritten  Tafel  in  Theil 
XIV.  abgebildete  Kurve  OABCD....  (Taf.  111.  Fig.  1.). 

Fflr  jede  andere  durch  Gleichung  (4)  dargestellte  Curve  hat 

r 

die  Ordinate  y  dieselbe  Länge  Vr"»  welche  demselben  Werthe 
von  r  in  der  vorhergehenden  Kurve  (6)  entspricht.  Alle  diese 
Kurven  gehen  also  durch  den  Nullpunkt.  Aber  die  Richtungen 
deriOrdinaten  y  sind  von  den  früheren  verschieden.  Der  Neigungs- 
winkel ^  einer  solchen  Ordinate  gegen  die  positive    Ordinaten- 

axe  OY  ist  ^= •    Wir  wollen  annehmen,    die  positive  Dre- 

hunesrichtung  der  Ordinaten  gehe  von  rechts  nach  links  herum. 
Da  Tür  r==(x>,  ^=0  wird;  so  folgt,  dass  sich  die  Richtung  der 
Ordinaten  aller  Kurven  von  einer  gewissen  Stelle  an  immer  mehr 
und  mehr  der  positiven  Ordinatenrichtung  nähert,  je  grosser  r 
wird,  und  dass  mithin  die  vorbin  beschriebene  Parauele  zu  OX 
eine  gemeinschaftliche  Asymptote  flir  alle  diese  Kurven  ist 

9t 

Wenn  r=4A:,  ist  ^  =  ö--  Die  Ordinate  y  erstreckt  sich  als- 
dann nach  der  Richtung  der  negativen  Abscissenaxe.  Für 
diesen  Werth  von  r  passirt  die  Kurve  also  die  Abszissenaxe. 

3t 

Für  alle  Werthe  von  r>  ik,    ist  ^  <  ^     und    nimmt    desto 

mehr  ab,  je  mehr  r  zunimmt  Nachdem  also  r>4A;  geworden 
Ist,  kann  die  Richtung  der  Ordinate  y  nicht  mehr  unter  die 
Abszissenaxe  fallen;  rssik  bezeichnet  vielmehr  die  schon  vorhin 
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erwftbnte  Stelle  9  von  wo  ab  die  Ordinate  immer  mehr  in  die  Rich- 
taog  der  positiven  Ordinatenaxe  zu  gelangen  strebt. 

Für  die  Wertbe  von  r,  welche  zwischen  0  und  ik  liegen, 
macht  die  Ordinate  y  unendlich  viele  Rotationen;  die  Kurve  durch- 
schreitet die  Abscissenaxe  eben  so  viel  Mal  von  oben  kom- 
mend, wie  von  unten  kommend,  und  bildet  hier  eben  so  viele 
SchlingeD. 

In  diesem  Zwischenraum  nimmt  die  Ordinate  y 

1)  das  positive  Zeichen    e^^V^=-f  1,   also  die  Richtung  der 

positiven  Ordinatenaxe, 

t^  k      k     k     k      , 

Wr  r=j-,    j,  g,  j..., 

2)  das  negative  Zeichen  e^**'+*)^V^  =  —  1  *    also  die  Richtung 

der  negativen  Ordinatenaxe, 

^  2k    2k    2k    2k    ^ 

für  r=-j,  ^,  ^,  y,., 

3)  das  positiv  imaginftre  Zeichen  €(**'+i)^V^  =  +  V^— T,      also 

die  Richtung  der  negativen  Abszissenaxe, 

-  4*    4üfe    4A    4*     . 

4)  das  negativ  imaginäre  Zeichen  eC^^'+D^yiii  = — yHi,      also 

die  Richtung  der  positiven  Abscissenaxe, 

ik     4k     4k     U 
förr=-3,    y,   jj.  jg  ... 

an. 

Eine  Kurve  dieser  Art,  und  zwar  die  ßir  A;=:l  sich  erge« 
bende,    Ist  in  dem  Zuge  OabaAcdcfg  (Taf.  III.  Fig.l.)  dargestellt. 

Keine  zwei  dieser  Kurven  sind  identisch;  aber  dieselben  ha- 
ben für  gewisse  gleiche  Lfingenwerthe  r  der  Abszisse  gleiche 
Ordinaten,  also  gemeinschaftlicneDorchschntttspunkte.  Der  Punkt 
A  fSr  r=l  ist  ihnen  allen  gemein,  und  überhaupt  giebt  es  in 
dieser  unendlichen  Menge  von^urven  für  Ein  und  dasselbe  ratio- 
nale r  nur  eine  endliche  Menge  verschiedener  Ordinaten 
«,  deren  Anzahl  so  eross  ist,  als  der  Zfthler  des  auf  seine 
kleinste  Benennung  georachten  Bruches  r  Einheiten  enthält.  Dar- 
aus folgt,    dass  der  Punkt  A,  B^  C,  />,  £ >  welcher  In  der 

ersten  Kurve  (6)  resp.  den  Werthen  r=:l,  2,  3,  4,  6...  entspricht, 
resp.  von  allen,  von  der  Hälfte,  von  dem  3ten,  4ten,  5ten  ...  Theile 
der  hl  Rede  stehenden  Kurven  passirt  wird. 
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Anwendung  der  perspectivischenPro« 
Jection  anf  die  analytische  Auflösan^ 
der  Aufgrabe  „Eine  s^^mclnschaft- 
liebe  Tangrente  an  zwei  JLInien 
zweiten  Orades  zu  finden**.  Als 
Fortsetzungr  der  IJntersucbungren  In  Mr. 
XIII.  des  XI.  Theils  3.  Hefts  dieses 

ArditYS. 

Von 

Herrn  Leopold  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantontiichule  zu  Anrau- 


$1 

Wir  bedienen  uns  hier  der  gleichen  Bezeichnungen  und  Annah 
menwie  in  dem  so  eben  angefSirten  Aufsätze  dieses  Archivs,  und 
nehmen 

«•(F-^)«  +  6«(Jr+/)«=a«6« (1) 

als  die  Gleichung  einer  Ellipse  an »  deren  Achsen  2tf  und  2b,  und 
deren  Mitteipunktscoordinaten  —  /  und  g  sind ;  auch  finden  hier, 
wie  in  (12)  jenes  Aufsatzes,  folgende  Relsälonen  zwischen  den  Coor- 
dinaten  X  und  Y,  und  den  diesen  entsprechenden  perspecttvisebeu 
Coordinaten  y',  z'  statt,  nämlich :  ^ 

Y-g^'^LtUf^^JZSl.,  ;r+jr=^^^j    .  .  .  (2) 

In  diesen  Gleichungen  sind  I,  ic,  9  die  Goordloaten  des  Au* 
ffes  im  Räume.  Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  von  X  und 
r  finden  wir  endlich  fiir  die  Gleichung  der  Perspectiv«  der  Ellipse 
1)  folgende: 
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(3)      . 

Diese  Gleichung  dräckt  im  Allgemeioen  einen  Ke^^elschnitt  aus. 
Wir  wollen  nun  den  geometrischen  Ort  des  Auges  (t,  u,  v)  zu 
bestimueti  suchen,  fvenn  dieser  Kegelschnitt  eine  Kreislinie  wird. 
In  diesem  Falle  müssen  bekanntlich  die  beiden  Bedingungsglei- 
cfavagen : 

«*(r*»>»  +  ^(/-<)*-«^*=«*»* (4) 

(^— tt)cs=0 (5) 

statt  finden.     Die  Gleichung  (5)  zerfallt  aber  wieder  in 

v=0 (6) 

und  in: 

5^-^=0 (7). 

Nehmen  wir  zuerst  die  Gleichungen  (4)  und  (6)  als  gleichzeitig 
bestehend  an,  so  sehen  wir  dass  erstere  ein  eintbeiliges  Hyperbo- 
loid, letztere  die  Ebene  der  ary  darstellt,  beide  zugleich  geben  also 
die  Dorchschnittscurve  der  Ebene  a:y  mit  jenem  Hy|>erboloid, 
welche  durch  die  Gleichung: 

— p—  +  —^^  —  *     ....  (8) 
dargestellt  wird      Setzen  wir  in  der  Gleichung  (3) 

und  hernach  e=0,  so  erhalten  wir  die  identische  Gleichung  0=0. 
Es  muss  also  der  Werth  o=0  verworfen  werden.  Nehmen  wir 
hioeegen  die  .Gleichungen  (4)  und  (7)  gleichzeitig  bestehend  an^ 
»e  finden  wir»  weil  ^— 1<=0  die  Gleichung  einer  auf  der  Ebene  der 
apy  senkrecht  stehenden  Ebene  ist,  deren  Durchschnitt  mit  dem 
dyperboloid  (4)  durch  die  Gleichung: 

dargestellt  ist:  dass  die  Perspective  der  Ellipse  (1)  eine 
Kreislinie  wird,  wenn  sich  das  Auge  (t,  u,  v)  auf  einer 
durch  die  Gleichung  (9)  ausgedruckten  Hyperbel  befin- 
det, deren  Ebene  auf  der  Ebene  der  gegebenen 
Ellipse  und  auf  der  Tafel  senkrecht  steht. 

För  die  Gleichung  der  Kreislinie  selbst,  welche  die  Perspec- 
tive der  Ellipse  (1)  in  aiesem  Falle  vorstellt,  finden  wir  nachstehende: 
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§.  s. 

Geben  wir  statt  der  Ellipse  (1)  eine  Hjrperbel»  deren  deiehung: 

a«(F-y)*-^V+J0*=-a"6* (») 

ist,  80  finden  wir  durch  eine  ganz  gleiche  Dntersuehiinff  wie  io 
§.  1.  dass  ihre  Perspective  eine  Kreislinie  wird,  wenn 
sich  das  Auge  (t,  ti»  v)  auf  einer  Ellipse  bewegt»  de- 
ren Ebene  durch  das  Aup^e  geht,  und  senkrecht  auf 
der  Ebene  der  Hyperbel  (11)  und  auf  derTafel  ist  Die 
Gleichung  dieser  Ortsellipse  Ist: 

r«=^{a«-.(A-<)"l (12) 

Die  Gleichung  der  Kreislinie,  welche  in  diesem  Fall  die  Perspec-' 
tive  der  Hyperbel  (11)  vorstellt,  wird  alsdann  folgende: 


$.3, 

Nehmen  wir  für  die  perspectivisch  zu  projicirende  Curve  eine 
Parabel,  deren  Gleichung: 

r-9^-VW+^ (14) 

ist,  und  wenden  auf  diese  dasselbe  Verfahren  an,  wie  bei  der 
Ellipse  (1),  so  6nden  wir,  dass  sich  diese  Parabel  per^ 
spectivisch  als  Kreis  projicirt,  wenn  sich  das  Auge 
auf  einer  zweiten  Parabel  vom  gleichen  Parameter 
bewegt;  die  Ebene  dieser  ist  ebenfalls  auf  der  Ebene 
der  Parabel  (14)  und  auf  der  Tafel  senkrecht  Die  Glei- 
chung der  Ortsparabel  des  Auges  ist : 

t>^-p(t-n (Iß) 

Der  perspectivische  Kreis  wird  aber  durch  die  Gleichung: 

x'^+y^+^^^t'-^gy'+.g^-fp^O (16) 

ausgedrflckt 
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J.4. 

On  d6r  Vblleadaiig  ans«r*r  Aofffäbe  nfther  su  rücken,  suchen 
wir  die  Bedingangeo  auf,  onter  welcben  irgend  eine  Linie  zireited 
Grades  in  einer  ganz  beliebigen  Lage  gegen  die  Tafel,  nur  in 
der  gleichen  Ebene  wie  die  Curven  §.  f.  (ft)  und  (14)  liegend,  sich 
perspectivisch  als  Kreis  projicirt«  und  nehmen  daher 

AY*+2BXr+CX^+9Dr+9EX+F^0  .....  fl?) 

als  die  Gleichung  der  zu  projicirenden  Linie  an.  Die  Relationen« 
welche  zwischen  den  perspectiviscben  Coordlnaten  ^,  z'  und  den 
Coordinaten  X,  T,  Z  statt  finden,   werden  durch  die  Gleichungen s 

© — z  v—zr 

dargestellt,  m.  s.  Archiv  Theil  XL  Heft  2.  pag.  12L  Nr.  I.  Durch 
die  Substitution  dieser  Werthe  von  X  und  F  in  (17)  erbalten  ivir 
als  Gleichung  der  Perspective  der  Curve  (17)  folgende: 

(19) 
\Au*-2Bui^Cfi-{2Du-2EnF\%'HAo^if'^'^2ü\Au^BnD\y'z'k 

Soll  diese  Gleichung  einem  Kreise  angeTioren,  so  mQssen  die 
zwei  ßediogungsgleichurigen : 

iltt«— 2Äj«<+C<«+2Z)i^2JB<+fb=4e« (20) 

iltt-Ä*  +  />=0 (21) 

statt  finden;  eliminiren  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die 
GrSsse  u,  so  erbalten  wir: 

A^o^^lB*-'AC)fi'^2(BD-^AB)t  +  n^^AF:aO\  ...  (23) 

Diese  Gleichung  drückt  im  Allgemeinen  eine  Linie  zweiten^  Gra- 
des aus,  auf  welcher  sich  das  Auge  bewegen  mnss,  damit  die 
Perspective  der  Curve  (17)  ein  Krefs  wird»  und  zwar  befindet  sich 
diese  Linie  (22)  in  einer  Ebene,  welche  auf  der  Ebene  der  xy, 
oder  auf  jener  der«Curve  (17),  senkrecht  steht,  und  welche  durch 
die  Gleichung  (21)  dargestellt  wird. 

für  die  Gleichung  der  Kreisliniei  welche  die  Perspective  der 
Curve  (17)  ist,  erhalten  wir: 

Theil  \M.  10 
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5.5. 

Nehmen  wir  tmimt  an,  die  d«reh  die  Gl^ehmg  (17)  dargestellte 
Carve  sei  eine  Ellipse,  so  nrass  bekanntlich 

B*-'AC<0  und  (BD^AE]I»'-(S*-AC)(D^AF)>  0 

sein;  wir  kSnnen  daher  infolge  unferer  Annahme 

B»— i<C=-n (24) 

(BD-AE)*-'(B»^AC)(D»-AF)=:in*  .....  (28) 

setzen;  n  ist  eine  numerische,  m  hingegen  eine   lineare  Grösse. 
Dadurch  wird 

-    B»  +  n     „    (BD-AE)*  +  nD»-m* . 
also 

9t 

Setzen   wir    überdies    noch    der   Kürze  wegen  BD^AE=sc;  so 
haben  wir  statt  der  Gleichungen  (1*^,  (22)  und  (23)  folgende: 

nA*T^+2ABnXY+n(B»+n)X*+'2nADr+2n(BI)-'C)X 

+  c«+ni>«-.m«=0  .  .  .  ,  (26) 

i4Vn— n«««— 2cn«+m«— c«=0    (27) 

Sind  «',  ß'  die  Mittelponktscoordinaten,  and  r"  der  Radius  des 
durch  die  Gleichung  (28)  dargestellten  Kreises,  so  ist  bekanntlich, 
wenn  die  Gleichung  (27)  benutzt  wird: 


(29) 


Endlich  finden  wir,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (9),  ffir  die 
Mittelpunictscoordinaten  a,  ß  und  den  Kadius  r  des  Kreises  (10) 
folgende  Wertbe: 

"=9,  ß=-^if^a*-ftU  r=^^ (30) 
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5.6. 

Üni  unsere  späteren  Polgeningeii  gehörig  begründen  2u  können, 
wollen  wir  auf  analytischem  Wege  erweisen  „dass,  wenn  von  irgend 
„einem  Punkte  k  eine  Tangente  an  die  Cunre  ^)^  deis  vorigen 
»»Paragraphen  gezogen  wird,  die  perspectiviscbe  Projection  dieser 
M  Tangente,  «benfails  eine  durch  die  perspectiviscbe  Projection  kp  des 
„Punktes  k  gebende  Ijerdbrend^  an  den  Kreis  (28)  ist«  und 
»»zwar  muss  diese  letztere  diesen  Kreis  in  demjenigen  Funkte  be- 
«« röhren»  welcher  die  perspectiviscbe  Projection  des  Berühmpgs- 
^punktes  der  erstem  Tangente  und  der  Ellipse  (26)  Ist 

Wir  nehmen  X",  Y"  fdr  die  Coordinaten  des  Punktes  A:»  und 
X\  T'  Dar  die  Ooerdinaten  des  Bertthmngspunktes  der  durch  k 
an  die  Ellipse  (26)  gezogenen  Tangente  an;  ferner  seien  y,  i'^ 
die  perspectivischen  Coordinaten  des  Punktes  k^y  und  i/\  %''  jene 
des  Berißbrungspunktes  der  dorrh  kf  an  den  Kreis  (29)  gezoge- 
nen Tangente;  so  haben  wir  für  die  Gleichung  jier  ersteren  Tan- 
gente : 

und  fär  jene  der  letztern  Tangente : 

Eswirdtmsere  m  Aniiitigdies4isParagrapbenaufgesteliteBehaiiptung 
erwiesen  sein,  weqn  wir  in  der  Gleichung  (31)dieWerthe  von  Ä% 
Y*\  X'^.  V  durch  die  entsprechenden  perspectivischen  Coordi- 
naten y^'^  z^  pnd  y\  t"'  ausgedrückt,  substituiren,  und  wenn  wir 
afsd^nn  eine  resuftirende  Gleichung  erhalten,  die  mit  der  in  (32) 
idenfisch  ist, 

Nach  $.  4. 'ist  aber 

■*■ — _    ji' -^  — 1    :»»  '  — — : — Tä — >   *  — — r — :«»~ 


Bt-^D 
oder,  weil  %vegen  der  Gleichung  21)  §.  4.  u  =  — -j — ;  u^daus  28) 

^  n 

10* 
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Durch  die  Substitution  dieser  Coordinatenwerthe  io  der  tileichaiig 
(31)  erhalten  wir: 

\Anv^-[B{--c^Sfm^-\-AHhi)  -nD\i^'\(Avy"  +/>p) 
(»-V)(t>— -i'^) 


+  (c-^i'O  («>--*'") 

Reduciren  wir  diese  Gleichung  gehörig,  und  bemerken,  dass  we-^ 
gen  Gleichung  (*28) 

und 

— cV  m«  +  ^*c*« +m*=  — lc(«<+  c)— m*) 

ist,  so  wird  dieselbe  mit  der  Gleichung  (32)  identisch.  Ganz  auf 
gleiche  Art  wGrden  wir  eine  mit  der  Gleichung  (31)  identische 
Gleichung  erhalten  haben ,  wenn  wir  in  der  Gleichung  (32)  statt 
y">  ^"'9  tft  **^  respective  die  Werthe: 

AiT'\-(Bi'--D)X*      vX*     AtT''+(ßt-^D)X''    vX'' 
A(t+X')         '  t+X'*  A(t+X'^  •  HX^ 

snbstitnirt  hStten,  wodurch  also  die  vorausgeschickte  Bern erkanff'die- 
ses  Paragraphen  nicht  nur  gerechtfertigt  ist,  sondern  wir  sind  dadurch 
auch  berechtigt  zu  folgern,  dass  eine  Gerade  Lp,  welche  die  hei^ 
den  Kreise,  welche  durch  die  Gleichungen  (10)  §.  1.  und  (28)  §.  5. 
dargestellt  wird,  gemeinschaftlich  berührt,  die  Perspective  einer 
gemeinschaftlichen  Tangente  L  an  die  durch  die  Gleichungen  (1) 
§.  1.  und  (2)  $.  5.  dargestellten  Ellipsen  ist. 


5.7. 

Um  zu  untersuchen,  ob  und  in  welchen  Fällen  es  möglich 
ist,  eine  gemeinschaftliche  Tangente  an  die  Ellipsen  (1)  §.  1.  und 
(28)  J.  6.  z^.  ziehen,  müssen  wir  zuvor  untersuchen,  ob  es  wirk- 
lich einen  reellen  Punkt  gibt,  in  welchem  sich  das  Auge  befinden 
kann,  damit  die  Perspectiven   der  Ellipsen  (1)  §.  1.  und  (28)  §.  5. 
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beide  zugleich  Kreise  werden.  Dieses  wird  aber  nur  dann  der 
Fall  sein,  wenn  es  reelle  Durchschnitispunkte  der  Ortscurven, 
welche  durch  die  Gleichungen  (9)  §•  1.  und  (27)  §.  5.  dargestellt 
sind,  gibt.     Diese  Curven  liegen  in  den   durch  die  Gleichungen 

^•^K=r:0  und  AU'-Bt  f />=50 

dargestellten  Ebenen;  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie 
dieser  Ebenen  sind: 

B      D 

u—g  und  «*=3*"- j^ (33). 

Diese  Linie  Ist  also«  wie  sich  schon  aus  der  Lage  der  genannten 
Ebeneo  schliessen  lässt,  auf  der  Ebene  xy  senkrecht.  Ans  den 
Gleichungen  (33)  folgt: 

Führen   wir   diesen   Werth    von  t  in  (9)  %,    L  ein,   so   erhalten 


wir: 


^=±  ^V  \iBf^Ag^D\^^a^B^ 
oder 

e=±  ^^f[B(f^a)'-Ag-^b\ \B(f^a)^Ag-^b\  .  •  .  (35). 

Soll  daher  die  Auflösung  der  Aafgabe  möglich  sein,  so  muss  ent- 
weder 

B(f+a)>Ag-^Dm  ^ 

und  sugleich  B(f-a)>Ag  +  D^ ^ 

oder 

B(f^a)<Ag^D 
und  zugleich  B(/— «)< 4^  + />» *^ 

sein.  Wir  «rhalten  aber  noch  eine  andere  Beziehungsgieichung, 
welche  die  Bedingung  der  Lösbarkeit  der  Aufgabe  angibt.  Näm- 
lich wenn  wir  die  soeben  gefundenen  Werthe  von  t  und  v  in  der 
Gleichung  (27)  $.  ö.  substituiren ,  so  «rkalteu  wir  die  Bedin- 
gungsgleichung: 

nil%«[Ä/'-4^— />]«-n2l«Ä«a«6^««c«(il^  +  D)*-2a^cnB(Ag+D) 
+  a«m«Ä«-.aVÄ»=:0     (38). 
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$.8. 

Es  bandelt  steh  nach  dem  ^  vfBB  wir  Im  §•  6.  und  $.  7.  ge- 
zeigt haben,  nur  noch  darum,  die  Coordinaten  derjenigen  zwei 
Punkte  Ap  und  Jp  zu  bestimmen,  aus  welchen  äussere  und  innere 
Tangenten  an  die  Kreise  (10)  $.  1.  und  (28)  §.  5.  gezo- 
gen werden  können,  und  alsdann  mittelst  dieser  Coordinatenwerthe 
diejenigen  von  den  Punkten  in  der  Ebene  der  xtf  oder  in  der 
Ebene  der  beiden  Ellipsen  (l)  §.1.  und  (26)  §«  5.  zu  bestimmen, 
von  welchen  Ap  und  Jp  die  perspectivischen  Projectionen  sind. 
Die  etsteren  sind  aber  offenbar  der  directe  und  der  inverse 
Aehnllchkeltspankt  der  obengenannten  Kreise.  Bezeichnen 
wir  mit  v'i,  z\  die  Coordinaten  des  Aehnlichkeitspnnktes  Ap  oder 
Jp  der  lireise  in  (10)  und  (26),  so  sind  diese  bekanntlich: 

^,==f|?.A='-^?i 0.). 

Fahren  wir  zuvor  in  den  Gleichune^en  (i^)  und  (30)  §.  6.  die 
Werthe  von  /  und  v  aus  (34)  und  (35)  g.  7.  ein ,  und  substituiren 
die  so  bestimmten  Ausdrucke  von  tt,  ß,  r,  a*,ß'  und  r^  in  diesen 
Werthen  von  y\  und  z\,  so  erhalten  wir ; 

^  ^___  ^ADb^fmag 

*'*-  it(^«6»T  «»») V  [Bf^Ag--DY^ n^B^  «^    ^* 

Sind  eodlich  Xi  und  '^^die  Coordinaten  des  dem  Punkte  Ap 
oder  Jp  entsprechenden  Punktes  A  oder  J  in  der  Ebene  der  xy, 
80  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  §.  4.  die  Formeln 


Setzen  wir  in  diesen  Ausdrficken  u^g  (Siebe  $»  1.  (6), 


aB 

und  statt  y'i  und  zfi  die  in  (40)  angegebenen  Werthe,  so  haben 
wir: 


')    Die   obern   Zeicho«  ii^elleii   far  dsa  diracten,   die   untern    für 
den  invereen  Aehnl  iclikcitepunkt. 
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Zieht  man  non  von  den  durch  diese  Coordinaten  X  und  F| 
heetimmten  Punkte  eine  Tangente  au  eine  der  durch  die  Gleichung 
(1)  §.  1.  oder  (26)  |.6.  dargenteltten  Ellipsen,  so  mosA  diese  auch, 
nach  dem  was  in  §•  6.  bewiesen  worden  ist,  die  andere  Ellipse 
berühren  >  wie  es  Terlangt  wurde. 


S.  9. 

Nehmen  wir  jetst  an,  die  Gleichung  (17)  §.  4.  stelle  eine  Pa- 
rabel dar«  so  muss  bekanntlich 

iP— ilC=rO  und  BD-^AE^O 

sein;  es  sei  nun 

ÄD-iiEcr—m  und  fi«— JC=0, 

wo  ffi  eine  lineare  Grösse  ist,  so  gebt  der  Gleichung  (22)  $.4.  In 
folgende  Aber: 

ilH«  +  2m*  + />•— ^F=  0. 

oder  da  D^ — AF  jede  reelle  GiSsse  von  zwei  Dimensionen  be- 
deuten kann,  so  nehmen  wir  D^^-'AF=zU^  an;  dadurch  wird  die 
letzte  Gleichung  zu: 

J*o«+2m«  +  it«=0 (43). 

Die  Gleichung  (17)  hingegen  geht  bei  diesen  Annahmen  in  fol- 
gende über : 

A^r^+2ABXr+ß^JH2ADV+'l(BD+m)X+Dß^^=0  (44). 

Statt  der  Gleichung  (33)  erhalten  wir: 

x^  +  3^+2— g^— 1^+22^  +  — ir-=0  .  .  •  (45) 

Diese  Gleichung  drückt  denjenigen  Kreis  aus,  welcher  die  Per- 
spective der  Parabel  in  (44)  ist: 

Werden  wieder  die  Mittelpunktscoerdinaten  des  in  (16) 
6.  3.  dargestellten  Kreises  mit  a,  ß  und  dessen  Radius  mit  r 
Dezeichnet,  so  wie  jene  des  Kreises  in  (45)  mit  u",  ß'  und 
dessen  Radius  mit  r',  so  Ist: 


,=„,=_ei^..=,-^....,*« 
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Da  aber  die  Parabel  in  (15)  S.  3.»  welche  der  geometrische 
Ort  des  Aogee  ist,  damit  die  gegebene  Parabel  iu  (14)  «ich 
als  Kreis  projicirt,  in  einer  auf  die  fiasis  senkrechten  Ebene  liegt» 
deren  Gleichung  o— tt=:0  ist,  als  auch  die  Ortscurre  (43)  sich 
in  der  durch  die  Uleichtjug 

.    >      Au-Bt-i-DozO 

ansgedrOckten  Ebene  befindet»  so  mnss  sich  das  Auge»  damit  die 
beiaen  in  ^14)  und  in  (44)  gesehenen  Parabeln  sich  zugleich  als 
Kreise  projiciren»  sowohl  in  oer  Durchschnittslinie  dieser-  beiden 
Ebenen»  als  auch  in  den  Durchschnittspunkten  der  Curven  (IS) 
S.  3v  und  *  (43)  befinden;  diese  Diirchschnittspuokte  (wenn 
solche  möglich  sind)  kOnnen  aber  nur  auf  der  Purchschiiittslinie 
der  durch  die  Gleicnungen 

dargestditen  Ebenen  liegen,     ftliminireo    wir  daher  aus  diesen 

Gleichungen  "die  Gr5ss.e  tf»  so  erbalten  wir  wieder  <=   "^    »fBh« 

ren  wir  diesen  Werth  von  t  in  der  Gleichung  (15)  §.  2.  ein»  so 
kommt: 

..=,.fe+»-5c.:.. (48, 

Dieser  Werth  von  e^»  und  jener  von  t  in  (43)  eingeführt»  gibt 
die  Beziehfugsglekhong  an^  welche  swisdien  den  UoefBcienteo» 
A,  B,  />»  p  u.  s.  w.  statt  fiihden  muss»  damit  die  Aufgabe  mOglicb 
wird;  diese  ist: 

(J^+fl)(i<«Waii)-Ä(4%»-Ä*)n^0   .  .,.  ,  (491).  . 


§.  10. 


Durch  die  Einl^hruug  der  im  vprigenParj^^raphen  jeefundenen 
W^he  von  i  und  v  in  den  Gleichungen  (49)  und  (fi)  erhalten 
wir: 
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«'=-3.  ^^-^.V-„ÄMir+l>)-Ä/)' 

Bezeichnen  wir  wieder  wie  in  §.8.  die  Coordinaten  des  Aehnlichkeits- 
punktes  A^  oder  Jj,  der  Kreise  (16)  6.  3.  und  (45)  $.  9.  mit  ^i  und 
z  1,  so  erhalten  wir  durch  die  Einrfihrpng  dieser  Werthe  Ton  a, 
ß,  r,  a',  ß'  und  r'  in  den  Gleichungen  (39)  §.  8; 

Die  oberen  Zeichen  gelten  fQr  den  directen,  die  unteren  für  den 
inversen  Aehiklidilceitspunkt. 

Fahren  wir.  die  Werthe  von  t,  u,  v,  ^i,  y\  in  die  Formeln 


ein,  80  erhalten  wir  fiir  d«6  obere  Zeichen  in  jenen  Werthen : 

(58) 


^1  -     *läi«(Jfl.+  i>)  +  ÄA^V-4"»)l 


oder,  wenn  wir  die  eteiebong  (49)  benutieo,  so  wIM : 

_  +  ^Z»|(i<^  +  D)^Bf]^BgU^  ' 

*^- 5JÄ(3^T^^ ^">- 

Für  die  unteren  Zeichen  in  (52)  erhalten  wir: 

*'^^?^^ :.......,«, 
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B«ii«tzen  wir  tu  drateni  Ict&teo  Wertke  vo»  F|  die,GteieliiHig 
(49),  «o  wird  der  2>tenit«r  sv  S^nU,  worm^  betrorgeht»  das»  jmo 
die  KOlereii  Zeichen  nicht  Dehmen  darf»  d.  o.  daas  es  l>ei  xwel 
Parabeln  aiefat  awei  AiehBlicbkeit^punkte  gibt;  die  WeHbe  in  (55) 
und  (56)  sind  also  unbrauchbar. 

Wird  ans  demjenigen  Ponkte»  dessen  Coordifiatenwertbe  in 
(43)  und  (45)  dargestellt  sind,  eine  Tangente  an  eine  durch 
die  Gleicboagen  (U)  $•  3.  oder  (U)  §.  9.  dargestelUen  Parabeln 
gezogen^  so  muss  diese«  nach  dem»  was  in  $•  o.  erwiesen  wurde, 
auch  die  andere  berflhrea. 

Führen  wir  die  Untereuebung  gaaz  auf  gleiche  Ar^,  wie  diea 
in  den  froheren  Paragraphen  bei  zwei  Elnpsen  eescbehen  ist» 
bei  zwei  Hyperbeln»  so  werden  wir»  ebenso  wie  dort»  bestimmte 
Werthe  för  die  Coordinaten  eines  Punktes  erhalten»  welcher  die 
Eigenschaft  besitzt»  dass»  wenn  man  ans  ihm  eine  Tangente  an 
ebe  der  gegebenen  Hyperbeln  zieht»  jene  Tangente  auch  die  an- 
dere  Hyperbel  berClhrt 

Ans  dem  in  §.  6.  Erwiesenen  läset  sich  unmittelbar  folgen- 
der Satz  herleiten.  ».\^eiin  man  drei  Ellipsen  von  beliebigen 
»» Parametern»  und  in  beliebiger  Lage  (jedoch  in  einer  Ebene)  ba^ 
»»und  man  zieht  an  je  zwei  derselben  die  äussern  und  die  Innern 
»»Tangenten»  so  llegeA  die  drei  Ourchschnlttspnnkte  der  äussern 
»»Tangenten»  so  wie  je  zwei  innere,  mit  den  nicht  zugehörigen 
»»äussern  in  gerader  Linie/'  Sind  nämlich»  Idt,  M%y  M^  die 
drei  gegebene^  Dibsed,  Ai  der  Durcbscbaittspunkl  der  äussern 
Tangenten  an  die  Eklipsen  m^  und  ld^\ 

A%  jener  der  äussern  Tangenten  an  die  Ellipsen  Mi  und  M^ 

^« 

Ji       '  innere 

•/j       -        -  •  -  -       _  , 

80  liegen 

Ai$  A^f  A^ 
Alf  Ja,  •/j 
A^  f  Ji9  Jz 

A^f    Jl9    J% 

in  gerader  Linie. 

Denn  ^rojicirt  man  die  Ellipsen  als  drei  Kreise  MPi  ,  Mp^ 
Mp^  ;  und  zieht  an  je  zwei  die  äussern  und  innem  Tangenten»  und 
bezeichnet  die  Durchschnittspunkte  der  äussern  Tangenten  an  die 


*1 

Ufa 

iir. 

ilfg 

üf, 

-  u. 

ilfx 

.    M^ 
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Kreise  Mp*  und  Mp^i  Mp^  ond  Mp%\  Mu  und  Mp^  reepective 
mit  Ap^,  Jp^  und  APi)  ebenso  die  Durchschnittspunkte  der  innern 
Tangenten  an  die  Kreise  MPi  und  Mp^;  MPi  und  üfra»  ^%  ^^' 
Mp^  respective  mit  Jp^,  Jp^  und  JPi.  so  hat  Monge  bewiesen, 
dass  die  Punkte 

APi,  ilP«,  Ap^;  APi,  Jp,,  Jp^;  Ap^  /Pj,  JPt'f  ^'s»  J>i.  •/'« 

in  gerader  Linie  liegen.   Projicirt  man  die  sechs  Punkte 

APi.  Ap^,  Ap^,  JPi,JPt,Jp^ 

wifeder  in  die  g^mehische  BildflSche  nach 

-"!>  -^2»  ^z»  ^i>  ^%9  •'a 

zurück,  so  werden  auch  nach  5.  6.  diese  die  Eigenschaft  hesitzen« 
dass  jede  aus  ihnen  gezogene  Tangente  an  eine  der  Ellipsen  Mit 
M^i  lüp  noch  eine  zweite  derselben  berührt;  ferner  werden  auch, 
ebenfalis  nach  dem  vorher  Erwiesenen,  die  Punkte 

^1»  ^%*  -^»»  •'i>  ^2»  ^% 

auf  den  entsprechenden  Linien  liegen,  auf  welchen  sich  ihre  per« 
spectivischen  Projectionen  befinden,  also 

(4,  A^  ^).  M,  J,  J,),  (A^  /,  Ja),  {A^  Jx  J^ 

vier  gerade  Linien  bilden. 
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nie  astronomische  ^IVftrme  -  n.  Ucht- 
TertheitonsT  aaf  der   Krdoberlläche* 

Von  <1cm 

Lehrer  Herrn   Brenner 

in  Tnttling^en. 


Die  freie  W&rtne,  welche,  nebst  dem  Lichte,  haupteSchlich 
die  Existenz  der  organischen  Kurperweit  bedingt,  wird  der  Erd- 
oberflSche  aas  zwei  Hauptquellen  zugeführt.  Die  eine  ist  der 
Wärmevorrath,  den  die  Er(le  in  ihrem  Innern  birgt,  die  andere 
die  Sonne.  Da  wir  nan  von  der  Wärmemenge  des  Erdkerns,  so 
wie  von  der  Wärmeströmung  gegen  die  Oberfläche  noch  keine 
gesaue  Kenntnias  haben,  übrigens  aber  von  einzelnen  Gep^enden 
(Isiand,  Grönland)  wissen,  dass  sie  aus  der  Erde  eine  weit  gros- 
sere Quantität  Wärme  beziehen,  als  andere  Gegenden,  so  lässt 
sich  über  den  Ausfluss  dieser  Wärmequelle  wohl  keine  allgemeine 
Regel  angeben.  Weit  mehr  Hoffnung  scheint  vorhanden  zu  sein 
zur  Bestimmung  der  von  der  Erde  ausfliessenden  Wärmemenge 
fllf  jede  besonoere  Gegend,  besonder»  wenn  man  sie  mit  der  von 
der  Sonne  gespendeten  (Wärmemenge)  zu  vergleichen  sucht.  Die 
letztere  aber,  die  Sonne,  verbreitet  ihre  Wärme  auf  solche  Weise, 
dass  sich  die  Verhältnisse  der  Wärmemengen  für  verschiedene 
Gegenden  genau  bestimmen  lassen,  —  Verhältnisse,  denen  auch 
die  Lichtverbreitung  derselben  unterworfen  ist.  In  Beziehung  auf 
die  Wärme  ist  zwar  bekannt,  dass  sie  durch  die  Sonne  aus  den 
Korpern  nur  entwickelt  (frei)  wird ;  dessen  ungeachtet  können  wir 
uns,  fär  unsern  Zweck,  vorstellen,  sie  sei  wirklich  ein  Ausfluss 
von  der  Sonne. 

Die  von  der  Sonne  herrührende  Wärme-  und  Lichtvertheilung 
auf    der  Erdoberfläche   nennen   wir  die   astronomische,    und  die 
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Wärme-  und  LichtverhSitnisse,  oder  aoch  die  Wfinne-  and  Licht- 
meneen  für  Terschiedene  Gegenden  zu  bestimmen ,  sei  der  Gegen- 
stand unserer  Beschäftigung. 

Es  ist  bekannt»  dass  sich  die  auf  bleiche  ebene  Flächen  ge- 
worfenen Wärme-  und  Lichtmengen  ▼erhalten  wie  die  Sinus  der 
Neigungswinlcel  der  auffallenden  Strahlen.  Es  werde  nun  die  in 
der  Zeiteinheit  auf  die  Flächeneinheit  senkrecht  geworfene  Wärme- 
oder Lichtmenee  zur  Einheit  angenommen »  so  ist  dieselbe  bei 
einer  Neigung  ^  der  Sonnenstrahlen  gegen  den  Horizont 

=sin/V. 

Diese  Neigung  der  Sonnenstrahlen  ist  aber  nichts  anders,  als  die  Höhe 
der  Sonne.  Es  sei  daher  (Taf.  IH.  Fig.  2.)  HR  der  Horizont 
des  Ortes,  Z  dessen  Zenith,  AQ  der  Aequator«  P  der  Nordpol, 
DE  der  an  einem  beliebigen  Tage  von  der  Sonne  beschriebene 
Parallelkreis,  L  der  Standpunkt  det'selben  zu  einer  beliebigen 
Nachraittagsstunde«  Ziehe  ich  durch  L  den  Vertikalkreis  Zu, 
so  wie  den  Meridian  PT,  so  ist  im  sphärischen  Dreieck  ZPL 

cosZ£=^cosZP.cosP£-fsinZ/'.smPIr.co8ZPL. 

Setze  ich  die  Breite  des  Ortes  sex/?,  die  statthabende  Declination 
der  Sonne  =^,  den  Stundenwinkel  =5,  so  wie  die  Hohe  der 
Sonne  =£f,  so  ist,  wenn  durch  n  das  bekannte  Kreisverhältniss 
3,14159....   bezeichnet  wird, 

ZLz=z^-H;  ZP^^^ß;  PL^^-^d  and  ZPL^S; 

folglich 

] }  sin  H  =:  sindsin  j3  -f  eoBÖeosfitosS ; 

Bezeichnet  man  die  Zeit  mit  t,  so  ist  der  Zeitmoment  dt^  mni 
die  in  einem  Augenblick  von  der  Flächeneinheit  in  Empfang  ge- 
nommene Wlinne  -  oder  Lichtmenge 

folglieh  bat  man,  wenn  man  dm  Wäraie-  oder  Licbtmenge  eie«s 
T^es  mit  AI  bezeichnet, 

91=  I  dt(B\ti8B\nß  -{-  cosöcosßcosS) , 

Wiefern   dieses  lategral  zwischen   den  gehcirigeH  €rrensefi  genoii^ 
wird. 


Zur    Zeiteinheit    nehmen   wir   die   bürgerliche   Stunde,    und 
dann  ist 
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te? und   a^= • 

Dtess  gibt 

12  p 

L=—  /  c£<.S(8ii]fcin/3-|-cosdco6j9coSiS). 

2{war  ist  aach  die  Declipation  6  eine  Function  von  t^  ond*folg|icb 
auch  von  $;  allein  sie  variirt  iu  einem  Tage  so  wenige  dass  das 
,  tägliche  Wachsthum  derselben  anf  das  Integral  keinen  merktiohea 
Einfiuss  ausübt.  Nehmen  wir  jedoch  für  den  Tag ,  dessen  Wärnie- 
und  Lichtmenge  bestimmt  werden  soll,  die  Mittags  12  Uhr  statt- 
findende Deeliuation  als  constant  an,  so  wird  man  für  den  einen 
halben  Tag  etwas  zu  viel ,  fiir  den  andern  etwas  zu  wenig  Wärme- 
oder  Lichtmenge  haben,  so^  dass  beide  Fehler  sich  beinahe  neu- 
tralisiren  werden.  —  Somit  bekomtnen  wir 

12 
2)  M=z  ~  (sinSainß.S + cosÄcos/JsinS)  +  C, 

wo  C  die  eingegangene  Constante  ist. 

Fassen  wir  zuerst  nur  den  halben  Tag  ins  Auge,  so  ist  für 
die  eine  Grenze  dieses  Integrals  /$=0,  und  die  andere  ergibt 
sich  aus  1)^  wenn  man  £f=0  setzt.    Sie  Ist 

cos5=  -tg5tg/3  oder  Ä=  —  (-tg<5tg/5). 

Nehmen  wir  dasselbe  zwischen  diesen  Grenzen,  verdoppeln  es 
hierauf»  setzen  ^4*^^^  ^d  behalten  iS  als  HUfsgrusse  bei,  so 
haben  wir 

3)  tf=:sind8iu^.iS-f  cosdcos/}sin5. 

In  Betreff  derjenigen  Gegenden  aber,  wo  die  Sonne  gar  nicht 
mehr  untergeht,  hat  man  das  Integral  2)  für  einen  ganzen  Tag, 
oder  vielmehr  für  die  zwischen  zwei  aufeinanderfolgende  tiefste 
Standpunkte  der  Sonne  fallende  Zeit  von  24  Stunden,  d.  u  zwi- 
schen den  Grenzen  iS=0  und  S^=n  zu  nehmen  und  hernach  ^u 
verdoppeln.    Diess  gibt 

4)  ^=24sindsin/?. 

Man  kann  nun  die  Fraee  aufwerfen:  In  welcher  Breite  findet,  bei 
gegebener  Declination  der  Sohne,  ein  Maximum  oder  Minimum  der 
in  einem  Tage  gelieferten  Wärme-  und  Lichtmenge  statt?  Zu 
diesem   Zweck  setzen   wir  die  in  BesiehoDg  anf  p  genomaMmtn 
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Differentiale  von  3)  and  4}  gleich  Noll  ond  entwickeln  ß.  3)  gibt 
zuerst 

dUß  =:iBmdcoBß.S+smd8inßdSß  —  cosdsinßeinS  -f  cosdcoBßcoB  SdSß . 

Sobstituiren  wir  für  cosS  deasen  Werth»  ao  heben  sich  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Gleichung  das  zweite  und  vierte  Glied  gegen- 
seitig auf,  und  es  ist  alsdann 

du^^iBmdcoaß.  5— ^osdsinjSsiuiS  4 

Setzen  wir  nun  du^^O,  bö  kommt,  weon  wir  tgflp^a  setzen^ 
nachdem  die  entstandene  Gleichung  zuvor  mit  der  Gleichung 

tgÄg/J=-C08iS 

niultiplicirt  worden  ist, 

Ö)  2iSa«+8in2S=ö. 

Eliminirt  man  aus  3)  und  6)  S,   so  ergibt  sich  das  M.  M.  selbst 

cos*  .   5j 

Ist  dhi^  negativ«  so  findet  ein  Maximom«  und  positiv«  efn  Mini- 
mum statt    Es  ist  aber 

d^u^=  —  tt-f  dÄ^(sindcos^— cos&in/JcosS) 
oder,  indem  sich 

^^^-^  BinS.coHß     , 
findet,  durch  Substitution  dieses  Werthes«  so  wie  desjenigen  von  ui 

sind^— cos^sinfflcosjj* 

*^^f—        cosJsiniScos/3» 

l8t  daher  der  absolute  Werth  von  tgS  ^  siuiScosj?,  so  hat  mau  ein 

Maximum. 
Minimum. 

Wenn  nun  S'  ein  Werth  ist,    der  die  Gleichung  5)  beinahe 
befriedigt,  so  hat  man  die  Correctiou 

_      1  2S'a^+Bin2S' 
2    a«  +  cosW     * 

Setze«  wir  y=^^Sa^+8ük2S,  so  Ist 
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för  5=0  y==0, 

„  S=,j  ........  jy=:»a*, 

„  Ä=«  .......  y  =  2na*. 

Im  Uebrigen  bemerkt   man 

I)    dass  für  alle  Werthe  von  iS  zwischen  0  and  ^   jede  der 
Grössen  25a^  und  sin2iS  positiv  bleibt,  so  dass  y  positiv  ist; 

2}    dass   zwischen   S=^^  und  -j-    die    Grosse   iSm^    zwar 

immer  noch  stetig  wächst,  allein  sin25  von  Nall  an  stetig  ab- 
nimmt,  so  dass,  wenn  einmal  y  negativ  geworden  ist,   dasselbe 

aach  negativ  bleibt,  bis  auf  den  Werth  8=^-^.  In  der  That  ist 

auch  flir  den  letztem  Werth  von  S....y=^^  »a'—l  negativ,  selbst 
fdr  den  grossten  Werth,   den  man  a  beilegen  kann,    nemlich  für 

a=3tg23O28'=:0,434....; 

3)    dass  gleicher  Weise   zwischen   S=:j7t    und    n   wieder 

iede  jener  Grossen  wächst,  und  .  dass  demnach  auch  y  positiv 
bleibt,  wenn  es  solches  einmal  f^eworden  ist«  Wirklich  geht  es 
in  diesen  Grenzen  auch  von  der  Negativität  in  die  Positivität  über. 
Da  wir  nun  dem  Stundenwiokel  <S  keinen  grössern  Werth  heile« 
gen  dürfen  als  n,  so  folgt  daraus,  dass  y  ausser  5=0  noch 
zweimal  durch  Null  gehen  wird,   nemlich 

n  3ä 

(ür  einen  Werth  von  5  zwischen  »   und  -j-,  so  wie 

3s 

»>        f9  >»        $f    it        I*  "TT   und  n, 

Sioftaeb  bfetet  die  Gleichung  5)  drei,   aber  auch  nicht  mehr 
ab  drei  Wertbe  für  5  dar. 

Die  Gleichung  4)  aber  gibt 
Theil  \yn.  11 
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also 

/3=90«  und  Af=246iii«. 
ß=909  gibt  aber 

cPüf^=:-24sin«, 

folglich  hat  man  hier  ein  Maximum  und  zwar  für  den  Pol. 

Man  überzeugt  sich  daher»   dass   die  tägliche  Wärme-  oder 
Lichtmenge  vier  M.  M.  darbietet 

Für  •  • 

S=0   oder  tgÄtgj5=-l, 

d.  h.  fiir  den  Fall»  wo  die  Breite  ß  und  die  Oeclination  i  der 
Soone  einander  entgegengetsetzt  sind  und  sich  za  einen  Rechten 
ergänzen,  Ist  aber 

dhißss  +  cK),  also  tissO  ein  Minimum. 

Hat  man  hierauf  aus  der  Gleichung 

2Sa»  +  sin2S=a) 

noch  die  zwei  übriffen  Wertbe  numerisch  bestimmt»  so  wird  man 
vermittelst  der  Bedingung 


tg^^sinS.  cos/3 


entscheiden  9  ob  man  ein  Maximum  oder  Minimum  hat  Diese 
Entscheidung  erledigt  sich  jedoch  einfach  durch  die  Bemerkong^ 
dass  die  Max.  und  Min.  ^nur  abwechslun^sweise  aufeinander  folgen 
können.    Da  nun  der  erste»  aus  der  Gleichung  ^ 

gezogene  Werth»  igß=s — -rrj»  ein  Minimum  Kefert,  so  wird  der 

zweite  Werth  von  ß  ein  Maximum  nnd  der  dritte  wieder  ein  Mi- 
nimum sehen»  während  vom  letzten' Wer the  für  5,  nemücli  |!=90^» 
bereits  Bekannt  ist»   dass  er  ein  Maximum  bedmgt 
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Niamt  nmn^z.  BL  di«  grösste  Dedinatioii  der  Sonne  isz93mi\ 
M0  etglht  flieh  anfiser  iS=:0  aueh  noch 

5  =  1.99691....  oder  S=:114«25', 
80  wie 

5=2^1708  oder  S=14|oi3'; 
tg/}.tgd=  — C085  gibt  aber 

/J=43^36'  und  jj=61051', 
nnd  dieifs  gibt  femer 

»=1,1634  und  t(^lJ369. 
Man  hat  daher: 

1)  ein  Minimum...  ti=:0  oder  ....  Jf^^O    in  der  Breite  —66032'. 

2)  ein  Maximum..  u;=^l>1534...od.Jlf=83U2..     „    i     +43036'. 

3)  ein  Minimum...  u=l4369.. od. itfs8,6861...     ,,         4-61060'. 

4)  ein  Maximum    .  .  .  .  T ilf =9,6671 ...     ,,         +900od. 

auf  dem  Pol. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Bestimmung  der  Wärme - 
mid  Lichtmenge  för  einen  grossem  Theil  des  Jahres,  oder  auch 
f&r  das  ganze  Jahr.  Allein  es  wäre  sehr  umständlich  >  dieselbe 
für  jeden  einzelnen  Tag  zu  berechnen »  und  zuletzt  alle  zu  sum- 
miren.  Diesen  Zweck  erreichen  wir  weit  schneller  durch  die  Dif- 
ferenzen-Rechnung. 

Es  ist  hier  völlig  genügend,  uns  die  Erdbahn  kreisförmig  und 
die  Sonne  im  Mittelpunkt  befindlich  vorzustellen,  so  dass  dieselbe 
iB  ihrer  Länge  täglich  um  denselben  Bogen  fortschreitet  und  alle 
bürgerlichen  j*age  einander  gleich  sind.  Diese  Annahme  können 
wir  um  so  eher  machen»  als  physikalische  oder  Örtliche  Ursachen 
noch  weit  bedeutendere  Modihcationen  eintreten  lassen. 

Die  Länee  der  Sonne  bezeichnen  wir  mit  X  und  deren  tägli- 
ches Wachsthum  mit  h.  Unsere  Summationen  aber  können  wir 
in  Beziehung  auf  den  Variablen  k  nnd  dessen  constaotes  Wachs- 
thom  A  durchfahren,  während  i  an  die  Gleichung  gebunden  Ist 

sind=sinc-sloi, 

wo  i  die  Schiefe  der  Ekliptik  bezeichnet 
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Wir  sind  nun  genßthigt,  die  Fonnelb  3)  und  A)  so^  «mzufoi- 
men,  dass  eine  Intesration  in  Beziehung  auf  X  möglich  ist.  Dies» 
iässt  sich  in  Beziehung  auf  3)  nur  durch  eine  unendliche  Reihe 
bewerkstelligen. 

Setzen  wir 

so  hal»en  wir  aus  3) 

U=  sino .  S  + 

Hiervon  ist  das  Differential  in  Beziehung  auf  x 

,   ^  ,«       cosd.sinS  .  cosd.cosS.<2jSs 
dü%=iamo.dS2 ä ^ ^ ' 

Eliminiren  wir  cos5  vermittelst  des  Werthes  —zlg^,  so  ist 


oder 


wenn  wir- 


dC7.  =  — ^(l-csinl«)*» 


8ine*(l +  *•)=<? 


setzen. 


Nun  konnten. wir  die  Wurzelgrosse  (1  — csinA^I  nach  dem  bi^ 
nomischen  Lehrsatz  entwickeln »  und  hierauf  die  Potenzen  von 
sinil  in  die  Sinus  und  Cosinus  von  l  und  dessen  Vielfachen  ver- 
wandein. Diesen  Zweck  können  wir  jedoch  unmittelbar  erreichen« 
und  da  nur  gerade  Potenzen  von  sinil  zum  Vorschein  kommen, 
und  diese  keine  Sinus,  sondern  nur  Cosinus  erzeugen,  so  setzen 
wir 

(l— csinX^)i  =zao  +  ai  cosil  +  aaCos2A  +  a^coaSl  + Oncosnk . 

Nimmt  man   die  Differentiale  der  Logarithmen   beider  Seiten  in 
Beziehung  auf  X,  so  kommt 
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c.siD2il 

.    (2— c)+c.cos2A 

OiSidA  +  2€iaBln2A-f-3fl3Sin3A +nanBnink 

Oo+aiCOsil+^icösSi+asCosSiL.... +ai»cosiiA 

Da  im  Allgemeinen  ist 

so  hat  man,  wenn  [man  die  .Nenner  wegschafft«  als  Coefflcient 
▼on  sinnA: 

^  con^  —  2  <?«»+«— (2  -  c)nan  —  ^  («-^)ca«-a—  5  ("  +  ^^  ^"*+»  * 

Setzen  wir  diesen  CoefBcienten  gleich  Null,  und  ersetzen  tt  durch 
»—2,  so  entifickelt  sich 

5-^  .   2(n— 2)^-      2, 

Setzt  man 

.      (l-c.sin;i«)i=[l  +  j(6^^=*-c-^^^i)a]i, 

so  überzeugt  man  sich,  dass  bei  der  binomischen  Entwicklung  il 
in  der  Potenz  ^^^^^  stets  nur  in  Begleitung  eines  geraden 
Coefficienten  erscheint,  so  dass  sich  die  UoeilSicienten  On  mit  un- 

feradem  Stellenzeiger  als  Null  ausweisen.    Alle  Coefficienten  On 
estimmen  sich  daher  in  Oq  und  a^,  welche  letzteren  unmittelbar 
zu  entwickeln  sind. 

Oq  ist,  nebst  i,   der  Inbegriff  aller  der  Grossen,    welche  in 
den  Potenzen   (e^V-^ — ^V^)2i»     das     mittlere     Glied     aus- 

m^hen;  und  ebenso,  ist  -^  a^  die  Summe  aller  deijeoigen  Coeffi- 
cienten, die  jenem  mittlem  Gliede  unmittelbar  vorangehen  oder 
auch  nachfolgen,  d.  h.  der  Coefficienten  der  Grosse 

Auf  diese  Weise  findet  sich : 
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4    o«      j«    11   AV     „ ^  ,   1.1.3     /cV 


—8.7.6.5. 


LU.5 

(1.2.34)' 


KD* 


1  c   .  .  1.1/cV  .  6-5    1.1.3 /c\»  .  8.7.6  1.1.3.6 /cY 

2m(2m--.l)(2m~2)....(rn+2)   U.3.5....(2iit-^)/c^» 
+  1.2.3^(m-l)  •        l,2.a..m        W    ' 

Vermehre  ich  jede  dieser  Reihen  um  ein  Glied,  indem  ich  das 
neue  Glied  ans  dem  letzten  durch  Verivandlang  des  m  In  in-f  I 
gewinne  9  und  dividire  hierauf  das  letzte  durch  das  mremsletzt^ 
so  finde  ich  für  die  Verhältnisse  zweier  aufeinander  folgender 
Glieder: 

4m«— 1 
'^Mdn+l)« 
und 

4m«— 1 


c. 


4m(m-f  2) 


Beide  VerhSItnisse  sind  kleiner  als  c,  nähern  sich  aber  dieser 
GrOsse  desto  mehr ,  je  grosser  m  wird ,  und  gehen  nvr  ffir  «rs:  od 
in  c  über.  Die  Convergenz  beider  Reiben  Ist  daher  gssidiert, 
sobald  c<l,  d.  b.  wenn 

sine*. (1+^/3*)  <  1 ,  oder  sine  <  cosjS , 

mit  Worten,  wenn  die  Breite  den  Polarkreis  oAcht  etreleht«. 

Um  jedoch  auf  u  zurückzukommen,  rouss  dU%  in  Beziehung 
auf  1  integrirt  werden,  und  es  iraet  sich,  ob  obige  Rdhen  auch 
bei  dieser  Sachlage  noch  als  brauchbar  sich  zeigen. 

Wir  haben  daher  zu  vergleichen 

oder  bei  Vernachlässigung  des  gemeinschaftlichen  Coefficienten 
sin«*»: 


(t+^») 


%\m 


^tfl^ä.. 
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Es  ist  aber 


P^^ä. 


-n-j+iH^+nrr"  3  +  — lÄs — 5 +• 

%  mag  positiv  oder  negativ  sein ,  so  ist  für  alle  Werthe  von  z^  l 

jedes  Glied  der  obem  Reibe  grosser,  als  jedes  Glied  von  der- 
selben Ordnang  in  der  untern  Keibe,  mit  Ausoabme  des  Falles 
2=1,  wo  die  absoluten  Werthe  der  zwei  ersten  Glieder  einander 
gleieb  sind»  nemlich  =1.    Es  ist  daher  um  so  mehr. 


als  das  Integral  eine  Differenz  kleinerer  Grössen  vorstellt »   w£b- 
rend  -^  eine  Summe  grosserer  Glieder  bt. 

Fär  %  positiv  und  >1  ist  /      ^         atets  positiv,  und 
für  %  negativ  und  >1»    ,>  »y  9»      negativ « 

mit  dem  einzigen  Ausnahmefall  ifi=0.    Es  ist  aber 

m(m->l)(m— 2)  z      • 

+         1.2.3 ^  ^^"  5  >  +  •• 

wo  das  negative  Zeichen  für  das  positive  z  und  das   positive  für 
das  negative  z  gilt 

X  mag  so  gross  sein»  als  es  will,  kann  man  doch  stets  m 
einen  Werth  beilegen»  der  diese  Differenz  (Summe)  positiv  macht» 
so  dass  jedenfalls  in  der  Entwicklung  von  U  die  später  folgen- 
den Glieder  bewirken»  dass 


f 


wird. 
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Um  diesen  Cmatand  herbeiznföhren ,  bat  man  nicht  einmal 
notbig,  auf  einen  beben  Wertb  von  in  anzuateigen,  denn  wir  hnben 
uns  bereits  überzeugt ,  dass  Convergenz  nur  dann  erreidbt  wird, 
wenn 

co$j3>sioe» 

welches  gleich  ist  mit 

1  <  cotge . 

Nun  ist 

cotge  =  2, 3035 

und  da  z  nicht   einmal    diese  Grösse  erreichen  darf,    so  ze^t 
sieb  in  obiger  Reihe  fär 


(l+i«)" 


»« 


T 


:  rQ±pi 


höchstens  das  dritte  Glied  als  nesativ,  so  dass  schon  der  Wertb 
m=:3  diese  Differenz  positiv  macnt. 

Die  Reihe  für  ü  oder  ti  zeigt  sich  daher  nocb  branchbarer 
als  die  für  dU,. 

In  Beziehung  au^  die  Anwendung  der  Formel  6)  zur  Bestim- 
muDg  des  Coefficienten  a^  ist  zu  bemerken ,  dass  das  erste  Glied 
in  der  Entwicklung  von  (l — csink^l  den  übrigen  cooform  sein  vauas, 
d.  h.  es  muss  die  Form  haben  i^cosoA  oder  vcoso.    Soll  aber  die 

Grösse  e*'^""*  +  «-«'^'"*  einen  Cosinus  darstellen  ^  so  muss  ihm 
ein  Zweier  als  Nenner  untersetzt  werden ,  woraus  folgt,  dass  der 
CoefBcient  On  stets  der  gedoppelte  Coefficient  von 

in  der  Entwicklung  fiir^ 

ist. 

Die  Grenze  des  Verlustes«  bei  beliebiger  Abbrecbung  unse- 
rer Reihe 

a)  ^0  +  a^co82k  4-  a4C0s4A . .  • .  -f  a^iiCosSic  A 
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lässt  steh  am  ElofachsteD  dadurch  bestimmen,  dass  wir  das  Bi- 
nomium  (1— ^sioX^i  uBmitteibar  entwickelD,  wodurch  wir  erhalten 

b)        1-i  c«inX« -~.  }~  c«8lnjl4  .  ^    ||li|c«smA«.... 

±   l.La5^(2m^) 
•-2«         1.2A...tit      *^*"*    • 

Die  Reihe  a)  geht  aas  der  Reihe  b)  hervor,  wenn  die  verschie- 
denen Potenzen  von  sinX  in  Sinus  von  X  und  dessen  Vielfachen 
verwandelt  werden.  Es  ist  auch  bekannt,  dass  der  h5chste  viel- 
fache Bogen  in  den  Verwandlungen  von  sinil**  der  2mfache  (2ftii) 
ist,  woraus  folgt,  dass,  wenn  man  in  b)  mit  dem  Gliede 

1    Ll^.S»....<8m-3)  _  .  ,^ 

2^'   •  i.i^^ — ^«^^*" 

abbricht.  In  a)  keine  hChem  Potenzen  von  c  erscheinen  werden, 
als  c'^,  und  dass  demnach,  wenn  man  n=zm  macht,  und  in  .den 
Coefficienten 

die  Potenzen  von  c  nur  bis  auf  e"  ansteigen  lässt;  in  a)  auch 
kein  einziffes  Glied  verloren  geeangen  sein  wird,  so  4ass  beide 
Reihen  voDstindig  den  gleichen  Werth  haben  werden. 

JjSsst  man  nun  in  b)  m  um  die  Einheit  wachsen,  so  erhält 
maA  dadurch  das  (m-f2)te  Glied,  und  dividirf^vian  diese  durch 
das  (m-l-Dste,  so  ist  das  Verhftltniss  derselben 

2Sr+2^**"*  • 

2m  — 1 
Der  Coefficient   ö^ttö^  '^^  ^^^^  kleiner  als  c  und   nähert  sich 

bloss  der  Grosse  c,  wenn  m  wächst  Es  ist  also  auch  diese  Reihe 
conv^ergent,  sobald  c<l. 

Die  Summe  der  geometrischen  Progression 

a  +  ae  +  ae^+ ....  a«*+* 
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aber  ist 

Lässt  man  jedoch  die  Reihe    mit  dem  Gliede  e"*  b^inneo,    so 
setze  man  nur  a=e**  imd  dann  bat  man 

ist  e  ein  Brach,  und  gleich  — ,  so  gibt  tKess  ftlr  i9=saD 


9-P  \9j 

woraus  folgt,  dass  die  Samme  der  nachfolgenden  Glieder  gleich 
ist  dem  -  -^  fachen  des  vorangegangenen  Gliedes.  Sind  jedoch 
die  Glieder  der  Progression  noch  mit  fallenden  Coefificienten  be- 
gleitet, wie  diess  wirklich  in  b)  der  Fall  ist,  wo  c  fär  ^  steht, 
so  erreicht  die  Summe  der  nachfolgenden  Glieder  niebt  ehunal 
das  ■  fache  des  vorangegangenen  Gliedes. 

Hat  man  sich  daher  fiber  den  Grad  der  beabsicbtigten  SchSrfe 
der  Rechnung  entschieden;  so  wird  man  in  der  Formel  b)  das 
Glied  bestimmen,  mit  dem  man  abzubrechen  hat.  Ist  es  das  Glied 
c".sinil^,  so  wird  man  auch  nur  die  Coefficienten  a  bis  a^»  be- 
rechnen, in  denselben  c  bloss  bis  auf  die  Potenz  e*  steigen  las- 
sen und  mit  dem  Gliede  a»coa%iX  endigen.  So  wird  man  end- 
lich haben 

rj—^  /^^o+^^^^^  ^  a4Cos4A.,.>..  +  a^cos2ul.      ^ 

wo  C  die  durch  die  Integration  eingegangene  Constante  ist, 
welche  im  Allgemeinen  eine  Function  von  Jl  sein  wird.  Um  diese 
Constante  zu  bestimmen«   gehen  wir  zurfick  auf  die  Gleichung 


,  -,  cosd.siuiS 

dü»=z — —5 —  , 


deren  Integral 
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ü=-f^^^d,+  C  ü 


keio  anderes  Ist«  als  das  obige.    Ütamach  ist 


/ cos  J.  Sil 


siuS  ,    .  ^        .   •  «  .  cosÄ.sinS 


-<b-f  Csssin4.5-f 


Int^riren  wir  per  partes»  bo  heben  sich '■- gegeoseitig 

auf «  und  es  ist 

—  y  ^ .  eos«.cosS<ZS.  +  C=  sin*.  S . 

Ersetze  ich  cosjS  darch  —  s.tgd»  so  ist 

fstn5d%dS»  +  CzsamÖ.S 
oder 

sind.  S-f  C=  sind.  S, 
folglleb  Cssa    Somit  haben  wir 

7)     ii=--sinpy  ^=^-^ p d%. 


Setse  ich  nnn 


— sin/jy  ^^=4i. 


so  kommt 
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8)  uszAo+AifiOiai J^nCOBÜnil. 

Von  den  IntegraleD 


ß^^^ä*. 


^(1-f  ««)» 


lässt  sich  leicht  das  nachfolgende  durch  das   vorhergehende  be 
stimmeB.    Man  hat  oemlich  zuerst 

und  hierauf 

yiL^*  =  _  9JI^+a.y(,+.^*. 

Eliminire  ich  nun 

y*(l+»«)— id», 
so^  kommt 

Setse  ich  nun 

sinjJ  /  j3 =  Ai , 


810, 

so  ist 

-^= — cos/3, 
>ii=sec/3-f  2^4 

4=j(sec|S»+4>ii), 


ßf^^=^: 
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^,=g-(8ec/J»+6-^), 


ytr=  ^^  (.ec/S*-i  +  ^Ar-x). 


Um  nun  in  den  Eotwicklungeo  von  o^,  a^,  o^....  die  Coeffi- 
cienten  von  g-   «a  bestimiiMn;  «etzen  «rir 

«„=1+0^  ^sA*^  [js)  ^"^  w  +**  w  + 

«.=^'(f)+-ay+-'(0"+-"(i)*+- 

«•-*•  V87  +"*  \fi)  +•*  W  '*' 


uod  daoii  hat  man  «  -  • 

^       d)  ^  ginc«      («^/ain€«V     ^'^  .  /««««"V 

W  ,  sine«       (*)  ^  /siD««\«      (s)  ,  /sio««V 
4i=-«a  ^i-Q oj  ^^-g-^  — «a  ^8^-^^  — .... 

W  ^  /«in«« V     ^•^  ^  /8in£«\»      (*)  ^  /sine'V 


Nim  gibt  die  Formel 
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5-n  .  2(n~2)        2 


nach  einander: 


1 /     .i         8     ^ 

1  8 

''6  =  7  (-^+*%-2-  -  «4)« 

I  8 

1  8 

«10=  11  (— 5«4  +  *^^  ""^'c  "•V 


Macht  man   nun  die  geborigen  Sub8titufi#neil  und  Tergleicht  die 
Coefficienten  derselben  Potenzen  von  g»  ch>  kommt 

«^  =g-(ao+4aa  — «^  ) 

(4)     1      <4)  .   .    (4)        (6) 


«^   =ijr(--a,  +  8o4  —  2«4  ) 

(6)        1         {»)      „(»)        „  («)^ 


^•'=^(_3i;'+i»4*u^*\ 
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(»)        1  ,     ^,  (ft)    ,^  (6)      ^  (•) 
«10  =11 1""^**«  +^^  "^  > 


B^reebnen  wir  nan  a   numerisch  und  stellen  die  ersten  Werthe 
tabellarisch  dar»  so  haben  wir 
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«0 

«^ 

«4 

«^ 

«,=2 

«r'=4 

«4  =—1 

«^"=-10 

«i'Ll5  « 

C((  =  — 6 

(8) 
««  =1 

(4)    173 
«0  =-  4 

«t  =70 

«:*L_35 

«,'*Lio 

(M    441  . 
"0  = 2" 

(»)   735 
«.  -  2 

.^•L-210 

(s)  315 

(«)    4851 
«0  -    4 

«i  =2079 

(«)    10395 

(•)   1165 
•^  -  2 

(r)    14157 
«0  =    2 

(n  99099  . 
"»  =  8 

(7)    33033 
«.  -    4 

(7)  33033 

«^  -  8 

(8)    2760615 
«•  =-   64 

(*)   306735 

(8)    429429 

«4   -      g 

(•)  117117 

«6    =    4 

(9)    8890825 

(»)  15643485 
"«  ~   32 

(»)    1422135 
«*  =     4 

(»)  3318315 
•^=16 

do)    112285439 

m     61038845 
«»  =   16 

(10)   163116635 

do)   11778195 

w.  -     64 

^       64 

**  =   8 
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«io 


«^« 


«U 


6 
•4 

35 


)_ 

3003 

)_ 

i9sigs 

-  16 

=- 

765768 
-   8 

) 

11778196 

"^  "" 

16  { 

(»)      7 
«i„  =  j 


(•)_63 


(r)      3003, 
«I.  =— §- 


'(•)      15015 
«^0  — ~4~ 

(•)     546978 
'*'**  —     16 

go)     2375639 
«1,  —       g 


(•) 
«1»  = 


(r) 


(•) 
<%»  — - 


(») 

Ol»    =' 


«1.    = 


21 

•ff 

m 

'  4 

6435 

8 


11778195 
128 


(»)     33 


(•)     429 
«»•=-4- 


(•>      109396 

«I*  =-si- 


(10) 
«14      = 


Th«U  \n. 


IS 
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Dt«  Otefdrang  4)  aber  gibt 

9)    Jir=248iD/}.sin€.sinX. 

Nun  ist  bekanntlich,  wenn  man  das  constante  Wachsthnni  von  x 
durch  h  darstellt : 

sinyCar+jA) 

Scos^^rs j +  Const 

2sino9A  1  «    ,       «        . 

^  ^  I     wo    iS    das    Samminings- 

.  }  zeichen  vorstellt. 

cosyCar  +  ^Ä) 
58in9^  = j +  Const.! 

Will  man  nun  die  Summen  der  n+l  Glieder 

sin^a  -f-sin9(a-t-A)  +siny(a+2Ä) ....  +sinq(a+nh) 
und 

cos^a-f  cos9(a  +  A)  +  cos9(a+2A) +co8y(a+«A) 

haben ,  so  bat  man  obige  lategrale  zwischen  den  Grenzen 

a:=a  — A  und  xzna+nh 
zu  nehmen«  und  diess  gibt 

8iA9(a  +  2  «A)sin  g-  9*(«+^) 
sin^gh 

C08q(a  +  2*  nA)sin  o  ^A  (n  -f  1) 

Scoags  = y — — . 

sin  5  gh 

Da  das  Waehsthum  A  in  unserm  vorliegenden  Falle  die  Län- 

genzunahme  der  Sonne  in  einem  Tage,  folglich  kaum  =ggistySo 

konnten  wir  bei   unserer  beabsiphtigten  Summation  in  Beziehung 

auf  8)  in  den  drei  oder  vier  ersten  Gliedern  qgh   statt  sin  5  gh 

setzen.    Ist  l  die  am  ersten  Tag,   Mittags  12  Uhr,  stattfindende 
SonnenISnge,  so  haben  wir  aus  8)  fiSr  m-f  1  Tage: 


Digitized  by  VjOOQIC 


175 

10)  Äi=(m+l)ilo 


co82(A'  -f  4«*)aiiiA(m-f  I) 


eo84(X'  -I-  ^ mh)»bäh(m  -fÜ) 


co82n(V+2mA)suutA(in-fl) 

£ben  80  liefert 9)  far  m-f  1  Tage: 

11)     gj|f=^'y^'"V8in(V  +  JinA)  8mgA{m+l). 

Die  Formel  10)  reicht  beioabe  für  die  ganze  bewohnte  Etde 
,  ir&hreod  11)  nur  fi3r  die  PolailSnder  anwendbar  ist 

Bestimmen  wir  nun  für  die  gemässigten  und  Tropenländer 
die  Wärme-  oder  Lichtmenge  eines  ganzen  Jahres.  Nenmen  wir 
das  Jahr  zn  365V4  Tagen  an  nnd  wählen  die  Län^e  eines  solchen 
Ortes,  welcher  um  Mittemacht  seio  FrfiblingsäquiDOctium  hat,  so 
föilt  dieses  Aeqninoctinm  nach  einom  Jahre  auf  6  Uhr  Meißens,  ' 
wo  also  die  zweite  Hälfte  der  Macht  weder  Wanne  noch  Licht 
liefert.  Fiele  aber  das  erste  Aequinoctium  auf  Morgens  6  Uhr,  so 
käme  das  zweite  auf  Mittagis  12  Chr,  so  dass  hier  V^  Tag  weiter 
in  Rechnung  zu  bringen  wäre,  und  zwar  bei  der  Declination  d=0. 
Man  wird  daher  nur  unbedeutend  von  der  mittlem  Wärme*  oder 
Lichtmenge  abweichen ,  wenn  man  der- Summe  für  366  Tage,  das 

erste  Aequinoctium  ßir  Mittemacht    angenommen,    noch  -^u,  fär 

i=0,  beisetzt,  d.  h. 

4«*=  4  cos/?. 

Noch  einfacher  erreichen  wir  unsera  Kweck,   wenn  wir  inter- 
poliren,  und  setzen 

Da  wir  nun  haben  X'=^k,  so  ist 

12* 
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und 

siofiA(fiH-l)=0« 
folglich  die  Wärme-  oder  Licbtmeoge  eines  Jahres 


SM=?^=366,26i<o 
oder 

12)      SJf=^4o=2790,34,. 

Wollen  wir  die  Wärme-   oder  Licbtmenge  eines  Jahres  für 
den  Aequator  bestimmen«  so  ist  ß^O  und 

u4  0  =^ -4i  = -4»  = -4i  ^^  •••••  «^Ä  =^  "~  1  * 
folglich 

Nan  ist 

log  (2|i*)  =0.2971462-2 
und  diess   gibt 

und  endlich 

Silf=2e76 

für  den  Aequator. 

Wollen  wir  die  Wärmemenge  des  Pols  suchen,  wo  j}=gO^  >    bo 
haben  wir  es  hier  nur  mit  einem  halben  Jahre  zu  thun  •    so  dass 


und 


folglich 


1  9C 

sin  2  A(m+I)  =  sin  j  =  1 » 
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13)     SJIf=^"!i=llll 


flir  den  Pol. 


Die  dem  Aequator  in  eioem  Jabre  zngefShrte  Wärme-  oder 
Licbtmeoge  ist  also  2,  4  oder  2^6  mal  grosser,  als  diejenige  des 
Poles« 

Die  Fruchtbarkeit  eines  Landes  bftngt,  unter  Übrigens 
gleichen  Umständen,  bauptsäcblicb  von  der  demselben  znge- 
ttthrten  Wärme-  und  Lichtmenge  ab,  und  wir  dürfen  bei  deo  in 
den  irdischen  Temperaturen  stattfindenden  engen  Grenzen  afinehr 
men,  dass  für  dieselbeo  Gewächse  >  z.  B.  Rir  dieselbe  Getreide- 
art, die  Summen  der  Wirkungen,  um  sie  gedeihen  zu  lassen  und 
zur  Reife  zu  briogen,  gleich  sind. 

Wir  setzen  die  in  Stunden  angegebene  Zeit  des  Gedeihens 
derselben  Fruchtgattuog  für  die  Breite  ß  gleich  t,  fiir  die  Breite 
ß'=if,  die  von  der  Sonne  in  diesen  Zeiten  gelieferten  Wärme- 
oder Lichtmengen  gleich  TIf  und  M',  so  wie  die  Wärmemenee,  die 
der  Erdboden  selbst  je  in  einer  Stunde  gibt,  respective  ffTeich  m 
und  mf.  Setzen  wir  femer  die  Wirkung  der  Mengen-Einheit  der 
Wärmen:  1  und  die  Wirkung  der  Mengen  «Einheit  des  Lichtes 
gleich  fo,  so  haben  wir 

Ä  +  m< + «c  Jf  ~  Ä' +  iJi'f  +  foilf ' 

oder 

Da  M»  M',  i  und  C  bekannte  Grossen  sind,    so  gibt  diese 

nt  mf 

Gleichung  die  zwischen  73-    ""^'TZI,  stattfindende  Relation  an. 

Wollte  man  (ur  die  Breite  ß  und  eine  neue  Breite  ß*'  eine  zweite 
GleichuDg  aufstelleo,  so  könnte  man  1  +  c  eliroinlren,  und  dadurch 
würde  sich  eine  neue  Relation .  zwischen  m,  m'  und  mf'  dar- 
stellen. 

Bei  absichtlich  angestellten  Proben  hat  es  der  Mensch  in 
seiner  Macht,  in  Beziehung  auf  den  Boden  und  dessen  Befeuch- 
tung Gleichheit  der  Umstände  herbeizuführen. 

Wollen  wir  endlich  die  Wärme-  und  Lichtmenge  bestimmen, 
die  die  Sonne  in  der  Zeit  T  dem  ganzen  Erdballe  überhaupt  zu- 
führt, so  können  wir  uns,  da  stets  Eine  Halbkugel  Ton  derselben 
erleuchtet  ist,  vorstellen,  die  Sonne  stehe  im  Zenit  eines  Pols, 
während  die  Erde  ruht.  Dann  ist  die  dem  Element  dßdl  in  einer 
Stunde  mitgetheilte  Menge  . 

=  Ä«rf/3rfA.  sin/3. 
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wobei  wir  einen  Ort  mit  beliebiger  Breite^  und  beliebiger  Länge  l 
gewählt,  und  den  Halbmesser  der  Erde  =zR  gesetzt  haben. 

Die  dem  ganzen  Breitenicreise  mitgetheilte  Menge  i«t  daher 
=2i;EiZ*£2/78in/}.co8/}=:  nR^sin^ßdß. 
Die  iotegrsHen  gibt 

wmi  «winehen  den  Crenzen  ß^^  und  ß:^0 

folglich  60  Tiel»  als  ein  grusster  Durchschnitt  der  Erde«  den  die 
Sonne  senitrecbt  hesdieint,   empfangen  würde. 

Diess  gibt  in  der  Zeit  T 

was  Ifr  ete  ganzes  Jahr  liefert 

365.25.24./Ar = 27539.Ü«. 
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Heller  die  Yon  Polaren  uDd  Jüsyn^* 
totenctaordeB.mnliilllteii  Oonren. 

Von 

Herrn  O.  B  er  mann, 

llütfiiffehrer  aoi  Gymnftiiuni  xu  Wetskir. 


(Portsetzmig  des  Atffßatzes  in  Theil  XIT.  S.  382.). 
'  I. 

Nachdem  die  Eiohüllangscurven  betrachtet  worden  sind« 
welche  durch  Verschiebung  des  Poles  in  gegebener  Bahn  ent- 
stehen»  wenden  wir  uns  su  denen ,  deren  Entstehung  durch  Aen- 
derungen  der  Directrix  bei  ttüV^t^näertdixi  Pole  bedingt  wird. 
Die  Aenderungen  der  Directrix  kOnnen  ihre  Form  oder  ihre 
Lage  wodtficiren.  Bei  solchen  der  letzteren  Art  Ifisst  sidi  im- 
mereine Bewegung  des  Poles  bei  ruhender  Directrix  denken,  welche 
dieselbe  Corre  ersmgen  würde; doch  nur  in  wenigen  einzeU 
nen  Fällen  ist  es  leicht,  Ruhe  oder  Bewegune  von  Pol  auf 
Directrix   uitd  timgekehrt  an»  übertragen,  so  z.  B.  im  Falle  einer 

feradlinigen  Bewegung,  wo  die  direct  entgegengesetzte  in  dersel- 
en  geraden  Richtune  zu  substituiren  ist.  Das  Verschieben  der 
Directrix  in  gerader  Kichtung  ist  demnach  auf  die  früheren  Be- 
tradrtungei^  zorfickgefllhrt 

Indem  wir  hier  die  Aenderungen  in  der  Form  der  Direotrls 
nicht  weiter  betrachten ,  soll  bloss  eine  von  den  vielen  hinsicht- 
lich der  Aenderungen  ^wdffer  Atft  nKiglichen  Annahmen  her- 
vorgehoben werden,  der  Fall  nUmlich,  wa  sich  der  Kegelschnitt 
um  seinen  Mittelpunkt  dreht.  Für  die  Parabel  geht  diese  Dre* 
hung  in  ä»  Gleite«  längs  einer  Tangente  über,  was  aber,  wie 
schon  erwShni»  auf  das  Frohere  redncirt  werden  kann.    Da«s  eine 
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coDceotrische  Kreisbew^ng  des  Poles  (in  en^geDgesetzter 
Richtung)  bei  ruhender  Directrix  hier  nicht  snbstitnirt  werden 
kann,  erhellt  sogleich  bei  näherer  Betrachtung. 


II. 

Betrachten  wir  zuerst  die  von  den  Polaren  des  Poles  a^^  jf 
emgehilllte  Curve.  Es  wird  im  Folgenden  ein  rechtwinkliges 
Azensystem  gedacht,  dessen  Anfangspunkt  in  den  Mittelpunkt  der 
Directrix  ftllt 

Dreht  man  die  Directrix  ^llipse  oder  Hyperbel)  um  den  Win- 
kel (0,  so  ist  ihre  Gleichung  offenbar  dieselbe,  wie  die  des  unverän- 
dert liegenden,  wenn  dieselbe  auf  Coordinatenaxen  besagen  Ist, 
zu  denen  man  durch  blosse  Drehung  der  früheren  Axen  (ohne 
Versohiebung)  um  denselben  Winkel,  abc^  in  entgegengesetzter 
Richtung,  also  um  — m  gelangt.  Die  hier  gOltigen  Transforma- 
tionsgleichungen  sind  aber 

jr=:^tCOs(— (o)—- y|Sin(— ip),  oder  j;=y|8inco-|-<2?|COS(o, 
5f=:r|Sin(-^io)  -f  yicos(-r-ip).  y=yicoso~d?isinia 

Gehen  wir  von  der  einfachsten  Annahme  aus,  die  ursprüng- 
liche Lage  der  Directrix  sei  von  der  Art  gewesen,  dass  ihre  Haupt- 
axen  nut  den  Coordinatenaxen  zusammenfallen,  als  primitive  Glei- 
chung 

oder 

y»+pa:«+«=0,  wo  <»=i5^,  f=-6* 
Durch  die  angegebene  Transformation  geht  1)  über  in 

Gleichung  des  um  den  Winkel  o  gedrehten  Kegelschnittes« 
Setzt  man 

cos*ia=        o i  sin*cj=: s j  1 -f p=m,  l—p=ifi; 

also 

4    .p.a        l-f/g4-(l-g)eos2«     m-fiicos2« 
cos*» -l- 1^810'«»= ^ 4j     = 2 ' 


sin 


«    ;  XI      «       1+/J  — (l— ftcos2»     m— neoflSo. 
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SO  rMuitirt  fflr  2): 

3)       >        9««d2«    j.      iii-i|cas2i»  2s 

^     3r     |„  +  „cog2i»  ^ ^m-f'i|co82c9      ^  iii+jico82a)~^ 

Ffir  den  Kegebcbiiitt 

ist  aber  die  Chordale  des  Poles  (x',  ly'): 

and  hier  ist 

~iisin2»  m — ticos2ip      jt^n  2g 

"•  m  +  9tcos2o>'  '^•tA+neos2a>'^^*^"""*  '*  m-f  iicos2ai* 

Also  Gleichang  der  Chordalen  des  gedachten  Kegelschnittes  flfr 
den  Pol  asf,  y*: 

/nk^^ncoB^a      ^     iisin2«         \  2< ^ 

'  Vn>+n<^os2io  •        iii+«co82a>  ^^Z**  iii2iicos2a'" 

oder 

6)   »eos2i»(9'y— :r';r)-iisin2ioVy -t-y^)  +  m(9'y  -f  ^^  +  2«=0. 
Setzt  man  also  labkdrzend 

so  hat  man: 

6)    itilcos2o-fiBsin2io-f  mC=0. 
Die  Difereozialgleichang  nach  o  ist 

7)    Bcos2a)-f  i<8in2io=0, 

CO«  2floc=— ^in2oi. 

Dies  in  .     '       , 

COSTCO +8in*2«»sl 
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flubstitairt«  gibt 

,  ^  B  .    --^A 

8102«=— p=====,  also  co82in=' 


Dies  in  6)  snbstitairt,  gibt 

oder 
qnadrirt; 

woraus  sich  endlich  ffir  die  gesuchte  Gleichung  der  Umhfillangs- 
curve  ergibt: 

8)    «»(^H**)— m«C»=0. 


III. 


Betrachten  wir  diese  Curve  näher. 

£=0  oder  x'y+y^x=^0  ist  die  Chordale  des  Systems  (als 
Kegelschnitt  betrachtet)  der  beiden  Coordioatenaxen  selbst»  d.  h. 
die  durch  den  Mittelpunlct  der  Directriz  sehende  Linie,  welche 

Sarallel  der    zweiten  (nicht  durch  den  Pol   gehenden)  Dii^onale 
es  far  den  Pol  a/,  y'  construirten  Coordinaten- Rechtecks  Ist; 

A^=iO  oder  y'y — a;'a:=0 

schneidet  die  vorige  im  Mittelpunkte  der  Directrix  rechtwinklig, 

und  .  .  w 

C=0  oder  yY+äi'a:^^-^ 

ist  die  Chordale  des  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitte  concen* 
irischen  Kreises  vom  Radios 
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-J^  od«  «6^"^^. 


Es  liegt  der  Gedanke  einer  Vereinfachung  unserer  Curve  dadurch, 
dass  man  die  aufeinander  senkrechten  A=0  und  A=:0  zu  neuen 
.  Coordmatenaxen  nähme,  nahe;. doch  eenügen  die  alten  Coordina* 
ten  in  dieser  Hinsicht  eben  so  gut.    Es  ist  nämlich 

t 

uDd  Gteiehuag  8)  reducirt  enck  auf 

Gleichung  8)  lässt  sich  schreiben : 

(nA  +  inO  («i*—  mQ  +  Ä^Ä* = 0 
und 

d«b.  der  EiahfiUungA-Kegelschnitt  ist  in  ein  gegebenes  Viereck  so 
eingeschrieben,  dass  auch  die  vier  Berührungspunkte  angegeben 
sind,  und  demnach  leicht  zu  construiren. 

Es  erfaeUt  nämlich  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen ,.  dass « 
weil  dietfetbe  befriedigt  wird,  wenn  gleichzeitfg  ^ 


"/  od      ^^-^^^—^l 


ist,    derselbe  durch  die   Punkte   geht,    wo  die  Linie  ^=0  die 
beiden  Geraden 

nA+mC=zO  und  nJ— mC=^0 

schneidet,  und  ferner,   weil  B  in  quadratischer  Form  erscheint, 
dass  jeder  dieser  Uurchschnittspunkte  als    das  Zusammenfallen 


*)  Fuhrt  man  jene  TfantforniAtiun  au«,  indem  man  B=zO  aU 
oeoe  Aze  der  :r,  Ä=0  alt  neue  Axe  der  ^  annimmt,  so  resiiltirt.  wenn  man 
auch  den  Pol  auf  die  neuen  Axen  bezieht  und  daher  2x'y'=x",  p** — jr'* 
=r^''  setzt,  wo  X^*,  y"  dann  die  neuen  Coordinaten  desselben  sind : 

eine  nicht  so  einlache  CHeidiung. 
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zweier  Punkte  vertretend  anzusehen  ist»  d.  h.  dass  lene  Mden 
Geraden  Tangenten  sind«  Bbenso  geht  aus  der  Gleicnung  henror, 
dass  die  beiden  Geraden 

nB  +  mC—0  und  fiB-^mCzsO 

den  Kegelschnitt  da  tangiren,  wo  sie  yfOü''A=:0  geschnitten 
werden. 

Es  ist 

nA+mC=zO:  (l-i8)(y'y-a:'ar)-KI+/J)(y'y+«'j:)+2«=0 

oder 

so  wie 

nA'-mC^O:  afx  +  fty^^y  +  8=0 ; 

erstere  nichts  anderes  >  als  die  Chordale  der  Directriz  in  ihrer 
primitiven  Lage,  letztere  dasselbe  für  den  (reciproken)Pol,  dessen 
Abscisse  der  Ordinate  des  gegebenen  gleich  ist ,  und  umgekehrt. 

Die  Goordinaten  der  Durchschnittspunkte,  resp.   Tangentlal- 

S unkte,  sind,  wie  sich  durch  Elimination  einer  der  Variabein  aus 
en  betreffenden  Gleichungen  unmittelbar  ergibt: 


von  B=0  mit  ni4+iiiC=0:r  ar=^-p5;^,  V-'^^pSl^' 


nB  +  mC=0  ist  (n.r'  +  m^y  +  (ma:' +ny')x  +  2«=0 
oder 

(a:'+»')(^+y)+/»(^-sr')(^^)+  2«=0 

oder  auch 

i?+C— /»(Ä-C)=0. 
»Ä— mC=0  ist  (na?'-myOy  +  (»wr'— »jyO^— 2«=:0* 
oder 

(*'-^)  (x+y)  +  iet(x'+yO(*.  y)-?«=0 
oder  auch 

Ä— C-/»(ß+C)=0. 
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Ä— C=0  und  A-h  C=0 

mA  die  Halblniiigsruiien  der  Winkel,  welche  die  A=0  nod  C=0 
nüt  einander  bilden  (und  daher  auch  auf  einander  seokrecht),  und  auch 
dadurch  näher  bestimmt,  daas  sie  unter  45^  gegen  die  Coerdina- 
tenaxen  geneigt  aind,  weil 


B-G=0  oder  (a:'-^0y+(»'-^^  +  ^=O 


identisch  mit 


9-^  +  ^X^-0 


nnd 


B  +  C^O  oder  (*'+yOy  +  (*'+yO^+^=0 

Hl 


identisch  mit 


»+*+jS(Ä^=« 


ist;  die  Entfernungen  beider  Tom  Anfangspunkte  sind  oSenbar 

und 


Gegen   die  eine    dieser   leicht   zu  construirenden  Linien,   gesen 
^— ^^£-=0  nämlich,  ist  die  Gerade  nB+fnC:=0   unter  demselben 

Winkel,  dessen  trigonometrische  Tangente  ß  oder  Jr  -^  ist,  geneigt, 

wie  nfi— mC=0  gegen  die  andere,  B+C^O* 

Als  Coordlnaten  der  beiden  hierher  ^ehSrigen  Dnrchschnitts- 
ponkte,  resp.  Tangentialpunkte,  ergeben  sich : 

IBr  den  von  A=0  mit  ni?+mC=:0;jr==^^^^^'^y^,^^^y , 

— 2ca?^ 


iiS-mC=0:d:=: 


_2^ 


Das  dem  Kegelschnitte  aagebSrige  Viereck  (er  mag  es  von 
Innen  oder  Aussen  berfihren)  Ist  demnach  leicht  au  construiren: 
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Man  hat  zuerst  fSr  die  Directrix  die  Choidale  dee  gej^benen 
P  und  die  des  reciproken  Pols  (p)  za  ziehen,  sodann  zwei  Linien, 
welche  gegen  die  beiden  nnter  46^  in  sich  entg^enstehender 
Ricbtnni»  und  in  gegebener  Eiitfernang  vom  Anfangspunkte  liui- 
fenden  Geraden  unter  einem  gegebenen  llVinkel  ^neigt  sind  und 
durch  die  Punkte  gehen ,  wole&tere  sich  schneiden  •—  Hierauf 
lassen  sich  auch  auf  diesen,  ein  Viereck  bildenden  Geraden,  die 
Tangen tialpunkte  in  folgender  Welse  bestimmen:  Für  das  erste 
Paar  merke  man  sich  die  Punkte»  wo  es  von  einer  durch  den 
Mittelpunkt  der  Directrix  gehenden,  der  zweiten  Diagonale  des  fiir 
den  Pol  coDstruirten  Coordinaten- Rechtecks  paralTeien,  lär  dan 
zweite,  wo  es  von  der  auf  letzterer  Linie  im  filittelpunkte  der  Di- 
rectrix senkrechten  Geraden  geschnitten  wird. 


IV. 

Ist  die  Dire;ctrix  ein  Kreis  (a=6=r),  also 

ßrzzl,  f=-r«,  rt=0,  111=2; 

HO  reducirt  sich  die  Umhutiungscurve  auf 

C=0  oder  ^y+ar'ar=r*, 

d.  h.,  wie  naturlich,  auf  die  Chordale  dieses  Kreises,  weil  in  die- 
sem Falle  die  Drehung  keine  Aenderung  bewirkt. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist 
Die  iCnrvengleichung  9)  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf 

d.  h.  auf  einen  der  Direktrix  eoncentrischen  Kreis  vesi  Radins 

—===■  oder  V  >  wenn  d  die  Entfernung  des  Poles  vom  Mittel- 

punkte  der  Directrix  bezeichnet  Dieser  Kreis  ändert  sich  für  die- 
selbe' gleichseitige  Hyperbel  offenbar  nur  mit  der  Entfernung 
•  des  PcMes  und  wird  um  so  kleiner,  je  weiter  derselbe  wegliegt 
Wennsich  daher  während  der  Drehung  der  gleichseitigen  Hyperbel 
der  Pol  auf  einem  derselben  concentrischen  Kreise  bewegt,  so 
hat  dies  auf  ^e  Dmhülluogscurve  keinen  Einfluss. 

Der  Fall,  wo  die  Directrix  in  ein  System  zweier  Geraden  über- 
geht, kann  nicht  betrachtet  werden,  weil  Gleichung  I)  denselben 
nicht  umfasst  Doch  ist  es  von  selbst  klar,  dass,  weil  alle  Chor- 
daten daroh  den  Durchschnittspnnkt  der  beiden  Geraden  gehen, 
hier  der  MUtetponkt  Umhfillungscurve  uit 
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Pie  UahiUI«ng«ciirFe  ist  ein»  filBpM«  wenn  die  Dir«ctriz 
eine  Hyperbel  ist  und  umgekehrf.  LC^t  man  nämlich  Gieiühung 
9). auf,  so  ergiht  mb  nacb  einigen  Aednetionen : 

Was  iflr  die  allgemeiüe  Kegelscfenittsgleichung  o^— /J,  das 
ist  fiir  unsere  Curve 

wa9  sich»  auf  denselben  Neoner  g^bracJit,  auf 

reducirt»  dessen  Vorzeichen  nur  yon  /?  abhängt,  da  'der  Factor 
von  4^  positiv  ist.  Ist  also  die  Directriz  eine  Ellipse  oder  ß  po* 
sitiv,  so  ist  der  vorstehende  Ausdruck  positiv,  d.  h.  stellt  eine 
Hyperbel  vor;  ist  die  Directrix  eine  Hyperbel  oder  ß  negativ,  so 
seigt  er  eine  Ellipse  an. 

Ans  der  Betrachtung  der  in  111.  entwickelten  Coordinaten  der 
vier  Punkte,  wo  die  gefundene  Curve  die  Seiten  des  erwähnten 
Vierecks  berührt,  erhellt  Rindern  man  die  Nenner  zum  Verschwin- 
den bringt),  was  nur  für  den  Fall  einer  Ellipse  als  Directrix  mCg» 
lieh  ist,  wo  nach  d^m  eben  Bemerkten  die  Curve  eine  Hyperbel 
ist,  well  nur  dann  Vß  reell  ist,  dass,  wenn  der  Pol  auf  einer 

der  beiden  Qeraden  y==db^V/3  oder  yzizj^-w  lie^t,   die  Gerade 

nA  +  mC=^0  eine  Asymptote  der  Curve  ist, 

wenneraefeinerderbeiden Geraden y=J:w3^ oder j^±ra;  liegt» 

iti4-—mC=0 Asymptote  ist; 

y=±^  Hegt, 

nB — mC=0  Asymptote  ist ; 

•  •  ■  ■     ■    -  >=±V'M') 

oder  >   liegt, 

......    .  ,^±V^] 

nB  +mG=da  Asymptote  ist 
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Das  Letzte  kann  jedoch  nicht  der  Fall  sein,  well  ß<i,  also  ß^l 
negativ,  und  daher  y  £^-  und  V  ^^  imagln&r  sbd. 

Die  übrigen  Geraden  sind  leicht  sn  constndren:  ysn  Jt"^  M 

pämlich  nichts  Anderes,  als  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Direc- 
trix  gehende  Linie»  derjenigen  parallel»  welche  das  Ende  der  gros- 
sen Axe  mit  dem  der  kleinen  verbindet;  y=l:-rjr  steht  aof  der 

vorigen  senkrecht;  y=±i?  halbiren,  durch  den  Mittelpunkt  gehend, 
den  rechten  Winkel»  welchen  beide  Azen  mit  einanaer  bilden. 

Eine  nähere  Betrachtung  seist  femer  von  selbst»  dass»  wen::i 
sich»  bei  beliebiger  Directnx»  der  Pol  in  der  Peripherie  eines 
derselben  concentrischen  Kreises  bew^,  nur  die  Lage  der  Dm- 
hfillungscurve  geändert  wird»  keineswegs  aber  die  Form  derselben. 
Dieselbe  bewegt  sich  in  diesem  Falle  mit  ihrem  Mittelpunkte 
ebenfalls  auf  der  Pripherie  eines  concentrLscheo  Kreises.  Be- 
stimmt man  nämlich  aus  den  Goefficienten  der  Gl.  10)  auf  be- 
kannte Weise  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes»  so  ergibt  sich» 
da  in  diesem  Falle  a:'*+y'^=zr^  ist»  wenn  r  den  Radius  des  vom 
Pole  beschriebenen  Kreises  vorstellt: 


"2    ßr« 


•*0—       O       fUA      *  » 


also  auch 


Der  Radius  des  in  Rede  sitehenclen  Kreises  ist  also  j     ^        » 

er  geht  ffir  j3=  — 1»  d.  h.  fär  die  rieichseitij^  Hyperbel»  wo  die 
Bewegung  des  Pols  im  Kreise  keinen  Emfluss  ha^  in  einen 
Punkt  über.  * 


Betrachten  wir  aweitens  die  von  den  Asymptotenchorden 
eingehflUt^  Curve.    Hier  ist  die  Ausgangsgleichung  so  zu  wählen» 

*)  Verlegt  man  den  Anfuigepunict  der  Coordisaten  in  den  NittelpBakt 
ir  Umhöllangsciirve,  «o  reduclrt  «ich  ihre  Gleichung  auf 


der  Umhällangsciirve 


_2m^£y_      .  w«^2z^3r«--— : 
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daM  aacb  das  System  zweier  «emdao   nicht  ausgescUosseo   ist 
was  bei  deo  Chordalen  nicht  nMbig  war. 

Wir  setzen  also 

ata  Gleicbnog  der  Directriz ,  d.  h.    geben  ihr  keine    besämmte 
primitife  Lage.    (Alles  übrige  wie  Tornin). 

Die  Gleichong  der  um  Winkel  cd  gedrehten  Curve  wird  hier 

2)    (cob\o+ /Jsln«tt^f  «sin2(»)y«+(2«co8«(»--2asiD*a)--(l--/J)8in2a>)  xy 

oder  mit  Einführung  des  doppelten  Winkels,  so  wie  von  m  und  n : 

3)  (m-f  ncos2(U7f 2«sin2o9)^3  +  2(2acos2(D— nsin2c9)d;y 

+  (rn-4ico82(o  —  2a8in2o>)a;3-|-2e=:0. 

Nach  einigen  Reductiooeo  resoltirt  als  Gleichung  ihrer  Asymp> 
totenchorde*): 

4)     [»(yV-^'«  +  ^-J^)+ 2a(a:'y+y'a:— af'^]cos2» 
Setzt  man  wieder: 


;  < 


fÜE^** 


*>    F«r  den  allgemeinen  Kegelechnitt 

Ui  nämlich 

(>'+irtr-+y)y+(«|f'+/J;P'+^>r--J(jf'«+2««j?'y'+/Kr'«-.t)==0 
die  Gleichong  der  Aeymptotencborde,  und  hier  i«t 

"      *  Si*Hfcoe2»42ci«in2c»'  '      ^  *  m  -h;tco«2a»-f 2a«in2» '  y=^=^» 


Ip  eetien» 
Theil  XTI.  18 
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•0  gellt  4)  Aber  in 

6)    mC+(iiiäI+2aB)co88<»+(2«.4-Jlfi)t*fl»=0. 

Die  weitete Entwickelong (Differenzltniig «nd Ellmiafction  voh») 
ist  der  früheren  identisdi.  Die  ge«Bclite  GleielmDg  der  UmMD- 
luogscarre  ist  demnach 

6)  M +2«B)«  +  (2«/4-nÄ)»-m«C>=0 

oder 

7)    (H*  +  i«*){A*  +  B*)-tnßC*=0. 

VI. 

Batwtckelt  man  Gleichnng  1t),  so  resnltirt 

oder 

Verlegt  nan  den  Anfangttptmkt  der  CoordiDaten  in  Punkt  -af%* 

d.  h.  in  den  Halbirnngspunkt  der  Linie ,  welche  den  Hittelpankt 
der  Directrix  mit  dem  Pole  verbindet»  und  Ifisst  die  Richtong  der 
Axen  angeändert,  so  geht  8)  über  in 

WO  auch  x*  und  ^  ^icht  mehr  die  trfihereii,  sondern  die  auf 
diese  neuen  Azen  bezogenen  Coordinaten  des  Poles  sind,  oder  in 
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Di»  EliiMluitg«camB  ist  demnach,  wie  bm  iet  Vergkiehnng 
mit  dht  frfiher  flir  die  Chordal««  entwiclrelten  Gleichaog  erhelleC 
die«eif  ganz  ähnlicb  und  unterscheidet  sich  nur  durch  4(n^  -f  4a^ 
uUt  des  ff ühereD  tfl. 

FSr  Elliyge  und  Hyperfaiei  kann  <ysO  gesetet  werden,  indem 
man  die  bei  der  Betrachtung  der  Chordalc«rve  als  primitir  ange- 
sehene Lage  auch  hier  annehmen  liann.  Es  würden  sich  beide 
Corven  also  nur  durch  ihre  Lage  find  dlsrch  die  Modification, 
welche  2n  l>ei  dieser  statt  n  bei  jener  bewirkt»  unterscheiden.  Die 
hier  mit  ^1=30,  B^^O,  C=0  bezeichneten  Geraden  sind  den  frti- 

heren  parallel,  A=0  oder  ^  +  —,s=l  ist  die  Asymptotenchorde 

des  Systems  der  beiden  primitiven  Bauptaxen,  geht  also  nach 
der  oben  erwähnten  Verlegung  der  Axen  durch  den  neuen  An- 
fangspunkt, und  ist  dann  für  die  neuen  Coordinaten  ganz  identisch 
der  Mberen  BrssO  für  die  alten. 

AazO  ist  der  entsprechenden  der  Chordatcmrre  in  der  blo«s 
t^eftder  Lage  dea  Pols  abhängigen  Entfernnnjg-^zj^AiLag parallel. 

C^O  ist  die  Asymptotenchorde*)  des  mit  dem  Radius 
4/  -H?  oder  ,  ^  aus  dem  Mittelpunkte  der  Directrix  be- 
schriebenen Kreises7undiiidie9egeht  dleUmhfillungscurve  über,  wenn 
die  Directrix  ein  Kreis  t)der  n=0  Ist,   wo  JT)^^'?!  10^»  olse 

die  Asymptotenchorde  des  Kreises  vom  Radius  r.  Auch  hier  sind 
ofenbar  cuts  Vlei^eck  und  die  Tangentialpunkte  leicht  zu  construiren. 

Ist  die  Directrix  eine  gleiseitige  Hyperbel,  ao  geht  die 
Umhflilungscurve  in  den  Kreis   **+y*=47j;q:ip5)  ®*^®'»  dessen 

Radius  0^  ist.  Er  unterscheidet  sich  von  dem  früheren  da- 
durch, dass  sein  Mittelpunkt  im  Halblffinffspunkte  der  Geraden 
liegt,  welche  den  Mittelpunkt  des  ersteren  mit  dem  Pole  ver- 
bindet, und  dass  sein  Radins  halb  so  gross  ist  Auch  hier  gilt 
hmsichdich  der  kreisförmigen  Bewegung  des  Pols  wieder  das 
früher  Gesagte. 

Für  ein  System  zweier  Geraden  ist  inGleichnnffQ)  «rsO  zu  setzen« 
In  diesem  Falle  aber  schneiden  sich  die  drei  ]jinienif=0,  B=0, 

'  ■»'    '  ■  "•—  ' 

•)  Die  Atymptotenchorde  dei  Kreiief  x^+p*-i-9=0  ist  BanlicU  nadi 
dem  nhereii 
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C=:0   ia    einem    Punkte.     C=0  ist    nämlich    jetat    ia    den 
alten  Coordinaten  fl'y-\^x'x=—^^  >  d.  h.   das   im  Halbining»- 

S unkte  auf  die  den  Pol  mit  dem  Mittelpunkte  derDirectflx  verkin- 
ende  Gerade  errichtete  Perpendikel  und  ^=0,  sowie  i?=0  gehen 
durch  denselben  Punkt,  welcher  der  neue  Anfangspunkt  ist,  da 
sich  Azdd  i^chreiben  lässt: 


y' (»-!') -*'('- 0=0' 


und  B=Oi 


-'M)+K^-?) 


1=0. 


(Dass  beide  auf  einander  senkrecht  sind,  ist  bereits  bekannt). 
Auch  durch  Elimination  zwischen  diesen  drei  Gleichungen  lässt 
sich  Dasselbe  nachweisen^). 

Hierin  liegt  auch  noch  folgender  Satz,  indem  man  auich 
/J=0  denken  kann,  also  das  System  ^«— 2aa:y  =  0  oder 
^(^_2cxa;)  =  0,  d.  h.  die  Axe  der  x  und  eine  sich  im  Anfangs- 
punkte drehende  Gerade: 

Haben  Parallelogramme  eine  Diagonale  gemeinschaftlich  und 
liegen  zwei  parallele  Seiten  derselben  in  einer  und  derselben  Gera- 
den, so  schneiden  und  halbiren  sich  die  anderen  Diagonalen  im 
Ualbimngspunkte  der  ersteren  **). 


')     Es  ist  uämlich 
oder 

(r'«+j/-)^=^(^^^i^). 

Dies  in  C^O  «ubtütttiri,  gibt: 

**)  £8  versteht  sich  zwar  Ton  selbst,  dass  die  zweiten  Diagooalea 
der  Farallelogramme,  die  bereits  eine  Diagonale  gemeinschaftlich  haben, 
sich  imHaibimngspnnlcte  letzterer  schneiden  (und  halbiren);  doch  ist  der 
obige  Satz  keineswegs  «eines  Inhaltes,  sondern  des  eigenthümlichen  We- 
ges seiner  Auffindung  wegen  angeführt  worden. 
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Nachschrift 


Zo  seinem  früheren  Aufsätze,  von  welchem  der  vorhergehende 
die  Fortsetzung  ist,  hat  mir  der  Herr  Vf.  eine  Berichtigung  ein- 
gesandt Erbittet  nämlich  die  geehrten  Leser,  in  ThI.  XI  V.S.  384.  statt 
derWorte:  »»AusGleichung  (1)  ist  ersichtlich'' bis  „schnei- 
den sich  in  einem  festen  Punkte*'  gef&lligst  das  Folgende 
zu  setzen : 

„Ans  Gleichung  (1)  ist  ersichtlich»  dass  sich  alle  Asymptotenchorden 
im  Anfangspunkte  schneiden,  wenn  die  Bahn  des  Poles  ein  Ke- 
gelschnitt von  der  Gleicbuoe  y^+'iaay+ßa^s^O  ist.  Nun  ist 
aber  dieser  dem  gegebenen  ILegelschnitte,  der  Dlrectrix»  ähnlich 
und  ähnlich  liegend,  schneidet  ihn  in  denselben  beiden  Punkten» 
wie  die  Chordale  des  Anfangspunktes,  da 

oder 

ist»  and  hat  femer  den  Anfangspunkt  selbst  zum  Mittelpunkte. 

Hieraus  ergibt  sich  abo  unmittelbar  der  Lehrsatz: 

»»Schneiden  sich  zwei  ähnliche  un^  ähnlich  liegende  Kegel- 
schnitte in  den  beiden  Punkten»  wo  die  vom  Centrum  des  ersten 
nach  dem  zweiten  gezogenen  Tangenten  diesen  berühren»  so 
schneiden  sich  auch  die  Halbirungslinien  aller  Tangentenpaare»* 
die  man  von  beliebigen  Punkten  des  ersten  aus  nach  dem  zwei- 
ten zieht»  in  dessen  Centrum''  und,  auf  Kreise  angewandt,  den  in- 
teressanten Satz  (Cfr.  Plucker»  analyt.  Entwickelungen  B.  I.  S.  66.» 
N.  127); 

»»Schneiden  sich  zwei  Kreise  orthogonal»  so  treffen  sich  die 
Halbirungslinien  der  T^ngentenpaare,  die  man  von  beliebigen  Punk- 
ten eines  der  beiden  Kteise  nach  dem  andern  zieht»  im  Centnim 
des  ersteren'^ 

welcher  Satz»  wenn  mehrere  Kreise»  statt  des  einen  Paares, 
coinbinirt  werden»  noch  weiterer  Ausdehnung  fähig  ist." 

G. 
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nreae  einfaehe  und  leichte  Herleftiinir 

der    Orundformeln    der   sphäriscben 

Triffonometrle- 

Von 

dem  fler  ausgeb  er. 


Die  Onindformeln  der  spliSrischen  TrlgoDometrie  kann  man 
Tiekanntiich  auf  verschiedene  Arten  ableiten.  Es  iSsst  «leh  dabei 
ein  rein  analytischer  Weg  einschlagen,  oder  man  kann  sich  ein^ 

feometrischen»  sich  an  eine  Pignr  anschliessenden  Betrachtiftig 
edieaen.  Sii  schOn  die  epstcre  IMethode  Ist,  so  durfte  '4och  fQr 
Anfönger  die  letztere  allein,  oder  wenigstens  vorzugsweise  geeig- 
net  sein,  und  sie  ist  es  daher  auch,  welche  ich4iir  jetzt  im  Fol- 
genden allein  im  Auge  habe.  Diese  geometrische  Methode  hat 
mir  aber  immer  noch  nicht  diejenige  Einfachheit  zu  besitzen  ge* 
scfiieoen,  welche  der  Efementaranterricht  fordert,  und  Ich  hSbt 
mich  daher,  so  oft  sich  mir  dazu  nur  irgend  Gelegenheit  darbot, 
immer  eifrig  nach  einer  einfacheren  Darstellung  als  die  gewöhn- 
liche ums^esehen.  Meistens  beweiset  man  den  Satz,  dass  sich  die 
Sinus  der  Seiten  wie  die  Sinns  der  Gegenwinkel  verhalten,  und 
auch  die  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und  einem  Winkel 
durch  Betrachtung  einer  Figur,  und  leitet  dann  aus  der  letzteren 
Relation  die  Relation  zwts6nen  den  drei  Winkeln  und  einer  Seite 
*  mittelst  des  Supplementard  reiecks  ab.  Aber  gerade  diese  so 
eben  erwähnte  Anleitung  hat,  so  schon  und  einfach  sie  auch  an 
sich  ist,  insofern  sie  die  auf  geometrischem  Wege  zu  bewirkende 
Vergleichung  des  sphärischen  Dreiecks  mit  seinem  Süpplemeutar- 
dreiecke  voraussetzt,   flir  den  Anfanger  immer  einige  Schwierig* 
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keit,  und  die  Betrachtong  des  Suppiementardreieckes  selbst  aebewt 
mehr  der  Stereometrie  als  der  sphärischen  Trisoimmetrie  ansu- 
geboren,  weshalb  sie  auch  oft  in  der  letzteren  als  schon  ans  der 
ersteren  bekannt  vorausgesetzt  wird.  Selbst  auch  schon  die  ge 
wohnlichen  geometrischen  Beweise  der  Relation  zwischen  ms 
drei  Seiten  und  einem  Winkel  nehmen  manche  goniometrischen 
Transformationen  in  Anspruch ,  die  man  im  Interesse  der  Anfön- 
aer  wenigstens-  theilweise  wohl  noch  vermieden  sehen  möchte. 
Vor  Kurzem  bin  ich,  nach  früherem  öfteren  vergeblichen  Suchen, 
zufUlig  auf  eine  Ableitung  der  in  Rede  stehenden  Grundformeltt 
gekommen 5  welche  ich  in  der  That  für  so  einfach  halte,  dass  i«ih 
glaube,    dass  sie  wohl  verdient,    auf  den  folgenden  Blättern  mit- 

Setfaeilt  zu  werden.    Ich  werde  dabei»  ohne  weitere  Erläuterung, 
ie  bekannten    in  der  TrigonomeMe  durchgängig  gebräuchlichen 
Bezeichnungen  beibehalten. 


S.  2. 

Wir  wollen  zuerst  das  rechtwinktige  sphärische  Dreieck  il^C 
(Taf  IIL  Fig.  3.),  wo  J  der  rechte  Winkel  sein  soll,  betrachten. 

Fällen  wir  von  C  auf  OA  und  OB  die  Perpendikel  CA'  und 
CB",  und  ziehen  dann  A'B,  so  steht  CA'  auf  der  Ebene  AOB, 
also  auch  b,u£A'B  senkrecht,  und  A'B*  steht  auf  OB  senkrecht. 
Daher  ist  der  Winkel  A'B'C  dem  Wjpk^l  B  ieß  rechtwinkligen 
fphärischen  Preie^  ABC  gleich. 

Nun  i$t 

CA'=:OC.amb, 

CA'ss:CB'.t^Bt=:OOi8\naBihB; 

also         ^ 

OCsinftss  OCsinusinJ?, 


d.  i. 


4sin6=sinasinA,  und  eben  so 
rsinc  =  sinasinC 


Femer  Ist 


A'B*-  B'Ccos^=  (>p,^l>ijp<isfi, 
A'B'ssz  OAf.8\nc=:  OCcosteioe ; 

dso 

OCMbocosüss  OClcos6sinc, 
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woraus 

wmaco%B  =s  cosAsinc , 
oder 

sine 


C08/r=COs6^r^, 


folglich  nach  I. 


!co&B=:cos6siDC>  und  ganz  eben  so 
co8C=  cosc  sinB . 

Endlich  ist 

OB'      OA'.eosc      OCcoabcosc 

also 

in.       eosa=;eos6cosc. 


«.  3. 

St\  nun  ABC  (Tat  III.  Fig.  4.)  ein  beliebiges  sphSrIsches 
Dreieck.  In  diesem  sphSrischen  Dreiecke  ßlUe  man  von  A  auf 
BC  das  Perpendikel  AD,  ond  beseiehne  die  Winkel  BAD»  CAD 
durch  Xp  y;  die  Bogen  BD,  CD  durch  tf,  v;  das  Perpendikel 
AD  durch  w. 

Dann  Ist  nach'  I.  in  den  rechtwinkligen  sphärischen  Drei- 
ecken ABD  und  ACD: 

sintossincsinA»    siDto=sin6sinC;  *       * 

also 

sin6sin  C= sincsinJB , 

und  daher  Oberhaupt: 

IsinosiuBss  sinftsinil , 
sinteinCsssincsini?» 
slncsiiiif=:sinasinC 

Femer  ist  nach  L 

sinu  sino 
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uod  nach  IL  <        i  '"• : 

co0:r=:co8a»inS,    eoBy=coswinC; 
aber  nach  L  • 

abo  Dach  dem  Vorhefgebenden : 

coansiiiie  cosvatnio 

Folgfich  ist 

costicosvaiiNO*  siottsio« 

^  ainftainc  '      sinftauic 

and'  weil  nun 

eos(j:i:y) = coadHSoa^  T  atfurainy 

lat»  ao  .iat 

.    .    .      coatfCoavainfo^fainicaiDo 

•(*±»>  = iEtelH^^ 

.    .   ^     costtcoso=paiiitfaiiii^— costtcoatHsoaio^ 

co«(«±jr)  = ^5^515^ — 

_  coa(u±p) — coeiicoaiycoatg* 
"■  ain6sioc 

Folglich  iat 

A     cöag '-  coapcoato.coatccoaio 
^"^^=  ainAaipc      ' 

d«  i.  nach  III. 

i-      ceach^-ceaicoac        j  .  . 

^^-^=       aiDfeamc       ^  "°^  «*""  ^^'^^  *^ 
coai^Mseaccoaa 
«^== »tncsbia      ' 
coac — cosacosi 
^••^=       aiDoaioft 

Endlich  ist  nach  l\ 


coai 
oder 
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abo 


Binx   .  sintf 

SIU 


*''""=^;fi3f**"^'  *'*"'^=]S*^°^5 


uod  nach  IL 


ALbo  ist 


coax 


cosorcosv  siiursiiiysiiN9*  < 

co««co«r=  shäSC'  ""«•""'=   .i»fi'iii5-  • 

folglich,  ireil 

co8(m J:«)  =  C08IIC08«  T  sintialiio  ' 
igt: 

,    .    ^      cockrco8«f=F6iiu»in«8lnto* 

c««(tt±t»)= fissd^*^ — 

oder 

,    .    ^     co8arcofiwl=siDX8tnyJ:slD^8iii«co8to* 
^(«±^)= ^       8ing8UiC ^^^^— 


Folglich  i8t 


—  ^^Q^C^'^pfcy)  jfc  sinjrsipycoato* 
""  smBsmC 


cosA  ±  siDa:co8tg.8inyco8ig 
co8a= ^.nBsinC  ' 


wo  das  obere  ZeichoD  dem  ersten ,  da#  oatert  ZiNchen  dem  zwei- 
teo  der  beiden  in  Taf.  111.  Flg.  4.  dargestellten  Fälle  entspricht 
Nnn  ist  aber  mit  derselben  Bestimmimg  wegen  d^r  Zeichen 
nach  II. 

cosB==  sinarcostc) ,    Jt  essCsssiiiycosto ; 

also  nach  dem  Torhergehenden 
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IcobA  +  cosiScosC        ,  .      .   >        • 

^^= sin/totDC '  "'•  «*"*  *•**"*  •• 
,      cosi^  +  C08  CcosA 
C080  = .    rt^.     j • 
"^         stBAtfttiB 

Dies  sind  jetzt  dfe  lirtamiiete  (Bmndfornieln  der  sphärischen 
Trigonometrie»  tind  ich  sdUe  meinen,  dass  sich  diese  Ableitung 
▼or  der  gewohnlichen  an  Figaren  und  das  Supplementardreieck 
geknüpften  Ableitung  in  menr  als  einer  Beziehung  empfehlen» 
und  daher  bei  dem  ITnterrichte  wohl  besondere  Berücksichtigung 
verdient  mochte.  Ja  Ich  glaabe,  dass  die  obige  Darstellung  als 
ein  neuer^  Beweis  gelten  teion,  dass  man  In  vielen  Theilen  der 
Mathematik,  namentlich  auch  in  den  sogenannten  elementaren. 
Theilen»  noch  lange  nicht  immer  die  eiiMMcCisteB  (XlfftftaUtinBMi 
gefunden  hat,  eine  Bemerkung,  deren  Richtigkeit  besondefi  in 
neuerer  Zeit  in  mehreren  Fällen  auf  sehr  in  die  Augen  fallende 
Weise  dargethan  worden  ist. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  bemerken,  dass  auch  die  Rektion 
gwisehfo»  deik  drei  Seiien  und  einem  Winkf4  eines  ebenen  Dteir 
ecks  auf  ähnliche  Weise  wie  oben  die  Relation  zwischen  dep  imi 
Seiten  und  einem  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  abgeleitet 
wenden  kann»  wenn  ich  auch  diese  AMeitung  der  ^ewdlnlchen 
"  ^BHi  bekannte«  ^leUong  der  in  RedetAtebeoden  RelaiM« 
bt  gemde  Torsoaehen  geneigt  seia  wütde. 

Wenn  in  Tat  UL  Fig.  6.  die,  hMe  AD  a«f  BC  senkreeM 
üt«^ts  Ao  ist^  >i^enn  man  sich  diir  aus  der  Figur  selbst  «rsicbüi' 
eben  Be»eichfm>gen  bedient: 

to  tp 

cosa:  s=  —  f     cosy  =  T> 


also 


Folglich  ist 


oder 


tf  V 

sIoj:=-»     siny:=j-; 


to*         .        .  UV 

cos:r  cosy  =a  r-  9     sinarsin^f  =  rr 


W*  -f  UV 

eoaxeoBjf  T  sina?siny  =:  — r— 
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Nun  ist  aber 
also 


co»(ar±y)  = ggj 


d.  i. 


cog(jri:5r)  = gj^ , 


md  folglich,    mit  Rfidnicht  anf  die  beiden  in  der  Ftcur  darge- 
stellten Fälle: 

~»^  =  — 26c 

welches  die    bekannte    Relation   zv^ischen    den    drei  Seiten  und 
einem  Winicel  eines  ebenen  Dreieclcs  ist 

Ich  mochte  mir  schliesslich  noch  einmal  erianben,  das  Obige 
den  Herren  Lehrern  der  Mathematik  recht  dringend  cur  gefälligen 
Beachtung  bei  dem  Unterrichte  in  der  sphärischen  Trigonometrie 
zu  empfehlen,  den  ich  för  so  wichtig  erachte >  dass  ich  es  flir 
einen  wahren  Rückschritt  halte,  dass  «r,  wenigstens  auf  preus- 
sischen  Gymnasien,  nicht  mehr  ertheift  wird,  wie  es  wohl  frü- 
her* der  Fall  war,  als  ich  selbst  noch  meine  geringen  Kräfte  mit 
erosser  Freudig^keit  dem  Gymnasialnnterrichte  an  yerschiedenen 
Lehranstalten  widmete. 
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lieber  das  üreieek,  worin  die  Trans- 
Tersalen  fpleicli  sind,  wefelie  zwei  trin- 
ke! desselboi  nacb  ffleiehem  Terhält- 
niss  tbeilen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  IL  Baltzer, 

Oberteil  rar   an   der  Kreuztchule  xo  Dresden. 


Die  Aufforderang  im  Archiv  ThI.  XIII.  S.  341.  erinnert  mich  an 
zwei  Beweise  des  fraglichen  Lehrsatzes»  welche ,  ich  glaube  im 
Jahre  1844,  in  einem  »[ränzchen  hiesiger  mathematischer  Freunde 
mitgetheilt  wurden,  den  einen  von  dem  leider  früh  verstorbenen 
Professor  A.  Seebeck«  dessen  Manuscript  noch  vorhanden  und 
weiter  unten  abgedruckt  ist,  den  andern  von  mir.  Der  in  Rede 
stehende  Satz  scheint  der  Sphäre  der  Elementarffeometrie  anzu- 
gehören, wo  es  sich  um  die  Beziehungen  zwischen  Seiten  und 
geffenüberliegenden  Winkeln  der  Dreiecke  handelt ,  und  wird  des- 
Dalo  wie  iolgt  durch  Umkehrung  gewonnen. 

Lemma»  Haben  zwei  Dreiecke  die  Winkel  ßinzeln 
gleich  uqd  Ist  eine. Seite  des  einen  Dreiecks  kleiner 
als  die  gleichliegende  des  andern,  so  sind  die  übrigen 
Seiten  des  einen  ebenfalls  kleiner  als  die  gleichwie- 
genden  des  andern. 

Beweis  durch  Zusammenlegen  der  gleichen  Winkel,  denen 
die  kleinere  Seite  anliegt. 

Lehrsatz  1.  Ist  im  Dreieck  ABC  (Taf.  III.  Flg.  6.) 
Winkel  A^JS,  und  theilt  man  diese  Winkel  durch  AD 

und  BE  so,  dass  &ADtszChE^  so  ist  AD>BK 


Digitized  by  VjOOQIC 


903 

Beweis.  Die  Dreiecke  ACD  und  BCE  haben  einzeln  gleiche 

Winlcei.  Nun  ist  AC^BC,  weil  A^C>B^C  nach  Vorane- 
setznng»  folglich  AD'^BE  gegenüber  den  gleichen  Winkeln  C. 
W.  z.  b.  w. 

Lehrsatz  2.  Ist  im  Dreieck  ABC  (Taf.  III.  Pig.  70 
Winkel  A<,B  nnd  theilt  man  diese  Winkel  durch  AD 

und  BE  Bo,  dass  BAD<,A^E  und  C^<C^E,  so  ist 
AD>  BE. 

Beweis.  Zieht  man  JiO  so,  dass  CBE^CAIVy  seist 
Aiy>BE  nach  Lehrsatz  1.  Nun  ist  Aiy  ein  Theil  von  AD, 
folglich  um  so  mehr  AD^  BE,    W.  z.  6.  w, 

Lehrsatz  3.  Sind  die  Geraden  AD  und  BE,  welche 
die  Winkel  A  und  B  des  Dreiecks   JÜC  »^  tbeilen, 

dass  SADiDAC:=zA^E:EÜc,  einander  gleieb,  so  Ut 
il  =  0  und  das  Dreieck  gleichschenklig. 

Beweis.    Wäre  A  ungleich  B,  also  BAD  ebenso  ungleich 

AJBEf  und  DAC  ebenso  ungleich  EBC,  so  wäre  BE  ebenso  nn« 
gleich  AD  (Lebr8.2.)  Dies  ist  ge^en  die  Voraussetzung  i4l>=J^£. 
Also  kann  A  nicht  ungleich  B  sem.     W.  s.  b.  w« 


Das  Folgende  ist  von  dem  leider  zo  früh  Terstorbenea  Professor 
A.  Seebeck   zu  Dresden« 

Der  Satz: 

,,Wenn  die  Halbirangsflnien  zweier  Dreleekswln- 
kel«  gerechnet  bis  zur  gegenüberstehenden  Seite^ 
gleich  sind,  so  ist  das  A  gleichschenklig"   . 

kann  auf  folgenden  allgemeineren  zurückgefiihrt  werden: 

(A)  ,,Wenn  ein  Dreieckswinkel  balbirt  ist  und  di0 
durch  einen  Punkt  derHalbirnngslinien  ausde-n  beiden 
anderen  Winkelspitz0n  gezogenen  Transversalei» 
gleich  sind,  so  ist  das  A  gleichschenklig/* 

Dieser  Satz  aber  ergiebt  sich  aus  folgerndem: 

Wenn  durch  einen  Punkt  der  Halbirungslinie  eines 
Winkels  Transversalen  zwischen  den  Schenkdia  g6zo. 
gen  werden»  so  ist  die  auf  der  Halbirungslinie  recht- 
winklig stebende  Ttansversale  die  kfiraaate,   nn^  die 


Digitized  by  VjQOQIC 


108 

fibrigeD  sind  um  so  grosser»  je  mehr  eie  von  derselben 
abweichen. 

lo  Taf.  III.  Fig.  8.  sei  BM  die  Ualbinmgslinie  und  AC  so 
gezogen,  dass  AB^BC;  es  soll  gezeigt  werden,  dass  DE^AB. 
-^  Da  DIW^AM,  so  ist  der  beweis  nur  zu  führen,  wenn 
ME<,MC,  d.  h.  Z.MEC  stumpf  ist.  Mache  MF=zMA  und 
MG=iME,  so  ist  ^AMFoo^EMG,  und  da  MA>MC>MG,  so 
ist  auch  1)  AF>EGi  ferner  ^DAM>>  ^CEM,  daher 
^jLDAF>j1CEG\  endlich  3)  ^AFD=z^EGa  Aus  diesen 
drei  Bestimmungen  ergiebt  sich  leicht  DF^  GC,  und  daher,  in- 
dem man  FE^=AG  hinzuaddirt,  DE^AC,  w.  z.  b.  w. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  der  erstgenannte  (A)  dadur^, 
dass  sich  eine  Transversale  von  gegebener  Länge  nur  in  zwei 
Lagen  eintragen  lässt.  Welche  symmetrisch  sein  mfissen.  (Man 
vergL  (Tat  ift.  Fig.  9.). 

Dieser  Beweis  kann  auch  auf  das  sphärische  A  angewendet 
werden.  In  Taf.lIL  Fig.  lO.  sei  Zi4ilW<180<>;  i9if'<W;  es 
sei  wieder  AB>  BC,  so  ist  AM:>  MC  und  DM>AM,  weil 
MC(=^MC),  MA  und  Jlf/>  auf  einer  Seite  des  auf  JB  gefällten 
Lothes  ML  liegen.  Da  AGO!&if^,  so  erhält  man  AF^EG;  fer- 
ner, wenn  man  ^AMD  unendlich  klein  annimmt,  ^AFD=^EGC 
und  ^DAF^^GEC,  woraus  DF^GC,  und  das  Uebrige  ganz 
wie  beim  ebenen  A  folgt. 

Ist  der  ^JBC>180^  so  ändert  sich  nur  das,  dass  die 
Transversalen  um  so  kleiner  werden,  je  mehr  sie  gegen  die 
Halbirungslinien  geneigt  sind. 
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niessungr  einer  an  beiden  SSudpuniiten 

nnzoffängrliclien  Entferniingr  nacii 

einer  besonderen  Metliode. 

Von 

dem   Herausgeben 


Ich  glaube 9  das«  das  Wiakelkreuz  oder  die  Kreiuscheibe  eio 
tat  die  elemeDtare  Feldmesskunst  in  vielen  Fällen  sehr  brauchha- 
res  Instrument  ist,  und  aueh  bei  dem  geometrischen  Elementar- 
unterrichte, mit  dem  nach  meiner  Meinung  immer,  so  viel  als 
thunlieh,  Uebungen  in  der  Feldmesskunst  zu  verbinden  wären, 
mehr  als  dies  bisner  geschehen  zu  sein  scheint,  angewandt  werden 
sollte,  namentlich  auch  der  grossem  Wohlfeilheit  dieses  Instru- 
ments wegen.  Gewöhnlich  richtet  man  das  Winkelkreuz  so  ein, 
dass  die  neiden  Visirliuien  ^uf  eioander  senkrecht  stehen,  und 
dies  ist, auch  in  der  That  die  Einrichtung,  welche  die  einfachste 
und  häufigste  Anwendung  dieses  Instruments  in  der  praktischen, 
namentlich  in  der  auf  aie  Landwirthschaft  angewanoten,  Feld* 
messkunst  gestattet.  Aber  auch  schon  zwei  nur  einen  constaoten, 
sonst  beliebigen,  Winkel  mit  einander  einschliessende  Visirlinien, 
—  la  fausse  Equerre  d'Arpenteur,  wie  die  Franzosen 
sagen,  —  bieten  viele  sehr  einfache  und  elegante  Anwendungen 
dar,    wobei    es  jedoch  gut  ist,    die  Lage  der  beiden  Visirlinien 

Segen  einander  verändern,  und  dem  constanten  Winkel  eine  filr 
ie  vorhabende  Anwendung  zweckn^ässige  GrOsse  geben  zu  kön- 
nen,  wodurch  natürlich  zugleich  bedingt  wird,  dass  an  dem  In- 
strumente die  nötbigen  Schrauben  angebracht  sind,  um  die  bei- 
den Visirlinien,  nachdem  man  ihrem  Neigungswinkel  gegen  ein- 
ander die  für  die  vorhabende  Anwendung  zweckmässige  Grosse 
gegeben  hat,  in  unveränderlicher  Lage  gegen  einander  befestigen 
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SO  kOiiDeo.  ich  laflse  mir  jetzt  ein  solches  Winkeikreoz  mit  zdrei 
beweglichen  Visirlinien  anfertigen  >  bei  welchem  die  Visirlinieo 
durch  die  optischen  Axen  zweier  kleinen  astronomischen  Fern-, 
rubre  dargestellt  werden,  und  werde  späterbin  einige  mit  die$em> 
Instromente  gemachte  Anwendungen,  die,  um  die  erreichte  Ge- 
naniekeil  beurtheilen  zu  können,  eine  Vergleicbung  verschiedener 
(lir  dieselbe  Grosse  erhaltener  Resultate  gestatten,  in  dem  Ar* 
chive  mittheilen.  Die  Kosten  eines  solchen  mit  zwei  kleinen  astro- 
nomischen Femrohren  versehenen  Winkelkreuzes  sind  gar  nicht 
bedeutend,  wenigstens  keineswegs  so  bedeutend,  als  Mancher 
wohl  glauben  möchte,  da  man  ja  jetzt  kleine  astronomische  Fem- 
röhre in  vorzuglicher  Güte  um  sehr  geringe  Preise  erhalten  kann. 
Man  braucht  sie,  wenn  man  nicht  will,  fiir  den  vorliegenden 
Zweck  nicht  einmal  achromatisch  machen  zu  lassen. 

Ich  werde  jetzt  im  Folgenden  eine  Auflösung  der  Aufgabe: 
„die  Länge   einer  an   ihren  beiden   Endpunkten    unzugänglichen 

Seraden  Linie  zu  messen  '*  mit  Hülfe  des  Winkelkreuzes  geben, 
ie  ich  für  sehr  elegant  halte.  Ich  entlehne  dieselbe  der  folgen- 
den in  vielen  Beziehungen  interessanten  Schrift:  Solutions  peu 
connues  de  diff^rens  probl^mes  de  G^om<$trie  pratir 
ue;  pour  servir  de  Supplement  aux  Traitös  connus 
e  cette  Science;  recueillies  par  F.  J.  Servois. 
A  Metz.  An  XIL  p.  75.,  bemerke  aber,  dass  Servois  selbst 
sagt,  dass  diese  Auflösung  schon  von  Mascheroni  in  der  Schrill: 
Problemi  per  gli  Agrimensori  con  varie  Soltizioni. 
Pavia.  1793.  Pro  hl  Hl.  Soluz.  13.  gegeben  worden  sei.  Der 
Beweis,  den  ich  im  Folgenden  für  diese  Auflösung  geben  werde, 
rührt  von  mir  selbst  her,  da  der  von  Servois  a.  a.  O.  gege- 
bene Beweis  auf  der  Trigonometrie  beruhet ,  die  ich  hier  absicht- 
lich vermeiden,  und  mich  bloss  der  Sätze  der  ebenen  Geometrie 
bedienen  wollte. 

Wenn  MN  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  die  zu  messende  Linie  ist,  so 
suche  man  auf  dem  Terrain  drei  Punkte  Ay  B,  C  von  solcher 
Lage  auf,  dass  die  Winkel  MAN,  MBN,  MCN,  unter  denen  in 
diesen  drei  Punkten  die  zu  messende  Linie  ^iV  erscheint,  dem  Win- 
kel des  Winkelkreuzes,  und  daher  natürlich  auch  unter  einander 
gleich  sind.  1>ann  messe  man  die  Linien  AB  ^  AC/  und  suche 
mit  dem  Winkelkreuze  in  der  Linie  ^C'den  Punkt  D  auf,  wel- 
cher in  der  Linie  BC  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  Winkel 
ADC  gleichfalls  dem  Winkel  des  Winkelkreuzes,  also  auch  den 
drei  Winkeln  MAN,  MBN,  MCN  gleich  ist.  Misst  man  hierauf 
noch  die  Linie  AD,  so  ist 

m«»7 AB.AC 

und  die  Länge  der  zu  messenden  Linie  MN  kann  folglich  mit- 
telst dieser  einfachen  Formel  aus  den  gemessenen  Stücken  leicht 
berechnet  werden  . 

Bevor  wir  zu  dem  Beweise  der  vorhergehenden  Formel  über- 
geben, schicken  wir  die  folgende,  übrigens  zu  einem  anderweitig 

Th«l  XVI.  14 
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schon  .allgemein  bekannten  Satze  führende  Betrachtung  voraus, 
wozu  uns  nur  der  Wunsch  veranlasst,  diesen  Gegenstand  ganz 
ohne  Hfiife  der  Trigonometrie  zu  behandeln. 

In  Taf.IV.  Fig.  2.  sei  O  der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck 
ABC,  dessen  Seiten  jßC,  CA,  AB  wir  wie  gewöhnlich  durch 
a,  6,  e  bezeichnen 5  beschriebenen  Kreises.  Denken  wir  uns  nun 
von  O  auf  AB  das  Perpendikel  OC,  von  B  ?col  AC  das  Perpen- 
dikel BB'*  gefallt,  so  sind  die  beiden,  rechtwinkligen  Dreiecke 
AOC ,  oder  BOCy  und  BCB'*  offenbar  einander  ähnlich,  weil 
der  Winkel  AOB  doppelt  so  gross  als  der  Winkel  BCBf',  folg- 
lich Z,AOC=^BC&*  ist    Also  ist 

BB''.BC^ACiAO, 

Und  folglich ,  wenn  wir  den  Halbmesser  des  um  das  Dreieck  ABC 
beschriebenen  Kreises   durch  r  bezeichnen: 

BB"xa^^eiT, 


also 


ac 
LBB'' 


Ist  nun  ^  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC,  so  ist 

und    folglich,    wenn   man    dies   in    den   obigen  Ausdruck    von   r 
einfuhrt; 

abc 

Denken  wir  uns  jetzt  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  über  MN  ate  Sehne 
einen  den  Winkel  des  Winkeikreuzes  fassenden  Kreisabschnitt 
beschrieben,  so  geht  der  diesen  Kreisabschnitt  begränzende  Kreis^ 
boffen  nach  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Construction  durch  die 
drd(  Punkte  A,  B,  Chindorch,  und  der  Kreis,  welchem  dieser 
Kreisbogen  angehört,  dessen  Halbmesser  wir  durch  r  bezeichnen 
wollen,  ist  folglich  um  das  Dreieck  ^i&C==^,  dessen  Seiten  jBC/CJ, 
AB  wie  gewöhnlich  durch  a,6,  c  bezeichnet  werden  sollen,  beschrieben. 
Fällt  man  nun  von  A  auf  iSCdas  Perpendikel  AE^h,  von  dem  Mittel- 
punkte Ödes  um  das  Dreieck ^iSC beschriebenen  Kreises  antMN=x 
das  Perpendikel  OjL,  so  sind  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  ^/^£ 
und  iHOL  offenbar  einander  ähnlich,  well  nach  der  Construction 
nothwendig  der  Wiukel  MOJN  doppelt  so  gross  als  der  Winkel 
des  Winkelkreuzes,  also  auch  doppelt  so  gross  als  der  Winkel 
ADE,  folglich  ^MOL^^ADEXk    Also  ist 
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ADiAEssOM'.ML, 

d.  i.,  weoii  wir  noch  AD^d  setzen: 


d.h=r:^x, 

woraax 

2rh 

*=  d 

folgt    Nun  ist 

A^ 

*    1      1      1     2A 

Mfl^b  nftck  dem 

VorbMgeheDden 

Nach  der  oben  voraiisgeschickteo  Betracbhmg  ist  aber 

Ffihrt  man  dies  in  den  verbergebenden  Ansdrock  von  j?  ein,    %o 
ergiebt  8ich 

und  wenn  man  ftr   I,  c,  d-,  s  wieder  die  diesen  Symbolen  ent- 
sprechenden Liniäh  setzt» 

„_    AB.AC 

welcbes  die  zu  beweisende  Formel  war« 

Rücksicbtlieh  der  Aa8wabliiii|  der  Punkte  A,  B,  C  wellen 
wir  nur  in  der  Kürze  beoiericen,  dass  es  der  Genanigkeit  des  zu 
•rsicienden  Resultats  gewiss  förderlieb  sein  wird»  wenn  dieselben 
mOgiicbst  weit  ans  einander  liegen.  In  Verhäitniss  zu  der  zumes- 
senden Linie  MN. 


14» 
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IJelier  das  Bftckwärl»eiii8chneideit  mit 
dem  ICesstisclie. 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Wenn  ich  noch  einmal  auf  diese  -~«  auch  von-  mir  selbst  — 
schon  vielfach  behandelte  Aufgabe  zurückkomme,  so  wird  dies 
gewiss  in  der  sfossen  praktischen  Wichtigkeit  derselben  seine 
Kechtfertigung  nnden.  Auch  lassen  in  der  That  alle  bis  jetzt 
bekannt  gemachten  Methoden  immer  noch  Etwas  zu  wünschen 
übrig.  Am  Häufigsten  wird  wohl  in^der  Praxis  die  Lehmann*sche 
Methode  der  sogenannten  fehl  erzeigenden  Dreiecke  angewandt. 
Aber  auch  diese  Methode  hat  mich  —  ich  gestehe  es  offen  — 
niemals  ganz  befriedigt;  insbesondere  finden  Anfanger  öfters 
emige  Schwierigkeit  bei  der  Beurtheilung  der  Lage  des  gesuchten 
Punktes  gegen  das  fehlerzeigetide  Dreieck  >  ob  derselbe!  nämlich 
innerhalb  oder  ausserhalb,  und,  im  letzteren  Falle,,  auf  welcher 
Seite  dieses  Dreiecks  derselbe  liegt,  was  auch  wahrscheinlich  Herrm 
Prof.  Hartner  in  Gratz  zu  der  neuen  umfassenden  und  gründ- 
lichen Arbeit  über  diesen  Gegenstand  in  den  Sitzungsberich- 
ten der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien.  Jahr- 
gang 1849.  November-  und  December-  Heft.  S.  230.  (m. 
s.  auch  Liter.  Ber.  Nn  LV.  S.  768.)  veranlasst  hat,  an  aie 
ich  bei  dieser  Gelegenheit  von  Neuem  zu  erinnern  mir  erlauben 
möchte.  Mich  selbst  haben  die  Wünsche,  die  mir  bei  der  An- 
wendung der  fehlerzeigenden  Dreiecke  stets  noch  übrig  blieben, 
veranlasst,  eine  andere  Näherun^smethode ,  die  der  fehlerzeigen- 
den Dreiecke  sich  wenigstens  nicht  unmittelbar  bedient,  aufzu- 
suchen. Diese  Methode  hat  eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit 
einer  schon  früher  von  dem    verdienten  Bohnen  berger  in  der 
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Zeitschrift  fflr  Astronomie  und  yervrandte  Wissen- 
schaften. Band  VI.  S.  121.  bekannt  gemachten  Methode. 
Ich  sage  aber  absichtlich  eine  eewisse  Aehnlidikeit  Denn 
Bohnenb erger  bedient  sich  in  der  That  auch  fehlerseigender 
Dreiecke,  die  ich,  wenigstens  unmittelbar,  gar  nicht  in  Anwen- 
dung bringe,  und  die  nach  meiner  Ansicht  interessante 
theoretische  Grundlage,  von  der  ich  bei  meiner  Auflosung  aus- 
gehe, kennt  Bohnenberge r  gar  nicht,  so  dass  also,  wie  Ich 
glaube,  von  einer  Uebereinstimmung  beider  Methoden  nicht  die 
Rede  sein  kann,  wenn  auch  allerdings  meine  Auflosung  sehr  leicht 
SU  der  Bohnenberger'schen  Nähemngsmethode  fiEIhrt,  wie  ich  wei- 
ter unten  noch  besonders  bemerken  werde. 


n. 

wir  wollen  uns  xwel  sich  schneidende  Kreise  (Taf.IV.Fig.4.) 
denken.  Der  eine  der  beiden  Dnrchschnittspunkte  sei  A,  der 
andere  sei  D.  Von  dem  Durchschnittspankte  A  aus  ziehe  man 
eine  gerade  Linie,' welche  den  einen  der  beiden  Kreise  in  6,  den 
anderen  in  c  schneidet.  Auf  diese  gerade  Linie  wird  sich  unsere 
folgende  Betrachtung  hauptsächlich  richten. 

Die  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  gebende  gerade 
Linie  nehmen  wir  als  Ajec  der  x  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  der  xy  an,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  des  einen 
Kreises  ist  Der  Halbmesser  des  Kreises,  dessen  Mittelpunkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  angenommen  worden  ist,  sei  q;  der 
Halbmesser  des  anderen  Kreises  seir.  Die  erste  Coordmateoder  soge- 
nannte Abscisse  des  Mittelpunkts  dieses  letzteren  Kreises  sei  a,  und  es 
wird  der  Einfachheit  wegen,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden, 
verstattet  sein,  das  Coordioatensystem  90  anzunehmen,  dass  a 
positiv  ist.  Alles  dieses  vorausgesetzt,  sind  nun  die  Gleichungen 
der  beiden  Kreise: 

und  wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  x,  y  als  unbekannte  GrOs» 
sen  bestimmt,  so  erhält  man  die  Coordinaten  der  zwei  Durch- 
schnittspunkte der  beiden  Kreise.  Aus  der  zweiten  Gleichung 
ergiebt  sich  zuvorderst: 

ar*  +  y*— 2iM? =r* — a* , 

also  wegen  der  ersten  Gleichung: 

woraus 
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Also  iBi  weg0o  der  ersten  Gleicbiing: 

d.  i. 

woraus  man  mitteUt  ^ner  allgemein  bekanoten  Zerlegung  auch 

erhält    Bezeichnet  man  den  Fl&cheninhalt  des  aus   a^  i^,  r  als 
Seiten  gebildeten  Dreiecks  durch  ^ ,  so  ist  bekaootlich  • 

A*Ä  i8(«+^+r)(a+p— f)(r+a-^X(p+r— a). 


also 


^^%    ,=±?A; 


und  wir  haben  daher  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  der  zwei 
Durchschnittspunkte  der  beiden  Kreise  die  folgenden  Formeln: 

Wir  wollen  jetzt  annehmen«  dass  die  Coordinaten  mit  dem 
oberen  Zeichen  dem  Punkte  A,  die  Coordinaten  mit  dem  unteren 
Zeichen  dem  Punkte  D  entsprechen,  so  dass  also,  wenn  wir 
jene  Coordinaten  durch  Xi,  yi;  diese  durch  a:^,  y^  bezeichnen: 

'*-    w^:^*- — i" 

ist. 

Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  A  oder  (%  ^i)  gesoge- 
nen beliebigen  geraden  Linie  sei  jetzt 

y~Ax+B, 

so  ist,  weil  diese  Linie  durch  den  Punkt  (xi  yi)  geht, 

yi=Axi+ß, 
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ond  folglich 

die  Gleichung  dieser  Linie. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte 
dieser  Linie  mit  dem  Kreise«  welcher  mit  dem  Halbmesser  q  be- 
schrieben ist,  durch  o;«  y;  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung 
die  beiden  Gleichungen: 


diesen  Gleichiuigwi  y,  so  4 
He  Gleichung: 


Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichiuigwi  ff,  so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung von  jr  die  Gleichung: 


d.  i. 


und    lost   man  diese     quadratische    Gleichung    auf    gewöhnliche 
Weise  auf,  so  ergiebt  sich  mittelst  leichter  Rechnung: 

'^—  l+A* 

Weil  aber  der  Punkt  (asi  yi)  in  dem  mit  dem  Halbmesser  q  be- 
schriebenen Kreise  liegt,  so  ist 

also 

wontoB  sidi  nach  leichter  I^ch|ii^g 

(I+^«)<?*-(»»-^«i)»=(a:,+4yi)«, 
folglich  nach  dem  Obigen 

--^(yi— ^^i)  ±  (^1  +  -^yi) 

'= —  TF^ 

ergiebt.    Das  ehere  Zeichen  üefWrt  xz^a:.,  und  entspricht  folglich 

dem  Punkte  (xi  Vi).     Will  man  also  die  erste  Coordinate  oder  * 

Abscisse  des  andren  Durehsehnittspanktes  unserer  geraden  Linie 


mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  q  beschrieben  ist, 
haben,  so  muss  man  das  untere  SScichen  nehmen,  wodurch  man 
fiir  diesen  Durchschnittspunkt 
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x-*,e=-'^+ll«i-> 


erhSit ;  und  weil  nan  nac.h  dem  Obigen 

ist,  80  hat  man  zur  BostimiUMitg  von  x,  y  die  Ausdrücke: 

Bezeichnen    wir   ferner   die    Coordinaten    der    DurclischDitts- 

ßankte  unserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem 
lalbmesser  r  beschriehen  worden  ist,  wieder  durch  x»  y  selbst; 
so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  beiden  Gleichungen: 


(ar— o)«+y«  =:r«,  y-yi  =  ÄiX'-Xi). 

as  diesen  Gleichungen  yy  so  er 
:  die  Gleichung 


Elimlnirt  man  aus  diesen  Gleichungen  yy  so  erhält  man  cur  Be« 
Stimmung  von  :p  die  Gleichung 


d.\ 


und  lost  man  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche  Art 
auf,  so  ergiebt  sich  mitteist  leichter  Rechnung: 

Weil  aber  der  Punkt  {xx  y{)  in  dem  mit  dem   Halbmesser  r  be- 
schriebenen Kreise  legt,  so  ist 

also 

woraus  sieh  nach  leichter  Rechnung 

(I +il«)r^-(yi-^(j?i-a))«=(4ri-a+4yi)*. 
folglich  nach  dem  Obigen 
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—\A(ifi—Aj;i)~a)±Hxi+Agi)—a] 

*= t  +  ^ 

eraiebt  Das  obere  Zeichen  liefert  x:=^Xi,  and  entspricht  folg- 
iicli  dem  Punkte  {xi  yi).  Will  man  alao  die  erste  Coordinarte 
oder  Abscisse  des  anderen  Durchscbntttspunkts  unserer  geraden 
Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  r  beschrie- 
ben worden  ist,  haben,  so  muss  man  das  untere  Zeichen  nehmen, 
wodurch  man  fSr  diesen  Durchschnlttspunkt 


oder 


erhält;  und  weil  nun  naqh  dem  Ohigen 

ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  x^  y  die  Ausdrucke : 

^~^^  =  ^ IHM**"'  »""y^= Tm^ • 

Ist  jetzt  jetzt  6  in  Taf.  IV.  Fi^.  4.  der  Durchschnittspunkt 
unserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halb- 
messer ^  beschrieben  worden  ist,  dagegen  c  in  derselben  Figur 
der  Durchschnittspunkt  dieser  •  geraden  Linie  mit  dem  Kreise, 
welcher  mit  dem  Halbmesser  r  besehrleben  worden  ist»  und  be> 
zeichnen  wir  die  Coordinaten  dieser  beiden  Punkte  respective 
durch  Xhf  $fb  nnd  x^yol  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

^.    ^  -.     ?(?rMli)  '  ,     «         ^A(xi+Ay{) 


und 


x^—xi  =       Y^^ — '  y«— yi  = 1+3» 

Also  ist 

2a  2Aa 

xh—xc— — jqr^äT  y  y*— yc=  -  r+ 35  • 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernune  der  beiden  Punkte  6  und  c 
oder  (xi  yb)  nnd  (xc  Ve)  von  einander,  d.  i.  die  Linie  bc  in  .Taf. 
IV.  Flg.  4.,  durch  E,  so  ist 


£«=  (^*-xc)«+(y*-y«)* , 
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d.  i.  nach  dem  Obigen 

4a* 


i  +A^' 

folglich,  well  nnter  den  gemachten  Voriias«etzinigeii  betcanntilch 
«  positiv  Ist: 

Von  dem  Punkte  ,/>  oder  (x^  y«)  wollen  wir  uns  jetzt  auf 
die  durch  den  Punkt  A  oder  (xi  y^)  gelegte  gerade  Linie  ein 
Perpendikel  gefällt  denken,  und  die  Länge  dieses  Perpendikels 
durch  P,  die  Coordinaten  seines  Fusspunktes  in  der  in  Rede 
stehenden  Linie  aber  durch  j:,  y  bezeichnen.  Die  Gleichung 
dieses  Perpendikels  ist  nach  den  Principien  det  ^  analytischen 
Geometrie 

und   zur  Bestimmung    der  Coordinaten  x»  7  *hat  man  daher   die 
beiden  Gleichungen: 

oder 

Y-yi  =  A(%^Xi), 

y— yi  +(yi^y«)  =  -^^li^— ^i + («i— a?a)i; 

oder  auch 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 

^1— ^a=0.  yi-ya=  ^ 
ist;  80  werden  diese  Gleichungen: 


«nd 


r-yi  +  -^=-j/ij^-^i)i 


f-»%-^^A(f-x^, 
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1,    ^A  JL 

1__*A_ ^.. 


4A^  i/^    - 

Itezeicbnen   wir   nun    die  Bntfernung   des   Fnsspnnktes  des 
Perpendikels  P  von  dem  Punkte  A  oder  (aii  yi)  durch  Q;  so  ist 

Q«=öc-«o»+(r-»i)«,  l*"=Oc-*»)*+(jr-Ä)»; 
also  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet. 


woraus 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachd^ro  die 
Grosse  A  positiv  oder  negativ  ist 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

VHA* 


st,  so  ist 
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uod  daher  dieses  Verhältniss  ein  tod  der  Laße  der  durch  den 
Punkt  A  oder  (xi  yi)  gezogenen  geraden  Linie  onahhängiees» 
insofern  also  constantes  Vernältniss'»  wa«  unmittelbar  zu  aem 
folgenden  geometrischen  Satze  führt  : 


Lehrsatz. 

Wenn  zwei  Kreise  sich  schneid'en,  und  man  von  dem 
einen  ihrer  beiden  Durchschnittspunkte  aus  eine»  je- 
den der  beiden  Kreise  ein  zweites  Mal  schneidende 
erade  Linie  zieht»  so  ist  das  Verhältniss  zwischen 
er  Entfernung  der  zwei  Durchschnittspunkte  die&er 
eraden  Linie  luitdenbeiden  Kreisen  ?on  einanderund 
em  von  dem  anderen  Durchschnittspunkte  der  beiden 
Kreise  auf  die  in  Rede  stehende  gerade  Linie  gefäll- 
ten Perpendikel  von  der  Lage  der  geraden  Lini'e  un- 
abhängig, und  insofern  also  ein  co  nstantes  Verhältniss. 

•  Dies  ist  der  Satz,  Ton  dem  wir  im  Folgenden  eine  Anwen* 
düng  auf  das  Rfickwär^seinschneiden  mit  dem  Messtische  machen 
werden.  Vorher  wollen  wir  jedoch  die  folgenden  geometrischen 
Bemerkungen  dem  Vorhergehendeh  noch  beifügen. 

Wenn  mau  aus  den  .beiden  Gleichungen 
die  Grosse  A^  eiiminirt»  so  erhält  man  die  Relation 

und  da  nun  nach  dem  Obigen 

£?_    a^ 
/»~  4A* 

ist,  äo  ist 

4fl»^£a      £g 

woraus  sieh  die  bemerkenswerthe  Relation 
4a«/»=JB«(/»+C*) 
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od«r 


2P 


ergiebt. 


Bezeichnen  wir  die  gemeiDschaftliche  Sehne  der  beiden  Kreide 
durch  S,  so  ist 

S«=(:r,-a:,)»+(srj-^y3)«, 

also  nach  dem  Obigen 

folglich 


a 


Daher  ist 


also  nach  dem  Obigen 


oder 

£::P=2a:S, 

welche  Proportion  ein  Jeder  sogleich  wird  in  Worten  aussprechen 
können« 


Auch  ist 


also  nach  dem  Obigen 


woraus  sich 


4a*— 1?     4a« 
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£»S«=4o«(S«-Ö»), 

oder 

ES 


ergiebt. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen»  so  erhftli  man 
ES  ^  _ES/P^  +  Q^ 

oder 

woraas  sich   leicht  die  nach  dem  pythagoreischen  Lehrsatze  sich 
von  selbst  verstehende  Gleichung 

ergiebt. 

Es  wurden  »sich  leicht  aus  dem  Obigen  noch  manche  andere 
Relationen  ableiten  lassen,  da  es  ja  bekannt  genug  ist»  dasssich  bei 
Untersuchungen  wie  die  vorhergehende  immer  eme  grosse  Menee 
mehr  oder  weniger  merkwürdiger  Relationen  ergeben,  deren  ijb- 
leitung  oft  nur  ein  geringes  Verdienst  ist,  aber  dessenungeachtet 
als  ein  treffliches  Uebun^smittel  für  Anfänger  jederzeit  einen  gros- 
sen Werth  hat  Ich  will  mich  aber  bei  solchen  geometrischen 
Uebungen,  die  nur  den  grossen»  Ja  unermesslichen  Reichthum 
der  Geometrie  zu  zeigen  geeignet  sind,  jetzt  nicht  länger  aufhal- 
ten» sondern  nun  sogleich  zu  dem  wichtigen  praktischen  Gegen- 
stände  übergehen»  welchem  das  Obige  zur  Vorbereitung  ond 
Grundlage  dienen  sollte.  Eine  elementar-geometrische  Darstellung 
des  obigen  Gegenstandes»  bei  dessen  Entwickelung  ich  mich  hier 
absichtlich  der  analytischen  Geometrie  bedient  habe»  ron  befreun- 
deter Hand ,  mit  noch  manchen  anderen  Bemerkungen»  werde  ich 
den  Lesern  des  Archivs  vielleicht  bald  niitzutheilen  im  Stande  sein. 

III. 

In  Taf.  IV.  Fig.  5.  seien  jetzt  A,,  B,  C  die  drei  auf  dem 
Messtische  gegebenen»  den  Punkten  H,  J&»  <E  auf  dem  Felde  ent- 
sprechenden Punkte»  und  D  sei  der  auf  dem  Messtische  zu  fin- 
dende vierte»  dem  Punkte  ^  auf  dem  Felde»  in  welchem  der 
Messtisch  aufgestellt  worden  ist»  entsprechende  Punkt.  Die  ge- 
genseitige Laee  der  drei  Punkte  %  55»  C  auf  dem  Felde  sei  eine 
solche,  dass  dem  in  !D  stehenden,  mit  dem  Gesicht  nach  H  ge- 
kehrten Beobachter»  der  Punkt  H  zwischen  den  Punkten  C&  und 
C  liegend  erscheint.     Zugleich    denke  man  »sich  auf  dem  Me 
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thishe  die  beiden  bekamitea,  dvrefa  A,  B,  D  md  durch  As  C,  D 

Sehenden  Kreise  besciirieben»  was  Alles  so  aligemein,  bekannt  ist» 
ass  es  hier  noch  weiter  2u  erläutern  ganz  unzweckmässig  und 
unndtbig  sein  würde.  Eine  beliebige  dorch  A  gezogene  gerade 
Linie  schneide  den  Kreis,  in  welchem  B  liegt»  in  b,  den  Kreis,  in 
welchem  C  liegt,  in  c.  Praktisch  erhält  man  zwei  Punkte  wie  A 
und  c  sehr  leicht,  wenn  man  bei  ganz  beliebiger  Lage  des  Tisch« 
Mattes  die  Kippregel  an  A  legt  und  nach  2|  visirt,  dann  die 
Kippreffel  an  d  legt  und  nach  15  visirt,  und  den  Durchschnitts« 
punkt  der  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen  Visirlinien  bestimmt» 
was  einen  Punkt  b  giebt;  dann  legt  man,  natürlich  bei  ganz  un- 
Terrückter  Lage  des  Tisches,  die  Kippregel  auch  an  Q  visirt  nach 
C«  und  bestimmt  den  Durchschnittspunkt  dieser  Visirlime  mit  der 
schon  vorher  erhalteni^n  durch  A  genenden  Visirlinie,  so  giebt  dies 
einen  Punkt  e.  Der  Grund  dieses  einfachen  Verfahrens  erhellet 
auf  der  SteUe,  wenn  man  nur  überlegt,  dass  die  Winkel  AbB  und 
^cCauf  dem  Tische  respective  den  Winkeln  'lüb^  und  2f2|C  auf 
dem  Felde,  denen  bekanntlich  auch  die  Winkel  ^Z>^und  ADC 
auf  dem  Tische  eleach  sind,  mit  einer  hier  vdilig  ausreichenden 
Genauigkeit  gleich  sind,  wenigstens  bei  Entfernungen  der  Punkte 
%  £,  C  von  dem  in  1b  aufgestellten  Tische ,  welche  gegen  die 
Dimensionen  des  Tisches  als  verschwindend  betrachtet  werden 
können.  Auf  diese  Weise  kann  man  sich  also  immer  leicht  und 
mit  der  grussten  Sauberkeit  zwei  Punkte  wie  b  und  c  verschaffen. 
Die  Visirlinien,  welche  diese  Punkte  geben,  wird  man  nie  völlig 
ausziehen,  da  es  zunächst  nur  auf  die  Bestimmung  zweier  sof 
eher  Punkte  wie  6  und  e  selbst  ankommt. 

Grösserer  Einfachheit  wegen  wollen  wir  Im  Folgenden,  was 
in  der  Praxis  gewiss»  immer  verstattet  sein  wird,  annehmen,  dass 
bei  der  Bestimmung  der  Punkte  b  und  c  nach  dem  vorhergehen- 
den Verfahren  der  Messtisch  schon  so  weit  orieotirt  2«ei,  dass 
diese  Punkte  beide  auf  einer  Seite  des  Punktest  liegen,  dieser 
letztere  Punkt  also  nicht  zwischen  jenen  beiden  Punkten  liegt, 
wenn  auch,  theoretisch  genommen,  die  Betrachtung  des  Falls,  wo 
A  Bwiscben  b  und  c  liegti  keiner  besonderen  Schwierigkeit  unter- 
liegen würde,  was  wir  aber  füglich  dem  Leser  überlassen  können. 
Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  im  Folgenden,  wenn  zwei  Paare 
von  Punkten  wie  6,  c,  die  wir  durch  b,  c  und  b\  e*  bezeichnen 
wollen ,  auf  dem  Messtische  gegeben  sind,  diese  beiden  Paare  be 
und  b'c*  symmetrisch  oder  unsymmetrisch  gegen  ^  liegend 
nennen,  jenachdem  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander 

Ab^Ac,  Ab*  ^Ac' 

oder 

Ab^Ac,  Ah'^^At' 

ist,  was  sich  bei  praktischen  Operationen  immer  auf  der  Stelle 
wird  erkennen  lassen. 
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W«nn  man  die  oben  beschriebene  Operation  bei  zwei  ver- 
schiedenen La«en  des  TiachbLattos  vornimmt»  so  kann  man  sich 
leicht  zwei  solche  Paare  von  Punkten  wie  6c  und  frV  verschaf* 
fen,  und  dass  dies  geschehen  sei,  wollen  wir  von  nun  an  voraus- 
setzen. Dies  aber  vorausgesetzt,  erhellet  ans  einer  blossen  Be- 
trachtung von  Taf.  IV.  Fig.  ö.  auf  der  Stelle,  dass,  ienacbdem 
die  beiden  Paare  bc  und  h'&  gegen  A  symmetrisch  oder  unsym- 
metrisch liegen;  der  gesuchte  Punkt  D  oicht  zwischen  den  beiden, 
natfirlich  stets  gehörig  verlängert  gedachten  Linien  bc  und  b'C, 
oder  zwischen  diesen  beiden  stets  gehörig  verlängert  gedachton 
Linien  liegt.  Hat  sich  aber  aus  einer  nach  den  vorhergehenden 
Regeln  äusserst  leicht  anzustellenden  Beurtheilung  ergeben«  dass 
der  gesuchte  Punkt  D  nicht  zwischen  den  beiden  immer  gehörig 
verlängert  gedachten  Linien  bc  und  b'e'  Heft,  und  daher  auf 
einer  und  derselben  Seite  dieser  beiden  Linien  gesucht  werden 
muss,  so  erhellet  sowohl  aus  einer  blossen  Betrachtung  von  Taf. 
IV.  Fig.  5.,  als  auch  aus  dem  In  U.  bewiesenen  geometrischen 
Lehrsatze,  nach  wekhem  die  von  dem  Punkte  D  auf  die*Linien 
bc  und  b'c'  gef&liten  Perpendikel  zu  diesen  Linien  selbst  ein 
und  dasselbe  constante  Verbältniss  haben,  dass  der  Punkt  D  im- 
mer auf  der  Seite  der  kleineren  der  beiden  Linien  bc  und  b'& 
gesucht  werden  muss,  auf  welcher  die  grossere  dieser  betdeo 
Linien  nicht  liegt 

Denken  wir  uns  jetzt  durch  die  beiden  Punkte  A  und  D  eine 
gerade  Linie  gezogen,  so  erhellet  durch  eine  ganz  ein&che  geo- 
metrische Betrachtung  aufder  Stelle,  dass  die  beiden  von  einem  jeden 
ganz  beliebigen  Punkte  in  dieser  Linie  auf  die  gehörig  verlängert 

fedachten  Linien  a6ond  a'6' geföllten  Perpendikel  in  demselbeiiVer- 
ältnisse  zu  einander  stehen  wie  die  beiden  von  dem  Punkte  Z>  auf 
die  gehörig  verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b'  geCäWt^n  Per- 
pendikel. Also  werden  nach  dem  in  IL  bewiesenen  geometrischen 
Lehrsatze  die  beiden  von  einem  ganz  beliebigen  Punkte  in  der 
durch  A  und  D  gehenden  geraden  Linie 'auf  die  beiden  gehörig 
verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b^  geföllten  Perpendikel 
sich  jederzeit  eben  so  zu  einander  verhalten ,  wie  beziehongsweise 
die  beiden  Linien  ab  und  a'b'  sich  selbst  zu  einander  verhalten; 
und  bestimmt  man  also,  nachdem  man  nach  dem  Vorhergehenden 
die  La^e  des  Punktes  D,  und  demnach  auch  überhaupt  die  Lage 
der  Linie  AD,  gegen  die  beiden  gehörig  verlängert  gedachten  £l- 
nien  ab  und  a'b'  bereits  ermittelt  hat,  entweder  nach  demAugen- 
roaasse  oder  durch  genaue  geometrische  Construction  ehien  Punkt 
auf  dem  Messtische  so ,  dass  dessen  Entfernungen  von  den  ge- 
hörig verlängert  gedachten  Linien  a^  und  a'b*  sich  eben  so  zu 
einander  verbalten,  wie  beziehungsweise  die  Linien  ab  und  a'6' 
sich  selbst  zu  einander  verhalten,  so  wird  der  auf  diese  Weise 
erhaltene  Punkt  ein  Punkt  In  der  durch  A  und  D  gehenden  ge- 
raden Linie  sein.  Legt  man  also  dann  die  Kippregel  an  diesen 
Punkt  und  an  den  Punkt  A  an,  und  orientirt  hierauf  das  Tisch- 
blatt nach  3(,  so  wird  dasselbe  richtig  orientirt  sein,  und  dann 
also  auch  ferner  der  Punkt  D  selbst  leicht  erhalten  werden  kön- 
nen, wenn  man  nur  die  Kippregel  an  B  oder  C  legt,  und  respec- 
tive  nach  25  oder  C  visirt,  was  allgemein  genug  bekannt  ist,  als 
dass  es  hier  noch  einer  weiteren  AusfUhrnng  bedfirfte. 
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Man  kann,  wenn  es  der  Raum  auf  dem  Tischblatte  zulfisst 
und  es  überhaupt  als  zweckmässig  erscheint »  worüber  sich  im 
Allgemeinen  nichts  festsetzen  ^lässt^  den  in  Rede  stehenden  Punkt 
aut  dem  Tische  auch  so  bestimmen,  dass  seine  Entfernungen  ?on 
den  eehörig  verlängert  sedachten  Linien  ab  und  a'6'  diesen  bei- 
den Linieo  ab  und  a'b*  beziehungsweise  gleich  sind. 

Ein  hinreichend  geübtes  Augenraaass  wlrd^  glaube  ich,  bei  der 
Bestimmung  des  in  Rede  stehenden  Punktes  meistens  ausreichen; 
aber  auch  wenn  man  sich  darauf  nicht  verlassen  wollte  oder  könnte, 
würde  dieser  Punkt  stets  durch  eine  genaue  geometrische  Con* 
struction  erhalten  werden  können,  die  in  der  Ausführung  so  leicht 
und  einfach  ist,  dass  man  wohl  noch  wagen  darf«  sie  den  bei 
Messtischoperationen  auf  dem  Felde  beschäftigten  praktischen 
Geometero  aufzubürden.  Man  braucht  ja  bloss  auf  den  gehöiigen 
Seiten  d^  Linien  ^ce6  und  a'b'  in  Entfernungen^  von  denselben, 
die  entweder  diesen  Linien  selbst,  oder  gewissen,  mittelst  des 
Zirkels  zu  bestimmenden,  sleichvielten  aliquoten  Theilen,  oder 
endlich  auch  gewissen  Gleicnvielfachen  derselben  gleich  sind,  mit 
Hülfe  von  Lineal  und  Dreieck  mit  den  Linien  ab  und  a'b*  zwei 
Parallellinien  zu  ziehen  und  deren  Durchschnit<spunkt  zu  bestim- 
men, jwelcber  der  gesuchte,  zur  richtigen  Orientirung  des  Tisches 
erforderliche  Punkt  sein  wird.  Jedoch  wird,  wie  gesagt,  gewiss 
In  den  meisten  Fällen  ein  geübtes  Augenmaass  ausreichen,  wenn 
man  namentlich  die  vorhergehende  Methode  als  eine  successive 
Annäherungsmethode  betrachtet,  die  nur  erst  nach  einigen  Wieder- 
holungen zu  einer  vollständig  richtigen  Orientirung  des  Tisches 
fahrt.  Auch  werden  noch  manche  Vortheile  jedem  in  der  An- 
wendung des  Rückwärtseinschneidens  schon  geübten  Praktiker  sich 
gewiss  ganz  von  selbst  ergeben. 

Wenn  die  Linien  bc  und  b'c*  sich  beide  auf  einen  Punkt 
zusammenziehen,  so  wird  dies  jederzeit  ein  sicheres  Zeichen 
sein,  dass  die  vier  Punkte  Ä.  B,  C,  D  auf  einer  und  derselben 
Kreisperipherie  liegen,  und  daher  die  Aufgabe  eine  unbestimmte 
ist*).  Zuge  sich  aagegen  nur  die  eine  der  beiden  Linien  bc  und 
b'&  auf  einen  Punkt  zusammen,  so  würde  eben  dieser  Punkt  der 
gesuchte  Punkt  Z>,  und  eine  weitere  Fortsetzung  der  Operation 
daher  nicht  nöthig  sein. 

Wenn  man  die  Linien  bc  und  b'd  näherongsweise  als  ein- 
ander parallel  anzusehen  sich  berechtigt  halten  darf,  und  diesel- 
ben symmetrisch  gegen  den  Punkt  A  liegen,  so  erhellet  mittelst 
einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  aus  dem  Obigen  so- 
gleich, dass  der  Durchschnittspunkt  der  gehörig  verlängerten  Li- 
nien bb*  und  cc'  näherungsweise  der  oben  angegebenen  Bedingung 


*)  Da  näiDÜch  bc  and  b'c*  jetat  Punkte  sind ,  die  wir  durcb  {öc^ 
and  (ß'C)  bezeichnen  wollen,  so  geht  der  durch  4,  B^  D  beachrtebene 
Krei«  durch  die  Punkte  A,  B,  D^  (Pc\  (ö'C)^  der  durch  i,  C,  D  be«chrie- 
bene  Kreia  durch  die  Punkte  A,  C,  D^  (bc)^  {ö'c^y  AUo  gehen  beide 
Kreise  durch  dieselben  vier  Punkte  .4,  D  (fiC),  {P'C%  und  fallen  daher 
mit  einander  susammen. 

Theil  XVI.  15 
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rficksichtlich  seiner  Entfernungen  von  den  Linien  bp  nnd  Vif  ge- 
nflgen  wird,  und  daher  zur  nänerungsweisen  Orientirung  des  Mess- 


den  Punlct  A,  so  erhellet  eben  so  leicht  wie  vorher,  dass  wieder 
der  Dnrchschnittspunkt  der  beiden  Linien  bb*  und  c&  zur  nähe- 
rungsweisen Orientirung  des  Messtisches  benutzt  werden  kann. 
Wie  es  nach  dem  Obigen  bekanntlich  erforderlich  ist,  liegt  der 
Durchschnittspunkt  der  neiden  Linien  bb'  und  c&  im  ersten  Falle 
nicht  zwischen  den  beiden  Linien  bc  und  b'c',  im  zweiten  Falle 
dagegen  zwischen  diesen  beiden  Linien.  Dies  ist  eigentlich  im 
Wesentlichen  die  oben  erwähnte»  von  Bohnenberger  ange*- 
gebene  Näherunffsmethode,  die«  wie  es  uns  scheint,  in  der  von 
uns  oben  entwickelten  genauen  Methode  ihren  wahren  Grund  hat 

üeber  die  obige  Methode  uns  noch  weiter  zu  verbreiten,  oder 
dieselbe,  wie  vielleicht  mancher  Praktiker  wünschen  mochte,  för 
den  praktischen  Gebrauch  hier  nochmals  im  Zusammenhange  dar- 
zustellen, halten  wir  für  unnuthig.  Auch  wird  der  wahre,  theore- 
tisch gehl^rig  gebildete  Praktiker  gewiss  selbst  leicht  noch  auf 
manche  erweiterte  Anwendungen  unserer  Methode  kommen.  Ich 
erwähne  daher  nur  noch  2um  Schlu9s,  dass  ich  die  in  IL  gege- 
benen Entwickelungen  hier  absichtlich  auf  demselben  Wege  gege- 
ben habe,  welcher  mich  zu  denselben  geführt  hat,  nämlich  Im 
Crewande  der  analytischen  Geometrie.  Vielleicht  ist  eine  Einfache 
elementare  Darstellung  durch  die  synthetische  Geometrie  mOglich, 
der  ich«  wenn  man  sie  mir  mitzuthellen  die  Güte  haben  sollte*), 

fern  einen  Platz  im  Archive  einräumen  würde,  und  daher  die 
leser  dieser  Zeitschrift  zu  einer  desfallsigen  Untersuchung  auf- 
zufordern mir  erlauben  mochte,  weil  ich  allerdings  der  Meinung 
bin  y  dass  die  aus  den  in  II.  angestellten  theoretischen  betrachtunsen  in 
III.  hergeleitete  praktische  Methode  des  Ruckwärtseinschneidens 
mit  dem  Messtische  ihrer  Einfachheit  wegen  wohl  verdient,  dass 
sie  durch  eine  hinreichend  elementare  und  leichte  theoretische 
Betrachtung  auch  in  ihren  Gründen  einer  möglichst  grossen  An* 
zahl  von  Praktikern  zugänglich  gemacht  werde. 

*)  Data  daiu   Holfoiin«;  vorhanden  ist,  habe  ieh  oben  achon  bemerkt 
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lieber  eine  nene  Art«  die  Gesetze  der 

Fortpflanzung   und   Polarisation    des 

lilebtes  in  optiseli  zweiaxif^en  Medien 

darzustellen. 

Von 

Herrn  Dr.  Beer, 

PriTAtdocenten  an  der  UniTeriität- za  Bonn. 


Das  pedfirfniss  von  Modelieo  bei  dem  Studiam  der  Doppel- 
Brechung  hat  sich  unter  Anderem  durch  die  Erfindung  verschieuener 
Darstelluogs- Arten  der  Wellenfläche  optisch  zweiaxiger  Krystalle 
bekundet.  Unter  diesen  sind  als  die  vollkommensten  diejenigeD 
Modelle  eu  betrachten,  welche  sich  nach  den  wichtigsten  Schnitten 
jener  Fläche  aus  einander  schlagen  lassen «  und  deren  Masse  den 
zwischen  den  beiden  Schalen  der  Fläche  befindlichen  Raum  aus- 
flillt,  so  dass  sie  in  ihrer  Convexität  und  Concavität  eine  vollstän- 
die  Vorstellung  der  Wellenform  vermitteln.  Eine  andere  Art  be- 
steht aus  zwei  Theilen«  von  denen  der  eine  durch  die  innere 
Scfhale  oder  durch  einen  Theil  derselben ,  z.  B.  einen  Octanten, 
und  durch  die  Hauptschnitte,  der  andere  darch  die  äussere  Schale 
begrenzt  wird.  Noch  einfacher  ist  die  Darstellung  mittelst  Plat- 
ten von  Pappe,  auf  denen  Schnitte  der  Fläche  gezeichnet  sind^ 
oder  mittelst  Drähten,  die  den  Umfang  solcher  Schnitte  angeben. 
Dieser  Aufsatz  ist  der  Angabe  einer  neuen  Art,  die  Gesetze  der 
Fortpflanzung  und  Polarisation  des  Lichtes  in  doppelbrechenden. 
Mitteln  sowohl  mittelst  eines  leicht  herzustellenden  Modeiles,  als 
auch  mittelst  der  Zeichnung  darzustellen,  gewidmet  Wir  schicken 
der  Beschreibung  einige  begründende  mathematische  Bfetrachtan- 
gen  voraus. 

15* 
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I.     Die  Geschwiodigkeiten  Vi  and  v^,  mit  welchen    sich  zwei 

Sarallele  ebene  Wellen  in  einem  optisch  zweiaxigen  Mittel  nach 
er  Richtung  ihrer  gemeinsamen  Normale  fortpflanzen  >  werden  be- 
kanntlich aus  folgenden  Gleichungen  gefunden: 

1)    tJi*=f+<cos(tt4+tta)»        2)    ra*=f  +  <cos(t£i— «j). 

Legen  wir  in  Taf.  V.  Fig.  1.  durch  einen  Punkt  O  als  Mittelpunkt  zwei 
Gerade  AiAiundA^^AinsLch  den  Richtungen  der  beiden  optischen 
Axen  für  ebene  Wellen  (der  wahren  optischen  Axen),  so  bedeuten  tC| 
und  tu  die  Winkel,  welche  eine  durch  O  mit  der  gemeinsamen 
Normale  der  beiden  Fronten  parallel  gelegte  gerade  Linie  OiV  bezüg- 
lich mit  OAi  und  OA2  bildet;  der  Werth  von  s  ist  immer  positiv, 
während  t,  absolut  genommen  kleiner  als  f,  positiv  wird,  wenn 
die  Halbirungs- Linie  des  Winkels  AiOAij^  mit  der  Axe  der  klein- 
sten Eiasticität,  und  negativ  wird,  wenn  siejnit  der  Axe  der  gross- 
ten  Eiasticität  zusamnaenfallt.  Die  Schwingungen  der  Wellen- 
Front,  deren  Geschwindigkeit  v^  ist,  stehen  auf  ON  senkrecht 
und  liegen  in  einer  Ebene,  welche  durch  ON  gehend,  den  Winkel 
N  des  körperlichen  Dreiecks  A^NA^  halbirt.  Die  Schwingun- 
gen der  zweiten  Welle  stehen  auf  denen  der  ersten  senkrecht 
und  liegen  wie  jene  in  der  Wellen -Ebene.  Bezeichnen  wir  den 
Winkel,  welcher  von  der  Normale  ON  und  der  Linie  OA%  ein- 
geschlossen wird,  durch  Ugi,  so  wird  t£2+«2^  =  180^J>  und  an  die 
Stelle  der  Gleichung  2)  können  wir  die  folgende. treten  lassen: 

20  ©j»=«-fcos(ui-ftia'). 

Der  Ort  der  Normalen  nun,  für  welche  Vx  denselben  Werth  be- 
sitzt, d.  I.  der  Normalen,  deren  erste  Wellen  •  Ebenen  sich  mit 
gleicher  Geschwindigkeit  in  dem  krystallinischen  Mittel  fortpflan- 
zen,  ist  offenbar  ein  Kegel  des  zweiten  Grades,  dessen  Spitze  in 
O  liegt,  dessen  Axe  mit  d^er  Halbirungs  -  Linie  des  Winkels  A^  0A% 
coincidirt,und  dessen  Hrenn-Linien  die  optischen  Axen^j^.'  und^«^'^ 
sind.  Ebenso  bildet  andererseits  die  steti<^e  Aufeinanderfolge  der  Nor- 
malen, deren  zweite  W^ellen-Fronten  sich  mit  derselben  Geschwin- 
digkeit «2  fortbewegen,  einen  elliptischen  Kegel,  dessen  Mittel- 
Sunkt  O  ist,  dessen  Haupt- Axe  ,den  W^inke-  ÄiOA^  halbirt,  und 
essen  Focal-Linien  die  Geraden  AiAi  und  A^A^  sind.  Die  bei- 
den erwähnten  Kegel  sind  hiernach  confocai  und  stehen  mit  Ihren 
Hauptaxen  auf  einander  senkrecht.  Einem  jeden  anderen  Werthe 
von  Ti  iind  v^  entspricht  ein  anderer  Kegel  der  ersten  und  der 
zweiten  Art;  wir  erhalten  also  zwei  Gruppen  confocaler  Kegel« 
flächen,  die  wir  Geschwindigkeits-Kegel  nennen  wollen.  Die 
Entwicklung  der  Gleibhungen  dieser  Kegel  ist  leicht;  es  handle 
sich  z.  B.  um  die  Herstellung  der  Gleichung  für  die  Kegel  der 
ersten  Gruppe.  Wir  lassen  die  s-Axe  eines  rechtwinkligen 
Coordinaten  -  Systemes  mit  der  Halbirungs -Linie  des  Winkels 
AiOA^y  die  or-Axe  mit  der  Halbirungs-Linie  des  Winkels  AiOA^ 
zusammenfallen;  es  kommt  alsdann  die  y-Axe  auf  die  Ebene  der 
optiscbcQ  Axen  senkrecht  zu  stehen.  Da  nun  für  sämmtliche 
Seiten  eines  Kegels  der  ersten  Gruppe  als  Normale  ebener  Wellen 
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a*  «'«o^ibeo  Werth  behalten  soll,  so  hat  man,  unter  /  eine  die 
olle  des  Parameters  spielende  Constante  verstanden,  die  kleiner 
als  ctmAiOA^  ist, 

woraas  sieh  ergibt: 

COSIIj*  +  costis*  —  2/.costii  co8a2=  1  — /•. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung^  eines  Punktes  des  Kegels  vom 
Anfangs.- Punkte  O  durch  r,  seine  Coordinaten  durch  a,  yund  t, 
sowie  den  Winkel  AiOJ^  durch  2n,  so  ist,  wie  leicht  einzusehen. 


costt|  =  --*  sinn  +  --.cosn,cos«a= •  sm»+  — .cos«. 

TT  TT 

Hiei^aus  und  aus  der  so  eben  befundenen  Relation  zwischen  cosui 
und  costf2  ergibt  sich  für  die  Gleichung  des  Kegels  vom  Parame- 
ter /  die  folgende: 

Kl  = — a:«  (1+0  (cos2«-0-»*(l  -P)  +  **(1— 0  (cos2n-/)=0 . 

Auf  ganz  demselben  Wege  findet  man  die  folgende  Gleichung  der 
zweiten  Gruppe  der  Geschwindigkeits- Kegel: 

JTaS  j:2(1— 0  (cos2«+0+^*(l— P)— 2«(l+0  (cos2n+/)=0. 

Es  ist  hier'/  immer  negativ  und  kleiner  als  —  cos2n  zu  nehmen; 
aber  weder  für  die  Kegel  Ki ,  noch  für  K2  darf  der  Grosse  /  als 
einem  Cosinus  ein  Werth  beigelegt  werden,  der,  absolut  genom- 
men, die  Einheit  übersteigt 

Die  Uauptaxe  der  Kegel  ITj  föllt  ersichtlich  mit  der  z-Axe 
zusammen,  balbirt  also  oen  Winkel  AiOA^,  während  die  der 
Kegel  AT«  den  Winkel  AiOA^  in  zwei  gleiche  Theile  theilL  Dass 
sämmtliclie  Kegel  die  optischen  Azeii  als  Focal- Linien  besitzen, 
'  geht  aus  dem  Umstände  hervor,  dass  die  Summe  der  Winkel»  den 
eine  Seite  der  Kegel  mit  jenen  Geraden  einschliesst,  für  densel- 
ben Kegel  eine  constante  Grosse  behält.  Für  die  erste  Gruppe 
besteht  ein  Grenz -Kegel,  derjenige  nämlich,  dessen  Parameter 
/den  Werth  cos2it  hat,  in  den  Stücken  A1OA2  und  AiOAj  der 
Ebene  xz\  die  andere  Grenze  ist  die  Ebene  ünf\  dieser  entspricht 
als  Parameter  /=— 1.  Die  Grenzen  der  Ke^el  K^  sind  die 
Stücke  A1OA2  und  A^ß^x  der  Ebene  der  optischen  Axen,  fär 
/=:— cos2n,  und  der  Hauptschnitt  yi^  für  /= — 1. 

2.  Wir  wollen  annehmen,  es  sei  die  Halbirungs- Linie  des 
Winkels  AxOA^  die  Axe  der  kleinsten  optischen  Elasticität,  als- 
dann ergibt  sich  für  die  erste  Grenze  der  Kegel  K^  das  Qua- 
drat der  Fortpflanzungs*.Geschwindigkeit  0|^=f -f  ^cos2n.  Dasselbe 
nimmt  an  Grosse  für  die  folgenden  Kegel  immer  mehr  ab  und 
err^ht  an  der  zweiten  Grenze  den  Minimums -Werth  %^t.  Die 
dem  ersten  Grenz  -  Kegel  der  zweiten  Gruppe  entsprechende  Ge* 


Digitized  by  VjOOQIC 


schwiDdigkeit  wird  bestimmt  durch  die  Gieicbang  v^^zss^tcogSn ;  sie 
wSchst,  während  sich  die  Geschwiodigkeits-Kegel  erweitern,  und  ihr 
Quadrat  nähert  sich  dem  Maximum  s  +  t,  welches  an  der  zweiten 
Grenze  erreicht  wird.  Alles  dies  gilt»  abgesehen  davon,  ob  der 
Kinkel  AiOA.^  spitz  oder  stumpf  oder  ein  Rechter  ist,  also  für 
positive  und  negative  Krystalle  und  für  den  Uebergangsfall,  in 
weichem  die  beiden  optischen Axen  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Aus  den  in  1.  gemachten  Bemerkungen  über  die  Osciliations- 
Ebene  der  Wellen  folgt,  dass  die  Schwingungen,  welche  einem 
Gesöhwindigkeits- Kegel  entsprechen,  nach  den  Richtungen  sei- 
ner Normalen  vor  sicn  gehen. 

3.  Fallen  die  beiden  ^tischen  Axen  4 -^i'  ^"*  -^a-'^a'  ><* 
die  z-Axe,  diese  immer  als  Axe  der  kleinsten  £lasticität  gedacht, 
60  ist  das  Mittel  optisch  einaxig  und  positiv.  Es  kann  alsdann 
von  der  zweiten  Gruppe  der  Geschwindigkeits- Kegel  nicht  mehr 
die  Rede  sein;  v^^  behält  den  constanten  Werth  s  +  t  und  ent- 
spricht den  ordentlichen  Wellen,  deren  Schwingungsrichtungen 
auf  der  einzigen  optischen  Axe  senkrecht  stehen.  Die  Gleichung 
der  Kegel  J^  gestaltet  sich  nun  in: 

(^*+y*)(l+0~«^  (1-0=0. 

Die  Ke^el  ATj  gehen  in  Rotations-Kegel  über,  deren  Axen  mit 
der  optischen  Axe  zusammenfallen.  Für  den  einen  Crrenzkegel, 
welcher  hier  die  optische  Axe  ist,  erlangt  auch  Vi^  den  Werth 
i-\-t  Indem  sich  die  Kegel  Offnen,  wird  eis  kleiner  und  erreicht 
an  der  zweiten  Grenze,  in  dem  auf  der  Axe  senkrechten  Haupt- 
Bchnitte,  das  Minimum  s^t^ 

Wir  überheben  uns  der  Betrachtung  des  Falles,  wo  beide 
Axen  AiAi*  und  A^A^'  in  die  ac-Axe  fallen,  da  dann  das  Mittel 
in  ein  optisch  einaxiges   negatives  übergeht. 

4.  Die  in  den  vorhergehenden  Nummern  mitgetheilten  Be- 
trachtungen über  die  Fortpflanzuogs-Geschwindigkeiten  und  Oscil- 
lations-Ebenen  der  Wollen -Fronten  übertragen  sich  ohne  Weite- 
res auf  dieselben  AttVibute  der  Licht-Strahlen,  wenn  wir  an  die 
Stelle  der  wahren  optischen  Axen  die  scheinbaren,  an  die  Stelle 
der  Normale  einer  Lichtwelle  die  Richtung  des  Strahles  treten 
lassen.  Wir  erhalten,  dem  Früheren  analog,  Geschwindigkeits- 
Kegei  des  zweiten  Grades,  deren  Brennlinien  die  scheinbaren 
optischen  Axen  (die  optischen  Axen  für  Strahlen)  sind,  und  die 
den  einzelnen  Seiten  eines  solchen  Kegels  entsprechende  Oscil- 
lations-Ebene  ist  eine  Normal-Ebene  /dieser  Fläche. 

6. .  Um  O  als  Mittelpunkt  werde  eine  Kugel  S  von  dem  Ra- 
dius 1  gelegt.  Diese  Kugel  wird  von  den  Geschwindigkeits- 
Kegeln  Kl  für  ebene  Wellen  in  zwei  Gruppen  cenfocaler  sphäri« 
scher  Ellipsen  Ei  geschnitten,  deren  gemeinsame  doppelte  Ex? 
centricitäten  bezüglich  die  Bogen  ^^^^  ^^^  ^i '^' grosster  Kreise 
sind.  Zwei  andere  Gruppen  solcher  sphärischer  Linien  IL  eriial- 
ten  wir    als  Ourehschiutte  der  Kugel  iS  und  der  Kegel  K^;    dM 
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gemeiiisanieii  Brennpankte  derselben  sind  eineraeits  Ai  und  A%\  * 
andererseits  J«  und  Ai'.    Zur  AbkOrsung  werde  gesetst: 

•o  i«t: 

WO  man  dann  hat: 

Die  Projectionen  Her  Curven  Ex  und  E%  auf  die  drei  Hauptschnitte 
werden  nun  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt: 

Wir  ersehen  hieraus: 

Erstens»  dass  die  Projectionen  der  Geschwindigkeits« 
Curven  (so  nämlich  wollen  wir  die  sphärischen  Ellipsen  nennen) 
auf  die  Ebene  der  optischen  Axen  (die  Ebene  xz)  in  zwei  Rei- 
hen von  Ellipsen  bestehen »  deren  Axen  mit  den  Coordinaten- 
Axen  zusammenfallen»  und  die  den  Schnitt  a:z  der  Kugel  im  All- 
gemeinen schneiden.  Die  eine  Grenz-Curve  der  ersten  Reihe» 
welche  den  Curven  £i  entsoricht,  ist  die  Axe  der  x,  die  andere 
Grenz-Curve  der  Schnitt  xz  aer  Kugel.  Sämmtliche  Durchschnitts* 
Punkte  dieser  Curven  und  des  Scnnittes  xz  der  Kugel  sind  auf 
den  Kreis-Bosen  A^A^  und  A^Ai  befindlich«  Die  erste  Grenze 
der  zweiten  Reihe,  die  zu  den  Curven  E^  gehurt,  ist  die  t-Axe, 
die  zweite  wiederum  der  Schnitt  :rzderKuffeI;  die  Durchschnitte 
dieser  Ellipsen  und  der  Kugel  liegen  auf  aen  Kreis-fiogen  AiA^ 
und  Ax'A^\ 
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Zweitens.  Die  Projectiooen  der  Crescbwindigkeits^CunreD 
auf  die^  Ebene  orv  betsteben  etstlicb  aus  einem  System  von  Ellij»* 
sen,  die,  einander  umscbiiessend,  zu  Grenzen  haben  einerseits 
den  Kreis  y  in  welchem  die  Kugel  von  der  Projections  Ebene  ge- 
schnitten wirdy  andererseits  die  Verbindungslinie  der  Projectio- 
nen  a|  «und  «2  d^r .  Brennpunkte  der  sphärischen  Ellipsen  (der 
Durchschnittspunkte  der  optischen  Axen  und  der  Kugel  jS).  Diese 
Ellipsen  entsprechen  den  Curven  Et;  ilire  Axen  fallen  mit  den 
Coordinaten-Axen  zusammen.  Der  Gruppe  £2  entspricht  ein  Sy 
stom  von  Hyperbeln,  deren  reelle  Axe  in  die  .r-Axe  fällt,  und 
deren  eine  Grenze  die  y-Axe,  deren  andere  die  über  0|  und  a^ 
hinaus  gelegenen  Theife  der  :r-Axe  sind. 

Drittens.  Die  Curven JS|  stellen  sich  in  ihren  Projectionen 
auf  die  Ebene  ^z  als  Hyperbeln  dar,  deren  reelle  Axen  mit  der 
X'Axe  zusammenfallen.  Die  Grenzen  derselben  sind  die  ober  ßi 
und  /?2.  den  Projectionen  der  Brennpunkte  der  sphärischen  Ellip- 
sen, hinausgelegeneii  Theife  der  z-Axe  und  die  ^-Axe.  Die  Cur- 
ven £2  endlich  projiciren  sich  als  Ellipsen  mit  gleich  gerichteten 
Axen>  deren  Grenzen  der  Schnitt  gx  der  Kugel  und  das  Stuck 
ßiß^  der  z-Axe  sind. 

6.  Die  gewonnenen  Resultate  liefern  uns  nun  folgende  neue 
Darstellungsart  der  Gesetze,  ^ach  welchen  die  Licht-Bewegung 
in  doppelbrechenden  Kurpem  vor  sich  geht.  Auf  eine  Kugel  tra- 
gen wir  die  Durchschnitte  ^j ,  ^2»  ^1'  ^^^  ^  ^^^  optischen 
Axen  auf  und  beschreiben  auf  derselben  eine  Anzahl  der  sphäri- 
schen Ellipsen  £|  und  £2»  deren  Brennpunkte  in  A^  und  ^,  so- 
wie in  Ai  und  A^  liegen.  Die  Operation  bei  der  Zeichnung  die- 
ser Curven  ist  durchaus  gleichlaufend  mit  derjenigen,  welche  man 
bei  dem  Zeichnen  ebener  Ellipsen  vorzunehmen  hat,  mag  man 
nun  einzelne  Punkte  der  Linien  construiren,  oder  diese  mit  Hülfe 
zweier  Stifte  und  eines  Fadens  ohne  Ende  verzeichnen.  Zur  Un- 
terscheidung weisen  wir  einer  jeden  der  beiden  Gruppen  £|  und 
£2  ■n^e  eigene  Tinte  an,  und  wir  wählen  die  gegenseitigen  Ent- 
fernungen der  Curven  so,  dass  sie  die  Oberfläcne  der  Kugel  mög- 
lichst gleich  fiimiig  und  in  Bezug  auf  die  drei  Hauptschnitte  «3rm- 
metriscn  in  viereckige  Felder  theilen.  Die  so  erhaltenen  Geschwin- 
digkeits-Curven  geben  uns  die  Richtungen  gleicher  Fortpflanzungs- 
Geschwindigkeiten  ebener  Wellen  und  gewähren  uns  ein  Bild  von 
den  Gesetzen  der  Polarisation  in  einem  zweiaxigen  Krystalle. 
Nach  den  Richtungen  aller  Radien  nämlich,  welche  in  den  Punk- 
ten einer  der  Curven  auslaufen,  pflanzen  sich  diejenigen  Wellen- 
Fronten  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fort,  deren  Schwingungs- 
Richtungen  auf  jenen  Radien  und  gleichzeitig  auf  der  Curve  senk- 
recht stehen.  Um  aber  eine  Anscnaunng  von  der  Art  und  Weise 
zu  erlangen,  wie  jene  Geschwindigkeit  von  einer  Curve  zur  anderen 
wächst  oder  abnimmt,  können  wir  eines  der  beiden  Verfahren 
anwenden,  deren  Beschreibung  wir  folgen  lassen.  Wir  kOnnen 
erstlich  zu  beiden  Seiten  des  Durchschnittes  P  zweier  Curven  E^ 
und  £2  der  beiden  Systeme  nach  der  Richtung  der  Tangente  an 
die  eine  Curve  Stücke  auftragen,  .die  der  Geschwindigkeit  der 
anderen  Curve  proportional  sind,  und  diese  Operation  in  allen 
Knotenpunkten  der  Systeme  wiederholen.     Der  Ueberblick  wird 
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erleichtert,  nnd  es  wird  dem  Gescbmacke  dadurch  Rechnung  ge- 
tra^n,  dass  mdn  über  den  auf  die  angegebene  Art  erhaltenen 
kleinen  Geraden  als  Axen  Ellipsen  construirt.  Die  Azen  einer 
solchen  kleinen  Ellipse  sind  alsoano  den  Axen  der  Durchschnitts- 
Curve  parallel  und  proportional,  in  welchen  die  mit  der  Kugel 
concentrisch  gedachte  Elasticitäts- Fläche  von  einer  Diamentrai- 
Ebene  geschnitten  wird,  die  mit  der  Ebene  parallel  ist,  welche 
die  Kugel  in  dem  Mittelpunkte  P  der  Ellipse  berührt;  diese  ist 
aber  die  zu  OP  als  Normalen  gehurise  Wellen  -  Front.  Ein  zweites 
Verfahren,  die  Grossen  der  Fortpflanzungs-Geschwindigkeit  dar- 
zustellen, besteht  darin,  dass  man  die  Dicke  der  einzelnen  Ge- 
schwindigkeits-Curven  der  ihnen  zugehörigen  Geschwindigkeit  pro- 
portional macht.  Dies  letztere  Verfahren  ist  fvir  die  Zeichnung  das^ 
einzige  mit  Vortbeil  anwendbare.  Um  aber  eine  descriptive  Darstellung 
der  Gesetze  der  Lichtbewegung  in  optisch  zweiaxigen  Krystallen  zu 
erhalten ,  projicireo  wir  die  beschriebener  Weise  gezeichneten  Ge- 
schwindigkeits  Cnrven  auf  die  Hauptschnitte  des  doppeltbrechen- 
den Mittels,  wobei  die  Bemerkungen  der  fünften  Nummer  ihre 
Anwendung  finden.  Die  beigesebenen  Figuren  Taf.V.  Flg.  2.,  3.  und  4. 
sind  solche  descriptive  Darstellungen  der  Bewegung  unaPolarisatioo 
ebener  Lichtwellen  in  einem  positiven  zweiaxigen  Krystalle,  des- 
sen optische  Axen  einen  Wlnlcei  von  c.  60®   einsch Hessen. 

Wir  halten  es  fSr  überflüssig,  der  leicht  zu  findenden  Modi- 
ficationen.  zu  erwähnen,  welche  an  dem  oben  beschriebenen  Ver-^ 
fahren  in  dem  Falle  einaxiger  Medien  anzubringen  sind.  Schliess- 
lich bemerken  wir  noch,  dass  man  zur  Demonstration  der  Gesetze, 
welche  die  Fortpflanzung  der  Strahlen,  sowie  deren  Osciilations- 
Ebenen  befolgen,  keines  neuen  Modelies  bedarf.  Unter  den  Punk- 
ten Ai  etc.  Braucht  man  nur  sich  die  Durchgänge  der  schein- 
baren optischen  Axen  zu  denken;  die  kleinen  Ellipsen  sind  als- 
dann den  mit  ihren  parallelen  Durchschnitten  des  Ellipsoides, 
welches  Fresnei  bei  seiner  Constniction  der  Wellenfläche  zu 
Grunde  legte,  ähnlich  und  ähnlich  liegend.  Die  Schwingungs- 
Richtungen  der  Strahlen  kann  man  nur  mit  Hülfe  der  Welienfläche 
bequem  darstellen;  sie  liegen  in  dieser  Fläche  und  stehen  auf 
deren  Durchschnitten  mit  den  Geschwindigkeits-Kegeln  für  Strah- 
len senkrecht 
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Elementare  AMettnnff  der  Betbe  für 
die  Bereclinunff  des  Bozens  ans  sei- 
ner Tangente. 

Ton  dem  i 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomilch 

zu  Dresden. 


In  Taf.  V.  Fig.  6.  sei,  Ifir  den  Halbmesser  AC=l, 

AxcAQ=:a,    Arci4P=6; 

i4F=taDa=a,     Jü=tan6=i3;   ^ 
mithiD 

wobei  d  zur  Abkürzung  dieut;   es  ist  dann  « 

tang— tanft  a—ß 

Jlf/'=tan(o-6)=  i^.tena.ta;^=lT$' 

oder»  wenn  statt  a  gesetzt  ivird  ß  +  S: 

Ferner  hat  man  nach  einer  bekannten  trigonometrischen  Formel 
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tano — tap^ 

V"(l  +  tan«a)(l  +  taii«6) 

\^(1 +  «*)(!+ /P)' 


V[.l+(i3+(J)«][l+^j' 

Der  Bogen  liegt  aber  immer  zwischen  seiner  Tangente  und  seinem 
Sinus;  es  ist  dessbalb 

MP>\fcPQ>NQ, 

also  nach  dem  Vorigen: 

H(H«)ß  ^  ^''''^^  vit+(^+d)»][l+/^* 

Diese  Ungleichung  iSsst  sich  leicht  stärker  machen  und  zugleich 
vereinfachen;  schreiben  wir  nämlich  linker  Hand  ß  statt  ß-t-i»  so 
wird  der  Nenner  kleiner  und  mithin  der  ohnehin  schon  zu  grosse 
Quotient  noch  grosser;  setzen  wir  rechter  Hand  (^-f  ^^  mr  ß^, 
so  nimmt  der  Nenner  zu  und  dei  zu  kleine  Quotient  wird  noch 
kleiner.    So  haben  wir 

3)  i+ß^>^'^'^>THßW' 

Wenn  jetzt  von  einem  Bogen  AB  (Taf.  V.  Fi^.  6.)  die  Taneente 
AD=^T  gegeben  ist,  so  theile  man  dieselbe  m  eine Anzahlglei- 
eher  Theile  und  setze  einen  solchen  Theil 

4,  •  ^=i.     • 

Zieht  man  von  jedem  Tfaeilpunkte  eine  Gerade  nach  dem  Mittel* 

§  unkte  Ci  so  zerfällt  der  Bogen  AB  in  n  kleine  Bögen,    die  wir 
er  Reihe  nach  *i,  *a»  '3 '«  nennen  wollen.    Für  jeden  sol- 
chen Bogen  benutzen  wir  die  Ungleichung  3)    |j3=:0,  0,  2ö, 

...(n — I)o]  und  erhalten  so 

ö  S 


Digitized  by  VjOOQIC 


232 


8  i 

H-(n— l)ad«-^   *"   ■^   1  +  B«««' 

Ferner  durch  Addition  dieser  Ungleicbnngeo : 

>Arc2<iB> 

Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  die  erste  Summe  mit  £i  and 
die  zweite  mit  £^,  also 

•0  ist 

^      _,       ^  d       _^  6 


und  hieraus  geht  hervor,  dass  die  Differenz  2i^^£^  gegen  die 
Null  convergirt,  wenn  n  unendlich  wächst,  dass  also  ^  und  IL 
sich  einer  und  derselben  Gränze  nähern  müssen.  Für  unendlich 
wachsende  n  geht  daher  die  vorige  Ungleichung  in  die  Gleichung 

h\mi:i=iAxcABz=h]m2^ 

über,  wofür  wir  nun  schreiben  können: 

ö)  ArcJJ?=Lim  jiqpi2ä5+  T+25g5-  +-+T+n23a|  " 

Will  man  statt  dieser  allgemeinen  Formel  eine  speziellere ,  welche 
zwar  nicht  auf  jeden  Bogen  passt,  aber  dafür  vom  Zeichen  Lim 
befreit  ist,  sp  benutze  man  die  Formel 

welche  jedoch  nur  für  acht  gebrochene  g  gilt,  und  die  also  nnr 
anwendbar  Ist,  wenn  die  Grossen  S^  28,  3o,...nd  sämmtlich  klei- 
ner als  die  Einheit  sind.    Diese    Eigenschaft  findet   statt,    wenn 
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die  grdsstetVon  ihnen ,  nämlich  ndr^T,  weniger  als  Eins  betrfigt, 
und  es  findet  sich  nun  für  7<1: 

d(l^+2*  +3*  + +n^)^ 

)+d»(lH2*+3«  +  ....  +  n*> 


T 
Setzt  man  statt  d  seineo  Werth  —   und  beriicksichtigt  den  Satz, 

dass  für  unendlich  wachsende  n  und  ein  positives  ganzes  k 

L«n p+, jqri 

ist,  wovon  ich  jüngst  einen  völlig  elementaren  Beweis  gegeben  habe 
(Archiv  Thi.  XIV.  Nr.  XXIX.  8.  452.)  so  gelangt  man  za  der 
Formel 

Arcitfe=  Y  r— j  y»  +  g^  r*-  •... 

5P<1 

AtcAB=u,  also  7=tantf: 
[u=  |-tantt— Q-tan'if-l-g-tan'^--.... 
0<t.<j. 


oder  ffir 


8) 


Da  die  vorstehende  Gleichung  tttr  jedes  ti  <  j  gilt  und  fttr  tt<  -j 
beide  Seiten  derselben  für  sich  betrachtet ,  endlich  bleiben,  so 
muss,    nach  einer  bekannten  Schlussweise»  auch  fiir  »sjnoch 

Gleichheit  bestehen;  dagegen  bort  dieselbe  für  «>'t  ^>  ^^eii 
dann  die  Reihe  divergirt.  Im  letzteren  Falle  kann  man  sich  aber 
leicht  dadurch  helfen,  dass  man  das  Complement  es  j—u     ein* 

führt,  welches  nun  in  der  That  <j  ist;  man  hat  jetzt 
©=:?-tanü— j-  tanr-f-g-tan^ — 


o<i><;r 


4  ' 
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oder 


2 — 11=  j- cot«  —  jCOt'M  +  g-COt*U— . 


7) 


=2"—"  ?  7-ootu— ^cotHi +g  cot*tt  —  ..^ 
u  =  j    vereinigen    sich    beide    J^ormeln   zur  Leibnitz'schen 


Für 
Reihe. 

Will  man  die  Euler'sche  Doppelreihe  ffir  j      ableiten,      so 
braucht  man  nur  zu  beachten,  dass  für  tana:=A  und  taD^=» 

11  X 

2  •"  3" 
i»o(x+y)  = j— j-  =  1 , 


'-J  ? 


und  mithin  a:-|-^=j  wird. 


Die  hier  mitgetheilte  Ableitung  der  Formel  6)  bietet  den 
nicht  unerheblichen  Vortheil,  eben  sowohl  von  der  unsicheren 
Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten ,  als  von  der  Einmischung 
imaginärer  Grössen  frei  zu  sein,  und  sie  dOrfte  sich  dessbalb  als 
ein  für  etwas  gereiltere  Schüler  gewiss  interessanter  Anhang  zur 
Trigonometrie  empfehlen.  Dass  das  ganze  Verfahren  nichts  wei- 
ter als  eine  maskirte  Integration  ist,  wird  man  hoffentlich  nicht 
tadeln,  sind  doch  die  elementaren  Quadraturen  des  Kreises  der 
Parabel  etc.  auch  nichts  Anderes;  ganz  abgesehen  aber  von  der 
wissenschaftlichen  Berechtigung  oder  Nichtberecbtigung  solcher 
Herleitungen,  bleibt  ihnen  doch  noch  ein  didaktischer  Werth  ver* 
muge  ihrer  Anschaulichkeit  und  geometrischen  Durchsichtigkeit, 
die  sie  selbst  demjenigen-  empfiehlt,  der  die  expeditiveren  Me- 
thoden der  höheren  Analysis  kennt. 
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Bemerkung  zu  dem  Aufsätze  TU. 
in  Tbeil  XT. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomilch 

BQ  Dresden« 


.  Auf  Seite  332.  des  genaniiteü  Aufsatzes  gelangt  Herr  Pro* 
fessor  Franke  zu  der  Behauptung,  dass  aus  der  Continuitftt 
einer  Funktion  F(x)  die  Continuität  ihrer  Abgeleiteten  F'(a)  folge, 
wenn  in  beiden  Funktionen  x  auf  dasselbe  Intervall  beschränkt 
wird.  Dieses  Ereebniss  ist  aber,  wenigstens  in  seiner  Allgemein- 
heit, völlig  unricntig,  und  es  lassen  sich  nicht  weniger  als  unend- 
lich viele  Tunktionen  finden,  die  selbst  stetig  sind,  deren  Diffe- 
renzialquotienten  dagegen  Unterbrechungen  der  Continmtät  erlei^ 
den;  so  z.  B. 

fl(a!)=|(*-l)l=|v(«-l>*, 

F(«) =(«-!)-»= -r-^ ;  , 

die  erste  Funktion  bleibt  hier  stets  continuirtich ,  die  zweite  aber. 
wird  diskontinidrlich  an  der  Stelle  x=l;  denn  bezeichnen  wir  mit 
i  nnd  «°^  paar  unendlich  abnehmende  GrSssen,  so  ist 

V(-»«)         '         . 
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V(  +  e»)  ' 

dIeDerivirte  F^x)  springt  demnach  an  der  Stelle  w  =  i  aus  —  ao 
nach  -fOD  Aber.  Diese  analytischen  Bemerkungen  rechtiertigen 
sich  auch  geometrisch ^  wenn  man  berücksichtigt,  dass,  wenn 
y=F(a;)  die  Gleichung  einer  Curve  ist, 

P(x)  =  tauT ' 

sein  muss,  wo  t  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  berührende 
Gerade  im  Punkte  au  mit  dem  positiven  Theile  der  Abscissenachse 
einschliesst.    Nun  cnarakterisirt  aber  die  Gleichung 

bekanntlich  eine  NeiFsche  Parabel,    welche  in   Taf.  V. Fig. 7.  ge- 
,  seichnet  ist    (OA  =  ly    OB^;^^,  und  mithin  ist 

tanT  =  -p 


V(^-l) 


Die  Curve  bildet  einen  ununterbrochenen  Zug  mit  dem 
Rückkehrpunkte  A  und  verläuft  demnach  durchaus  stetig.  Was 
aber  tanr  anbelangt,  so  ist  der  Werth  davon  negativ  tür  a?<], 
also  t  stumpf«  nämlich 

flBr  j;>l  wird  tanT  positiv ,   also  t  spitz,  nämlich 

nun  giebt  aber  schon  die  Figur  zu  erkennen,  dass  t  abnimmt,  wenn 
man  x  von  Null  aus  wachsen  lässt;  der  Winkel  t  geht  also  aus 
dem  zweiten  Quadranten  in  den  ersten  über,  indem  er  bei 

x=l  =  OA 
den  Werth  »-^  erhalt;    bekanntlich  wird  aber  die  Tangente  dis- 
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kontinuirlich  *)  an  der  Stelle  ^n,  und  so  zeigt  sich  auch  hier  auf 

ganz  elementarem  Wege  die  Discontinuitfit  von 

I 

tanT=F'(a:). 

Die  Behauptung  des  Herrn  Professor  Frankef  ist  übrigens  die 
unrichtige  Umkehrung  des  richtigen  Satzes,  dass  aus  der  Conti- 
nuität  von  F\a:)  die  Continuität  oer  ursprunglichen  Funktion  F(x) 
folgt»  und  es  liegt  in  dieser  Bemerkung  zugleich  die  Aufklärung 
des  eingeschlichenen  Irrthumes. 

Was  endlich  das  Caucby^sche  Criterium  für  die  Gültigkeit  des 
Mac  Laurin'schen  Theoremes  betrifft,  so  ist  dasselbe  unrichtig, 
weil  es  die  Gültigkeit  dieses  Theoremes  nur  an  die  Continuität 
von  F(x)  und  W^a:)  (für  reelle  und  complexe  Variabeln)  knüpft; 
durch  die  Weglassung  der  Continuität  vonF'(a:),  welche  sich  Herr 
Professor  Franke  erlauben  zu  können  glaubt,  wird  aber  das 
Cauchy'sche  Criterium  noch  unrichtiger;  die  richtige  Formulimog 
desselben  erfordert  die  Continuität  der  Funktion  F'(x)  und  aller 
ihrer  Abgeleiteten  Fix),  P^x)  in  Inf»,  wie  ich  in  dem  ersten 
Aufsataie  meiner  Mathematischen  Abhandlungen  (Dessau 
1850)  gezeigt  habe. 


*)    JH-  f»  mfi^n  Haiidbiicli  der  algebraUcbßii  Analy«i4|.    {.  7. 


Theil  XVI.  \6 
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lEinlge  geometrische  Aufgaben. 

Von 

Herrn  Ligowski, 

Oberfenerwerker  im  7.  Artillerie-Regiment,  commandirt  bei  der  Artille- 
rie-Prüfungs-Commission  ma  Berlin« 


Aufgabe  I.  Eine  Linie  von  der  Länge  a  beweet 
sich  zwischen  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels 
80,  dass  die  Endpunkte  derselben  immer  auf  den 
Schenkeln  bleiben;  man  soll  die  Curve  finden,  welche 
durch  die  auf  einander  folgenden  Durchschnitts- 
punkte der  geraden  Linie  entsteht 

Lösung.  2<Zr  (Taf.  V.  Fig.  8.)  sei  irgend  eine  Lage  der 
Linie  a.    Winkel  ABC^a. 

AC—u,  BC—v; 

u  =  asino,  f>  =  acos« . 

Bekannt  lieh  ist  die  Gleichung  der  Linie  a: 

U    '    V 

oder  für  u  und  v  ihre  Werthe  gesetzt: 

(l)  JL  +  -^==„. 

^  ^  sma  ■   cosa 

Um  die  Gleichune  der  gesuchten  Curve  zu  erhalten,  hat  man 
die  Gleichung  (1)  nach  a  zu  differenziiren  und  dann  aus  (1)  und 
der  durch  Differenziiren  erhaltenen  Gleichung  o  zu  eliminlren. 
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Diferensiirt  man  die  Gleicbai^  (1)  nach  a,  so  erbfilt  man 

{<=h  ycostt      a:8ina_^ 

^''^  8ina«  +  '^7?"""' 

oder  auch 

(3)  ycoaa^=iXSiDa^. 

Damit    sieh  die  Elimination  leicht  ausfuhren  lasse,  verfahre 
man  auf  folgende  Weise. 

In  (3)  setze  man   1— -äina^  statt  coso^,  so  ergiebt  sich: 

ycosa  ==  (ycoso  +  arsina)  sina* ; 

dividirt  man  diese  Gleichung  durch  sinacosa,  so  entsteht : 

smcv       vsma       cosa/  ' 

oder,  da  nach  Gleichung  (1)  der  eine  Factor  rechts  =a  ist: 


und 


-i^-=a8ina2 
äma 


s.. 


(4)  «-=sina». 

Wird  in  (3.)  nun  l-^-cosa^  statt '  sina*  gesetzt  und  eben  so  wie 
oben  verfahren,  so  erhält  man        ^ 

(5)  —  =cosa*. 

Um  nun  o  zu  eliminiren,  potenzire  man  (4)  und  (5)  mit  %  und 
addire  dann  beide  Gleichungen,  wodurch 

entsteht,  welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist. 


Aufgabe  II.  Eine  Linie  von  der  Länge  a  +  ö  be- 
wegt sich  zwischen  4enSchenkeln  eines  rechten  Win- 
kels so,  dass  die  Endpunkte  derselben  immer  auf  den 
Schenkeln  bleiben;  man  soll  die  Gleic-hung  der  Curve 
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finden,  welche  ein  Punkt  xlerLinie  beschreibt»  der  um 
dieLänge  a  von  dem  Endpunkte  d^erseiben  entfernt  ist. 

Losung.    AB  (Taf.  V.  Fig.  9.)    sei   irgend    eine  Lage»  der 
Linie,  M  der  die  Curve  beschreibende  Punkt 


AM=za,    MB=b,     CP=x,    und  PM  —  y; 
Winkel    ABC=za. 


Man  hat 


und 


(l)  —  =COStt 

^  '  a 


(2)  |=sina. 

Quadrirt    man  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  ond    addirt.  sie  dann, 
so  entsteht 

(3)  S  +  ^=l. 

welches  bekanntlich  die  Gleichung  der  Ellipse  ist.   ' 

Anmerkung.  Ist  wie  in  Taf.  V.  Fig.  10.  M  der  be* 
schreibende  Punkt  in  der  Verlängerung  von  AB  gegeben,  so  ent- 
steht ebenfalls  eine  Ellipse. 

Es  ist  wie  oben: 

—  =  cosa  und  x'  =  sina, 
a  0 


also  auch  wieder 


Diese  Aufgabe  IL  ist  ein  specieller  Fall  des  Lehrsatzes, 
den  Herr  Professor  Press  In  Nr.  XXXIV.  des  6.  Bandes  dieses 
Archivs  gegeben  hat. 
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ITebHngTsaurnrabeii  fttr  Schttler. 

Mao  soll  diejenige  Curve  bestimraen,  welche  die  KrOmmnngs- 
niittelpunkte  einer  gegebenen  Curve  bilden,  sobald  die  letztere 
auf  der  Abscissebachse  oder  einer  Parallelen  dazu  fortgevvälzt 
wird.  —  Ans  der  Ketteolinie  z.  B.  entsteht  auf  diese  Weise  eine 
Parabel  mit  demselben  Parameter,  aus  der  Cycloide  ein  E^reis, 
dessen  Halbmesser  das  Vierfache  von  dem  Halbmesser  des  erzeu- 
genden Kreises  ist. 


Miscellen.     « 

Koch     ein«     Aafiösuag     de«     Problems     de«     Rvckwirts«* 
eincchneidftns  91  itt  eist  des  Messtlichet.     Von   dem    lltratts- 

geber. 

Es  wird  Flg.  11.  auf  Taf.  V.  Mvht  ohne  weitere  Erläuterung 
für  »ich  verständlich  sein. 

Die  an  dem  Stationspunkte  /)  liegenden  Winkel  ADC  und 
BDC  wollen  wir  der  Kurze  wegen  respective  durch  o  und  ß  be- 
zeichnen. Sind  nun  E  und  F  die  Durcnsehnittspunkte  der  Linien 
BD  und  AD  mit  den  um  die  Dreiecke  ACD  und  B  CD  beschrie- 
benen Kreisen,  so  ist,  wenn  man  AE,  CE  und  BF,  CF  zieht, 
offenbar 
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Zi<JSC=a,     ^BFC=ß. 

Ferner  ist 

^CAEz=:^CDE=j;::BDC=ß 

und,  weil 

^CBF+^CDF=:^ADC+^CDF==iaO^ 

ist,  so  ist 

Ueberldst  man  nun  noch,  «lass  D  der  Dnrchscbnittspunkt  der 
beiden  Linien  AF  und  BE  ist»  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorher- 
gehenden  unmittelbar  die  folgende  Bestimmunesweise  des  Punk- 
tes D  mittelst  des  Messtisches,  wobei  die  den  Punkten  A,  B, 
C  auf  dem  Tische  entsprechenden  Punkte  auf  dem  Felde  durch 
A',  B',  C  bezeichnet  werden  sollen. 

I.  Man  löge  die  Kippregel  an  AC,  orientire  den  Tisch  nach 
O,  drehe  sodann  die  Kippregei  um  A^^  visire  nach  B*y  und  ziehe 
an  der  Kippregel  die  Linie  AE.  Hierauf  lege  man  die  Kipp- 
regel  an  EÄ^  orientire  den  Tisch  nach  A\  lege  die  Kippregel  an 
C,  visire  nach  O  und  ziehe  an  der  Kippregel  die  Linie  CE.  Der 
Durchschnittspunkt  der  beiden  auf  dem  Tische  gezogenen  Linien 
AE  und  CE  ist  der  Punkt  E  auf  dem  Tische. 

IL  Man  lege  die  Kippregel  an  ßCy  orientire  den  Tisch  nach 
Cy  drehe  sodann  die  Kippregel  um  £,  visire  nach  A%  und  ziehe 
an  der  Kippregel  die  Linie  8F,  Hierauf  lege  man  die  Kippregel 
an  FBy  orientire  den  Tisch  nach  B\  lese  die  Kippregel  an  d 
visire  nach  O  und  ziehe  an  der  Kippregel  die  Linie  Cr.  DerDurch- 
schnittspnnkt  der  beiden  auf  dem  Tische  gezogenen  Linien  BF 
und  CF  ist  der  Punkt  F  auf  dem  Tische. 

in.  Zieht  man  nun  die  Linien  BE  und  AF^  so  ist  deren 
Durchschnittspunkt  der  gesuchte  Punkt  D  auf  dem  Messtische. 

Ich  habe  die  erste  Idee  zu  dieser  Auflösung  des  Problems 
des  Rückwärtseinschneidens  aus  dem  Trait^  de  navigatlon 
par  V.  Calllet.  Tome  L  Brest.  1848.  8.  p.  261.  entlehnt, 
glaube  aber  durch  meine  obige  Darstellung  derselben,  wodurch 
sie,  wie  es  mir  scheint,  för  die  Anwendung  in  der  Praxis  wohl 
geeignet  werden  dürfte,  die  sich  a.  a.  O.  nicht  findet,  auch  ein 
kleines  Eigenthumsrecht  an  ihr  beanspruchen  zu  dürfen. 


Digitized  by  VjOOQIC 


243 


lieber  die    Gleichung    (A  rehU.  Theil  \II.  S.  293.)»    welcher 

angeblich  keine  compleze  Zahl  genügt.  Von  dem  Herrn  D«vctor 

R.  Baltier,  Oberlehrer  an  der  Kreiiz«chiile  za  Dresden. 

Das  Staunen  Gber  eine  unerwartete  Erscbeinune,  welche  aus 
guter  Quelle  berichtet  wird ,  pflegt  cHe  Geister  sofort  zur  Frage 
nach  dem  Zusammenhang  derselben  anzutreiben ,  ohne  dem  Zweifel 
▼iei  Raum  zu  lassen,  ob  auch  der  Thatbestand  frei  von  Täu- 
schungen ermittelt  sei.  Glfisklicberweise  hat  ein  gewandter  Rech- 
ner es  sich  nicht  verdriessen  lassen,  in  Beziehung  auf  die  Glei- 
chung des  Herrn  Prof.  Schlömilch,  welcher  angeblich  keine  com- 
plexe  Zahl  genügt,  die  Tbatfrage  zu  erheben,  und  hat  durch 
Anwendung  der  gewöhnlichen  Methoden  complexe  Zahlen  gefun- 
den, welche  der  gegebenen  Gleichung  wirklich  gendgen.  Herr 
Dr.  Claussen,  dem,  wir  diese  Arbeit  verdanken  (Archiv.  XIII. 
S.  334.),  vermuthet  deshalb  einen  Irrthum  in  dem  merkwürdigen 
Aufsatze  des  Herrn  Prof.  Schiomiich. 

In  der  That  hSit  der  übrigens  schön  angelegte  Beweis  in 
einem  Punkte  nicht  Stich,  dass  nämlich 

b  b  b 

ö*+**  "*(«+!)•  + 6*  +  (a+2)«  +  6«  ^••• 

allgemein  weniger  als  -^^[^^^^  mehr  ^^^^:j^—J^^^:^J^sq;^ 

sei,  und  folglich  nur  filr  6=0  oder  0=00  verschwinde.  Die  letzte 
Folgerung  ist  nur  richtig,  wenn  a  positiv.  Ist  dagegen  a  negativ 
(wie  in  den  von  C lausen  berechneten  Werthen),  so  kann  der 
zweite  Nenner  kleiner  als  der  erste  sein,  mithin  der  zweite,  Bruch 
den  ersten  überwiegen  und  die  untere  Grenze  negativ  werden,  wor- 
aus  die  Möglichkeit  des  Verschwindens   der  Reihe  einleuchtet. 
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S.  147.  Z.,  VL  Yon  unten  statt  ,»neua*'  aetze  man  „nur''. 
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S.  172.         8.    „       „     yor   „auf^'  setze  man  „bi/s'*. 
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S.  196.    *  18.    „      -,5     ,3     »»Ricbtiing*'  «f t^e  mao  .^Beihnng'' 
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Oeometrische  AufgpalUeD. 

Von 

Herrn  S.  £.  Baltrusch 

zu   Dan  zig. 


1. 

Vier  Gerade  gehen  durch  einen  Punkt  und  begren- 
zen drei  gegebene  Kinkel  in  einer  Ebene;  man  soll 
eineGerade  ziehen,  die  jene  vier  Geraden  so  schneide, 
dass  die  beiden  äusseren  Abschnitte  derselben  gege- 
benen Grossen  gleich    seien.   (Taf.  VI.  Fig.  I.). 

Annahme:  Die  gegebenen  Winkel  seien  A  OB  =  o ,  BOC==ß, 
und  COD=y;  die  gegebenen  Abschnitte  AB=a,  CDz=zc. 

Konstruktion.  Beschreibe  Ober  c  einen  Boeen,  welcher 
den  gegebenen  Winkel  /  fasst;  mache  Winkel  CDG=zß,  GDH 
=a.  Ziehe  durch  G  zur  CD  eine  Parallele  GK,  mache  GK=a, 
verlängere  KG,  welche  den  Kreis  in  J  treffe,  und  beschreibe 
durch  die  drei  Punkte  K,  J,  K  einen  Kreis,  welcher  die  CD  in 
A  und  E  schneide';  ziehe  AH.  HE,  welche  den  ersten  Kreis  in 
O  und  O*  treffen^  endlich  ziehe  GO,  GO',  welche  der  CD  in 
£,  F  begegnen;  so  begrenzen  AO ,  BO,  CO,  DO  die  drei  se- 
gebenen nlnkel  a,  ß,  y,  und  die  Abschnitte  AB-=a,  CD=c  der 
AD  sind  gegeben« 

Aehnlicheä  gilt  von  dem  Punkte  O';  denn  es  ist  auch 

FO'E=a,    E&D=S,    DO'C^y; 

auch  ist  der  Abschnitt  FE  der  FC  der  gegebenen  a  gleich.' 
Tbeil  \VI.  17 
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Beweis. 

KAH=zHOG^a, 
also  AK  parallel  BG;  daher 

AB=KG^a,    BOC=CO'G^ß,    und    COD=y; 

also  leistet  der  Paokt  O  das  Verlangte. 

Aber  auch  der  Punkt  O'  erfüllt  die  geforderten  Bedingungen. 
Denn  HEK^HO*G=a',  aUo  EK  parallel  FG,  und  JK  parallel 
i4F;  daher.  £F=GAf=a,  und  hieraus  folgt  DE=BC  Die  letzte 
Behauptung  wird  in  folgendem  Satze  erwiesen. 

Satz, 

Der  Kreis  M  schneide  den  Kreis  m  in  P,  P*;  ziehe 
die  Sekante  AB  beliebig,  welche  den  ersten  Kreis  in 
A,  A\  den  anderen  in  C,  C*  treffe;  die  Sehnen  AP^  PA* 
durchschneiden  den  Kreis  m  in  O,  O'.    (Taf.  VI.  Fig.  2.). 

o)  Macht  man  nun  BC^A'Oy  zieht  BO^  welche  den 
Kreis  m  in  D  schneide,  und  die  DO'y  welche  die  AA*  in 
B*  treffe:  so  ist  AB- AB'. 

Denn  für  die  Transversale  AP  ist  in  Bezug  auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  BA'E  folgende  Gleichung 

1)     BO,EP.AA  =  BA.A'P.EO; 

far   die  Transversale  B*D  in  Bezug  auf  dasselbe  Dreieck  BA'E 
ist  die  Gleichung 

2)     BD.E&.A'B'=BB'.A'0'.ED, 

Ferner  ist 

3)    PE.E(y=OE.ED, 

und 

4)    OB.BD  =iCB.BC=:  CA*.AC)  =  (yA'.A'P . 

Wenn  man  das  Produkt  der  Gleichungen  1)  und  2)  durch  das  Pro- 
dukt der  Gleichungen  3)  und  4)  divioirt,  so  erhält  man  . 

AA\A'B'zzAB.ßB; 

also 

ABiA'B'z=:AA:BB'==AB+ßA':BA'  +  A'B'=BA':BA'; 

daher 

AB=zA'B. 
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b)  £8    ist  FDP'  parallel  AB,    und  AF  parallel  BD. 
Denn 

AOB=DP'P=FP'P;=:FAP; 

also  AF  parallel  BO.    Ferner  Ist 

A'PP':=zP'DO'z=zP'FA' ; 

also  A'F  parallel  DB';  und  da  AA'=BB';  so  ist 

^FAA'^^DBB'; 

also  AF=zBD;  daher  ist  ABDF  ein  Parallelogramm.  Folglich 
ist  die  Behauptung  erwiesen. 

c)  Macht  man  Aß=iA'B';  so  ist  BC=CA\    Denn 

1)      BO.EP.A'A=BA.A'P.EO; 

2)    BD.EO.A'B*=BR.A'0'.ED; 

3)    PE.EO't=OE.ED; 

4)    24'Ä'=iiB. 

Das  Produkt  der  Gleichungen  1)  und  2),  durch  das  Produkt  der 
Gleichungen  3)  und  4)  dividirt,  giebt 

BO.BD.AA'=:  A'O'.A'P.B», 

Es  ist  aber  AA*=BB'\  daher  ist 

BO.BD^A'iy.A'P. 

Nun  ist 

DB.BO^CB.BC, 

und 

O^il'.il'P^CLI'.ii'e,    CB.BC^CA\A!C . 

Daraus  folgt 

BC:A'O^A'CxBC. 

Wäre  nun  BC  nicht  ^=zA'0^  so  mOsste  £rC  entweder  > 
oder  <^' Ossein;  wenn  BC^A'O  wäre»  so  miisste  auch 
A'OBC,  oder  A'C+CC>  BC+CC,  oder  A'C> BC  wn, 
was  unmöglich  ist;  daher  kann  BC  nicht  >  il'C  sein;  und  ao« 
demselben  Grande  kann  BC  auch  nicht  <  ^'C  sein;  tolglieb 
muss  BC  nothwendig  =:A'C  sein. 


IT* 
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II. 


o)    In    welche    Vierecke    lassen    sich  andere  Vier* 

"     -    .-        '  •  9chrie- 

ke  des 


ecke  SO  beschreiben,  dass  die  Seiten  des  eingescbrie 


benen  mit  denen  des  gec^ebeneu  an  jeder  Ecke  des 
eineeschriebeneo  Vierecks  gleiche  Winkel  bilden? 
(TaY.  VI.  Fig.  3.). 

Die  Winkel  des  gegebenen  Vierecks  seien  A^B y  C,  ü;  des 
eingeschriebenen  A,  B',  O,  D";  etc.  so  ist 

J'+2a+B^  +  2iS+C  +  2y+/>'+25=8Ä; 

aber 


^Iso 


folglich 


2a+2i5  +  2y  f2a=4B; 


Nun  ist  • 


folglich 


i<+«+*+C+/3+y=:4Ä; 


A+C=2R. 


Das  gesuchte  Viereck  ist  also  ein  solches,  um  welches  sich  ein 
Kreis  beschreiben  lässt. 

6)  Ein  Viereck,  in  welchem  die  Summe  der  gegen- 
überliegenden Winkel  2R  beträgt,  ist  gegeben,  und 
man  soll  in  dasselbe  ein  Viereck  so  beschreiben,  dass 
die  Seiten  dieses  mit  denen  des  gegebenen  an  den 
Ecken  des  eingeschriebenen  gleiche  Winkel  bilden. 
(Taf.  VI.  Fig:  4.). 

Das  gegebene  Viereck  sei  AB  CD;  also 

A  +  C-B  +  D='2R. 

Die  Diagonalen  desselben  schneiden  sich  in  O;  aus  O  ziehe  man 
Senkrechte  Oa,  Ob,  Oc,  Od  auf  die  Gegenseiten  des  Vierecks: 
so  ist  abcd  ein  solches  Viereck,  dessen  Seiten  mit  denen  des 
Vierecks  ABCD  an  a,  b,  c,  d  gleiche  Winkel  bilden. 

Denn  Viereck  AaOd  ist  ein  Kreisviereck,  also  ist  Aad 
=AOd=:BOb,  weil  ^AOdco^BOb;  ferner  ist  BOb=Bab, 
weil  BaOb  ein  Kreisviereck  ist;  daher  Aad:=:Bab. 
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Eben  so  wird  die  Gleichheit  der  Wiokei  an  den  Ecken  b,  c, 
d  erwiesen. 

c)  Wenn  mau  aus  einem  beliebigen  Punkte  der 
einen  Diagonale  eines  Kreisvierecks  zwei  Senkrechte 
auf  swel  Seiten  des  Vierecks  zieht,  und  durch  die 
Durchschnitte  dieser  Senkrechten  mitder  anderenDia- 
gonale  zwei  neue  Senkrechte  auf  die  beiden  andern 
Seiten  führt:  so  treffen  sich  die  beiden  letzten  Senk- 
rechten in  einem  Punkte  der  ersten  Diagonale;  die 
Fusspunkte  dieser  vier  Senkrechten  bilden  dieEcken 
eines  Vierecks,  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des  ge- 
gebenen Vierecks  gleiche  Winkel  an  jeder  des  einge- 
schriebenen Vierecks  begrenzen.  Die  Seiten  dieses 
eingeschriebenen  Vierecks  sind  den  Seiten  des  unter 
6)  eingeschriebenen  Vierecks  parallel.  (Taf.  VI.  Fig.5.). 

Es  mögen  ßc,  ßd  senkrecht  auf  CD,  DA  sein,  und  die  Dia- 
gonale ACAn  a,y  schneiden;  femer  seien  ab ,  ^ya  senkrecht  auf 
CBs  BAi  so  treffen  06,  ya  in  einem  Punkte  6  der  Diagonale  jB/> 
zusammen. 

Träfen  sich  ab,  ya  nicht  in  der  Diagonale^/),  so  mögen 
sie  sich  in  d'  begegnen,    und  i'  liege  also  ausserhalb  der  ßO. 

Es  sind  ABCD,  Aayd,  abCc,  also  auch  aßyd'  Vierecke,  um 
welche  sich  Kreise  beschreiben  lassen.    Folglich   ist 

aßd*  =  ayd'z=  Aya  . 

Nun  ist  auch 

BAC=BDC    und    Aay=Dcß=zR; 

also 

^Aarcs>i\Dcß, 

daher  Aya  =  Dßc,  folglich  aß6'=Dßc.  Daher  ftllt  9*ß  mit  Dß 
zusammen;  also  treffen  sich  ab,  ya  in  d,  einem  Punkte  der  BD. 
Viereck  abcd  ist  ein  solches,  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des 
Vierecks  ABCD  gleiche  Winkel  bilden. 


Denn 


Aad=Ayd=ißyaz:zßöaz^buB, 


weil  Aayd,   yß<xd,  dbBa  Vierecke  sind,    um  welche  man  Kreise 
beschreiben  kann. 

Aus  gleichen  Gründen  ist  abB:=cbC\  etc. 

Sei    nun    Oa*,    Ob',    Od,    Od*  senkrecht  auf  JA,  BC,  CD, 
DA,  80  folgt  daraus 
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AO:AyssAa';Aar=^Adf:Ad; 

daher  ist  ad  parallel  a*d'.  Aus  denselbeo  Gründen  Ist  ab  paral- 
lel n'b';  etc. 

d)  Die  Umfange  zweier  Vierecke,  welche  unter  6) 
oder  c)  in  ein  Kreisviereck  eingeschrieben  sind,  müs- 
sen einander  gleich  sein.    (Tah  VII.  Fig.  1.)' 

Man  verlängere  bc  um  ein  Stück  ce==cd,  ab  um  ein  Stück 
bf^be,  da  um  ein  Stück  ag^::^af\  so  Ist  dg  gleich  dem  Um- 
fange des  Vierecks  abcd.  Ebenso  verfahre  man  mit  dem  Umfange 
des  Vierecks  a*b'dd\  so  erhält  man 

d'g'  —Wa'  +  dV  +  6  V  +  dd* . 

Nun  ist  zu  zeigen,  dass  dg-^d'g'  ist. 

Es  ist  Viereck  dc&d^  ^  Viereck  ee&d\   denn 

dc=:ce,    cc*r=c&,    rfV=c'e', 

und 

dcc*=^€C&,    C€fd*'=^cc'e*\ 

drei  auf  einander  folgende  Seiten  und  die  beiden  dazwischen  lie- 
genden Winkel  des  einen  Vierecks  sind  also  einzeln  genommen 
gleich  den  gleichnamigen  Stücken  des  anderen  Vierecks.  Aus 
denselben  Gründen  ist  Viereck  dbfbe  ^  Viereck  fb'bf^  und 
Viereck  faa'f  S^  gaa*g.    Daher  ist 

dd'=ee'^ff'^gg\ 

Ferner  ist  Winkel 

odA = cdd*  =  cee' = bff  =  agg' ; 

also  dd'  gleich  und  parallel  gg';  daher  ist  dd'g'g  ein  Parallelo- 
gramm, also  dg^d'g'. 


m. 


Wenn  zwei  Vielecke  einander  ähnlich  sind:  so  haben  «ie 
stets  einen  Aehnlichkeitspunkt.  Die  gleichnamigen  Seiten  beider 
Vielecke  sind  entweder  parallel  oder  nicht  parallel.  Jeden  die- 
ser beiden  Fälle  hat  ni|in  in  zwei  neue  Fälle  zu  zertheilen.  Wenn 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Vielecke  parallel  sind, 
so  sind  die  parallelen  Seiten  entweder  einstimmig,  d.  h.  nach 
derselben  Seite  hin  parallel^  oder  nicht  einstimmig,  d.  h.  entge- 
gengesetzt parallel.  Zwei  ähnliche  Vielecke,  deren  gleichnamige 
Seiten  einstimmig  parallel  sind,  haben  nur  einen  äusseren  Aehnlicb- 
keitspunkt 
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Zwei  ähnliche  Vieledce,    deren    gleichnamige  Seiten  entge- 

fen^esetzt   parallel  sind,    haben  our  einen  innern  Aehnlichkeits« 
unkt. 

Diese  beiden  Sätze  sind  allgemein  bekannt  und  auch  leicht 
erweisbar;  vielleicht  weniger  bekannt»  oder  doch  nicht  so  'behan- 
delt, wie  hier,  sind  die  beiden  folgenden  Sätze: 

Wenn  die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen 
Vielecke  nicht  parallel  sind,  so  folgen  sie  entweder 
in  derselben  oder  in  entgegengesetzter  Richtung  auf 
einander.  Im  exsten  Falle  haben  beide  Vielecke  einen 
äussern,  im  andern  einen  innern  Aehnlichkeitsponkt 
(Taf.  VII.  Fig.  2.). 

Zwei  ähnliche  Vielecke  lassen  sich  in  jedem  Falle  durch 
Diagonalen  in  ähnliche  Dreiecke  zerlesten ;  und  da  der  Aehnlich- 
keitspunkt  zweier  ähnlichen  Dreiecke  zugleich  der  Aehnlichkeits- 
punkt  der  beiden  ähnlichen  Vielecke  ist,  so  darf  man  nur  den 
Aehnlichkeitspunkt  von  zwei  ähnlichen  Dreiecken  suchen. 

a)    Es  sei 

und  die  gleichnamigen  Seiten  beider  Dreiecke  folgen  in  derselben 
Richtung  auf  einander. 

Die  gleichnamigen  Seiten  beider  Dreiecke  begren- 
zen gleiche  Winkel,  und  bilden  dadurch  drei  Vier- 
ecke, um  welche  sich  Kreise  beschreiben  lassen; 
diese  drei  Kreise  durchschneiden  sich  in  einem 
Punkte,  welcher  der  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
ähnlichen  Dreiecke  ist.      (Taf  Vil.  Fig.  2.). 

Das  erste  Kreisviereck  ist  ADA'E,  das  zweite  BFB'D,  und 
das  dritte  CFCE.    Die  Gründe  dafür  sind  leicht  angebbar. 

Die  beiden  Kreise  ADA'E  mit  BFB'D  durchschneiden  sich 
in  D  und  P\    so   ist  P  der  gesuchte  Aehnlichkeitspunkt.     Denn 

^PABco^PA'B'; 

weil  PAE=:PA'E,  da  beide  auf  demselben  Bogen  PE  des  Krei- 
ses PA' ADE  stehen;  PBD—PBfD,  da  beide  apf  demsetben 
Bogen  PD  des  Kreises  PBD  stehen;  also 

AB.AfB'=zPA'.PA'^PB:PB\ 

Auch  ist 

£iPACcs;>i\PA'0; 
denn 

PAD^PA'D, 
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Weil  beide  auf  demselben  Bogen  PD  im  Kreise  PÄD  stehen,  und 

PAiPA*^ACiA'C, 
also  ist  auch 

PC.PCzizACiA'C. 

Die  Verhältnisse  zweier  Abstände  des  Punktes  P  von  zwei 
gleichnamigen  Eckpunkteu  heider  ähnlichen  Dreiecke  sind  untei 
einander  gleich;  daher  ist  P  der  Aehnlichkeitspunkt  beider  Drei- 
ecke. Der  dritte  Kreis  CFOE  muss  auch  durch  den  Punkt  P 
geben.     Denn 

APC=A'PC\ 

weil  i\APCcOi\A'PC; 

APB=A'PB\ 

aus  demselben  Grunde,  also 

APB'-APC=:A'PB''-A'Pa  oder  CPB=^CPB\ 
und  dazu  Gleiches 

BPC^BPC 

gesetzt,  giebt 

CPO=iBPB'=BDB*=^CEC . 

Daher  liefen  die  fünf  Punkte  C,  Fy    O,  E^  P  auf  dem  Umfange 
eines  Kreises. 

6)  ,Die  Mittelpunkte  der  drei  oben  genannten 
Kreise  bilden  die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  jedem 
von  den  beiden  ähnlichen  Dreiecken  ähnlich  ist.  (Ta4. 
VII.  Fig.  3.). 

• 

Es  sei  a  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  ADP, 
ß  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  BB*P,  und  y  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch   COP  geht. 

Die  Centrale  aß  halbirt  die  Bogen  DmP^  DnP  in  m,  n;  die 
Centrale  ay  halbirt  die  Bösen  EpP^EqP  in  p,  ^,  und  die  Cen- 
trale ßy  halbirt  die  Bogen  FrP,  FsP  in  r,  s. 

Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  DAE=map,  also 

q  Bogen  DE  =  Bogen  mp. 

Bogen  DE  =  Bogen  DEP  —  Bogen  EmP; 
also 
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2  Bogen  />£  =  ^   Bogen    DEP  -  ^  Bogen  EmP 
=  Bogen  mpP  —  Bogen  pP'^=  Bogen  mp. 
Daher 

map  z=zDAE=  BAC. 
Eben  so  zeigt  man,  dass  rßn^  FBD;  den^ 

^  Bogen  FZ)  =  ^  Bogen  FrP  —  ^  Bogen  DnP 
=  Bogen  rnP  -^  Bogen  nP  =^  Bogen  rn. 
Daher 

•     ABC=:€ißy, 
Folglich 

^aßy=:iiABC. 

c)  Wenn  zivel  Dreiecke  äh  nlich  sind,  ihre  gleich- 
namigen JSeiten  nicht  parallel  sind,  sie  aber  in  der- 
selben Richtung  auf  einander  folgen,  und  man  die  Ge- 
raden, welche  die  gleichnamigen  Ecken  beider  Drei- 
ecke verbinden,  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleich- 
namigen Seiten  theilt:  sobilden  die  Theilungspunkte 
die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  einem  Ton  den  gegebe- 
nen ähnlich  ist  (Taf.  VII.  Fig.  4.). 

Die  gegebenen  ähnlichen  Dreiecke  seien  ABC  und  A'B'O. 
Ziehe  A'bt  B*c,  Ca. parallel  AB,  BC,  CA,  und  mache 

bA'z^A'B,    B'e=B'C,    Ca=OA', 

•Verlängere  die  drei  Geraden  ÖA',  Bc,  Ca,  welche  sich  in  a',  6', 
&  treffen;  so  ist 

^a'b'&co^AßC, 

weil  die  gleichnamigen  Seiten  unter  einander  parallel  sind.  Da 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Dreiecke  gleiche  Win- 
kel begrenzen ,  so  ist  ^ 

B'Ai/  =  OB'c'  =  A'  6V , 
also 

bA'B'=&B'a=a'OA'; 

und  da  die  drei  Dreiecke  b'A'B\  c'B'C,  a'ÜA  gleichschenklig 
sind,  so  sind  sie  auch  unter  einander  ähnlich;  folglich  ist 
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A'B*:B'CiCA*^hB'icCiaA', 
Nach  der  KoDstniktioD  ist  aber 

Aa:€LÄ^=:AB.A'B\    BßißB'=iBC\BC; 

Cy:yC=ACiA*C\ 

daher 

aßibB'=:ßyicC=:ya:aA'  =  AB'AB  +  A'B'. 
Folglich  ist 

i^aßyoo^ABC. 

ä)  Weon  zwei  Dreiecke  ähnlich,  ihre  gleichnami- 
geD  Seiten  nicht  parallel  sind,  und  in  entgegengesetz- 
ter Richtung  auf  einander  folgen:  so  soll  man  den 
Aehnlichkeitspunkt  beider  Dreiecke  bestimmen.  (Taf. 
VIII  Fig.  1.). 

Sei 

^ABCoj^A'CB\ 

Theile  AA'  y  BB*  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleichnamigeD 
Seiten;  also 

ADxDA':=^ABiAB'^BEiEB\ 

und  suche  zu  den  drei  Punkten  A,  D,  A*  den  vierten  hannoni- 
schen  d,  d.  h.  es  mjiss  sein 

AD:Ad=iDA.A'd', 

daraus  folgt 

AD-{^Ad:Ad-'AD=DA^^Ad:Ad--DA'', 

sei  a  die  Mitte  yon  Dd;  so  wird  vorstehende  Proportion  folgende: 

2i4a.-  2Da ="2  Da:  2A'a 
oder 

Aa:Ihi=DaiaA\ 

Nun  beschreibe  man  um  a  mit  aD  einen  Kreis,  welcher  die  DE 
in  /  schneide ;  so  ist  J  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
Dreiecke  ABC  und  A'RC. 

Denn  man  bestimme  (Taf.  VIII.  Fig.  2.)  auch  zu  den  drei 
Punkten  B,  E,  B'  den  vierten  harmonischen  Punkt  «r  halbire 
Ee  in  ß,  und  beschreibe  um  ß  mit  ßE  einen  Kreis,  welcher 
den  vorigen  Kreis  in  J'  und  K  schneide ;  so  kann  man  zeigen,  wie 
vorher,  dass 
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Bß:ßEr=zEß:ßB' 


A'a:aJ'=J'a:aÄ, 
und  AaJ'  beiden  Dreiecken  gemein.    Daher 

aJ'A'=:zfxAJ'; 


ferner  ist 


also 


folglich 


aJ'D=aDJ'  =  DJ'A  +  DAJ'; 
A'J'D=DJ'A; 


A'J*:JA  =  AD :  DA  =  A'B'.AB . 

Eben  so  zeigt  man»  dass  B'J'Ez=EJ'B;  daher 

B'J' :  J'B'=:BE:  EB=A'B' :  AB) 

und  daraus  folgt 

^A'J'B'c<:>\AJ'B; 

also  A'J'B'=AJ'B;  daher 

D J'^'  +  A'J'B'  +  JB ./ iS  =  DJ'A  +  il  J'iB  +  Ä  J'£  =  2Ä ; 

also  DJ'E  eine  Gerade;    Colglich   ist  J  und  •/'  ein  und  derselbe 
Punkt. 

Aus  Vorstehendem  iSsst  sich  nun  leicht  zeigen »  dass 

^AJCco^^AJCy    und    ^^B'JCoo^BJC. 

Daher  ist  J  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  ähnlichen 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C. 

Bemerkung,  ^ind  die  drei  Punkte  A,  Dy  A*  gegeben ,  so  kann 
man  unmittelbar  den  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  dnden, 
ohne  vorher  den  vierten  harmonischen  Punkt  d  gesucht  zu  haben. 
Daher  folgende  Aufgabe. 

Die  Strecke  iiil' nach  dem  Verhältnisse  p\q  zu  thei- 
len.    (Taf.  Vlll.  Fig.3.). 
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Ziehe  AF  in  beliebiger  Ricbtoog,  A'G  parallel  AF;  mache 
AF=zp,  A'G=a,  ziehe  FG,  welche  die  AA'  in  ^schneide', 
führe  X>K  parallel  AF,  mache  DK=o,  und  ziehe  FÄ,  welche 
die  i4i4'  in  a  treffe:  so  ist  a  der  Mittelpunkt  und  aD  der  Radius 
des  gesuchten  Kreises. 

Denn 

AF:A'G=^piq=AD:DA', 

uud 

AF:DK  —  p:q=AaiaD; 

daher  ist  auch  / 

AD:Aa'^AD=DA':aD'-'DA' 


oder 
folglich 


AD:Da=DA''.A'a; 


AD:DÄ=Da:aA*^Aa:aD. 


e 


Macht  man  die  Verlängerung  von  GA'=q:=A'H,  und  zieht 
FH,  welche  der  AA*  in  rf  begegnet,  so  sind  AD,  A,  d  vier  har- 
monische Punkte,  und  «  ist  die  Mitte  von  Dd 

Dieses  kann  man  durch  Proportionen,  aber  auch  auf  folgende 
Art  erweisen.  Ziehe  HKi  welche  die  FD  in  L  erreiche:  so  ist 
DK  parallel  GH,  und  DK  zugleich  Va  von  GH,  d&hw  HK=KL, 
also  a»ch  da^aD,  weil  HK  parallel  Dd  ist. 

/3)  Wenn  die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnli- 
chen Dreiecke  nicht  parallel  sind,  ihre  gleichnami- 
gen Ecken  in  entgegengesetzter  Richtung  auf  einan- 
der folgen:  so  giebt  es  drei  Kreise,  deren  jeder  durch 
den  Aehnlichkeitspunkt  geht,  ieder  steinen  Mittel- 
punkt in  einerGeraden  hat,  welche  zwei  gleichnamige 
fcckenbeider  Dreiecke  verbindet,  und  die  zweiPunkte, 
D  welchen  jeder  Kreis  seine  Centrale  schneidet,  bil- 
den mit  den  beiden  Eckpunkten  der  Dreiecke,  durch 
welche  die  Centrale  gebt,  vier  harmonische  Punkte, 
und  zwar  sind  die  Schnittpunkte'des  Kreises,  sowie 
die  sleichnamigen  Eckpunkte,  zugeordnete  harmoni- 
sch! Punkte  (Taf.  VIU.  Fig.  4.). 

Sei 

i^ABCc<i!^A'B*C. 

Man  theile  AA'  in  />,  BBf  in  E,  CC  in  F  so,  dass 
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AD:DÄ'=:BE:E»=^CF:FC=AB:A'ß' 

sei.  Suche  nun  zu  A,  D,  A*;  B,  E,B*;  C,  F,  ü  den  vierten 
harmonischen  Punkt  d\  e;  f;  halbire  Dd,  £e.  Ff  in  «,  ß,  y;  so 
sind  diese  Punkte  die  Mittelpunkte  der  {besuchten  Kreise.^  Die 
Kreise  um  a  mit  aD,  um  ß  mit  ßE  beschrieben,  mögen  sich  in 
/  schneiden:  so  ist  J  der  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  Drei- 
ecke ABC  und  A'B'Oy  wie  oben  bewiesen.  Man  lege  durch 
J  und  F  einen  Kreis >  dessen  Mittelpunkt  yf  in  CO  liege.    Da 

CJJB  =  CVÄS    BJE=B'JE. 

so  ist 

CJE=^OJE, 
oben  erwiesen, 

y'FJ  =  FJy, 
also 

/JC  =y'6V; 
daher 

^yCJco^r'JC; 

also 

Cr'if'F^iF/iY'C, 
oder  '  ^ 

P/  +  /F:  yF'-yC'=:Fr'  +  yCiy'C'^Y'F, 
oder 

Cf':CF=f'C:CF, 

wenn  der  dritte  Kreis  die  CC  in  /*'  schneidet;  daher  sind  C,  F, 
Cy  f*  vier  harmonische  Punkte;  folglich  ist  f*  und  f  ein  und  der- 
selbe Punkt;  daher  ist  auch  f*  und  y  ein  und  derselbe  Punkt 

y)  Die  drei  gleichartigen  Durchschnittspunkte  der 
drei  Kreise  mit  den  dreiGeraden,  welchedurch  gleich- 
namige Eckpunkte  der  ähnlichen  Dreiecke  gehen/lie- 
gen  mit  dem  Aehnlichkeitspunkte  in  einer  Geraden. 
Es  bilden  also  eine  Gerade  Z>,  J,  F  und  £,  so  wie  dJef. 
(Taf.  VIII.  Fig.  4.). 

Dass  DJE  eine  Gerade  bildet,  ist  schon  oben  gezeigt;  es 
bleibt  aber  zu  beweisen,  dass  die  Gerade  DJE  die  Gerade  CO 
in  F  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleichnamigen  Seiten  theilet. 
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Also  anfteuommen^  der  Punkt  J  sei  durch  die  beiden  Kreise 
um  a  und  p  bestimmt,  die  Gerade  DJE  gezogen ,  welche  die 
CO  in  F  schneide;  so  ist 


und 


weil 


daher  ist 


folglich  ist 


B'JE  =  BJE, 

CJB'=CJB, 

^CJRcs^^CJB; 

CJEz=CJE, 

CFiFC=iCJi  CJ=A'B':AB, 


und  daraus  ergiebt  sich,    dass  die  vier  Punkte  D,  J,  F,  E  In 
einer  Geraden  liegen. 

Es  liegen  aber  auch  die  vier  Punkte  dy  J,  f,  6  in  einer  Ge- 
raden;  denn 

DJd=R=2EJ€=:FJf; 

weil  Ddt  Ee,  F/ Durchmesser  der  Kreise  sind. 
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Silemeiitarf^eonietrischer  Beweis  eines 
in  diesem  ArcliiY  Yiel  besproclieneii 

Satzes. 

Von  dem 

Herrn  Gymnasialdirector   August 

in   Berlin. 


Der  geometrische  Satz,  um  deo  es  sich  hier  handelt,  ist  im 
13.  Theile  S.  341.  und  im  15.  Theile  S.  351.  untersucht,  auch  ist 
für  ehieik  sehr  speciellen  Fall  desselben  ein  geometrischer  Beweis 
im  15.  Theile  S.  o58.  gegeben.  Er  lässt  sieb ,  so  weit  er  die  Win- 
kel des  Dreiecks  betrifft,  buchst  einfach  durch  indirecte  Ssblüsse 
aus  dem  folgenden  ableiten,  der  eine  sehr  elementare  Beweis- 
führung zulässt 

Lehrsatz,  Wenn-  zwei  ungleiche  Winkel  eines 
Dreiecks  durch  Transversalen  proportional  getheilt 
werden;  ao  ist  die  Theilun^stransversale  des  grösse- 
ren Winkels  kleiner,  als  die  des  kleineren. 

Beweis.  In  Dreieck  ABC  (Taf.  VIll.  Fig.  5.)  sei  Winkel 
ABC>äCB  und  der  kleinere  WinkeMCßdurch  die  Transversale  CD 
in  beliebigem  Verbältniss  getheilt;  so  dass  ACDiDCßz^min.- 
Es  ist  zu  zeigen,  dass  eine  aus  B  gezogene  Transversale,  die 
den  grosseren  Winkel  ^iSC  in  demselben  Verhältnisse  m:n  theilt, 
kleiner  ist  als  DC 

Man  lege  zunächst  die  Transversale  BE  so,  dass  Winkel 
ABE^=D(JÄ  wird;  dann  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
ABE  und  ACD  die  Proportion  AB:4C==BE:DC;  weil  aber 
AB<AC,  so  ist  auch  BJE  <  DC. 

Ferner  lege  man  die  Transversale  DF  so,  dass  Winkel 
FßC=zDCB   wird;    dann  haben  die  Dreiecke  FAC  und  DCB 
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eine  gleiche  Seite  BC  und  einen  gleichen  aniiesenden  Winkel 
FB.C=^pCB;  es  mu8s  daher  in  demjenigen  Dreieck ,  in  welchem 
der  zweite  an  dief^er  Seite  anliegenae  Winkel  grösser  ist,  auch 
die  Gegenseite  dieses  Winkels  grosser  sein  als  die  entsprechende 
Seite  des  an^pren  Dreiecks;  l'oh^lich  ist  auch  BF<,DC> 

Soll  nun  der  grossere  Winkel  ABC  proportional  mit  dem 
kleineren  Winkel  ACB  getheilt  werden;  so  werden  seine  Theile 
grösser  als  die  Theile  des  anderen.  Es  niuss  also  der  an  BA 
anliegende  Winkeltheil  grosser  sein  als  Winkel  ACD^  d.  i.  grös- 
ser als  ABE.  Die  Theilungslinie  fallt  daher  zwischen  ^^Tund 
BC.  Eben  so  muss  der  an  BC  anliegende  Winkeltheil  grösser 
sein  als  Winkel  DCB,  d.  i.  grösser  als  FBC.  Die  Theilungs- 
linie fallt  daher  auch  zwischen  BF  und  BA»  Ist  demnach  oG 
diejenige  Theilungstransversale ,  durch  J^welche  die  Proportion 
ABG:GBCz=zACD:DCB=m:n  unter  den  Winkeltheilen  ent- 
steht; so  liegt  sie  auch  nothwendig  zwischen  BE  und  BF- 

Wenn  aber  von  eiitem  Punkte  B  ausserhalb  einer  geraden 
Linie  AC  drei  gerade  Linien  BE,  BG,  BF  an  dieselbe  gezogen 
sind,  so  ist  die  mittlere  BG  dieser  drei  Linien  kleiner  als  die 
grössere  der  beiden  äusseren,  oder  wenn  diese  einander  gleich 
sind,  kleiner  als  jede  von  beiden.  Da  nun  sowohl  BE  als  auch 
BF  kleiner  als  üC  ist;'  so  muss  auch  BG  kleiner  als  CD  sein. 
Dies  sollte  bewiesen  werden. 

Zusatz*).  Wenn  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  durch 
gleiche  Transversalen  pro/portional  getheilt  sind,  so 
sind  die  Winkel  gleich. 

Beweis.  Wären  die  Winkel  ungleich;  so  wären  auch  die 
Transversalen  ungleich.  Da  diese  aber  gleich  sind,  so  können 
die  Winkel  nicht  ungleich  sein,  sind  also  gleich. 

Anmerkung.  Die  Beweisführung  gilt  för  jede  zwei  innere 
Winkel  eines  Dreiecks.  Construction  und  Beweis  lassen  sich 
auch  noch  för  den  Fall  anwenden,  wo  die  Linien  BD  und  CF 
parallel  sind.  In  diesem  Falle  wird  BE  =  DC.  Für  den  Fall, 
dass  BD  und  CF  divergiren,  die  Winkel  also  eigentlich  Aussen- 
Winkel  eines  Dreiecks  sind,  lässt  sich  aus  dieser  Construction 
nichts  folgern,  weil  der  Beweis  J?jEJ>/>C  ergiebt,  weshalb  eine 
Vergleichung  zwischen  BG  und  DC  auf  diesem  Wege  nicht  mög- 
lich wird. 


*)  Dieser  ZuKatx  ist  der,  nnr  im  Aasdruck  etwas  veränderte,  ThI.  15. 
S.  355.  im  zweiten  Absatz   enthaltene  Lehrsatx. 
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^flTenn  zwei  der  Tier  Diirctasctanftt«- 
pnnkte  zweier  Keg^elsc^Kif  f  e  sich  un- 
endlleh  entfernen  sollen,  wie  mfissen 
alsdann  ^iie  Coefttcienten  ihrer  Olei- 
chmtg^en  zusammenhang^en? 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  G.  H.  Swellengrebel 

%u  Utrecht. 


Bevor  wir  zur  eigentlichen  Aufgabe  übergehen,  wollen  wir 
uns  vorher  mit  der  ihr  verwandten  Aufgabe  beschäftigen: 

L  Welcher  Zusammenhang  muss,  sollen  zwei  Kegelschnitte 
eine  gemeinschaftliche  reelle  oder  imaginäre  Asymptote 
haben,  zwischen  den  CoefBcienten  ihrer  uleichungen  statt- 
finden? 

um  nachher  diejenigen  Fälle  zu  betrachten,  in  welchen  zwei  Ke- 
gelschnitte, ohne  den  Besitz  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote, 
dennoch  die  in  der  primitiven  Aufgabe  gestellten  Forderungen 
befriedigen. 

Es  scheint  unsere  Aufgabe  eine  ganz  bestimmte  zu  sein  und 
daher  auch  nur  eine  einzige  ganz  bestimmte  Antwort  zu  erhei- 
schen. Bedenken  wir  aber,  dass  jeder  Kegelschnitt,  je  nach  der 
verschiedenen  Lage  der  Coordinatenaxen ,  durch  verschiedene 
Gleichungen  dargestellt  werden  kann,  so  'sehen  wir,  dass  in  der 
Frage  unbestimmt  gelassen  worden  ist,  welche  Gleichungen  man 
eigentlich  gemeint  hätte,  und  dass  also  unsere  Aufgabe  i.  mehrere 
partielle  Aufgaben  enthält,  deren  jede  ihre  eigene  Antwort  erfor- 
dert, z.  B. 


Digitized  by  VjOOQIC 


322 

II.  Wenn  der  Scheitel  eines  gewissen  Kegelschnitts  als  Coordi« 
naten-Ursprung  gewählt  wird»  und  eine  der  Axen  dieses  Ke- 
gelschnitts als  Aue  y=0»  vvie  mfissen  aisdann  die  Coeffici- 
enten  der  Gleichung  dieses  Kegelschnitts,  von  denen  die  der 
Gleichung  eines  anderen  Kegelschnitts  abhängen»  d.  h.  wie 
müssen  die  Gleichungen 

mit  einander  verbunden  sein,  damit  zwei  der  vier  Asympto- 
ten der  Kegelschnitte  einander  decken? 

Wir  wollen  uns  jedoch  hier  nicht  mit  diesen  speciellen  Aufga- 
ben beschäftigen,  sondern  uns  unter  der  Aufgabe  I.  die  allgeniei- 
nere  Aufgabe  denken,  worin  nach  demjenigen  zur  Asymptoten-Coin- 
cidirung  erlorderlichen  Coefficientenzusaiiimenhang  gefragt  wird, 
welcher  bei  jeder  Lage  der  Coordinaten-Azen  stattfinden  muss,  d.  h. 
welcher  die  Gleichungen 

Ax^  +  ßy  +  Cxy  +  /y« + JE'y  +  F' = 0 

zum  Ausdruck  zweier  eine  gemeinschaftliche  Asymptote  besitzen- 
den Kegelschnitte  macht. 

Es  geniigt  jedoch  diese  Annahme  noch  nicht,  um  unsere  Auf- 
gabe I.  zu  einer  ganz  bestimmten  zu  machen.  Es  war  nämlich 
m  der  Frage  nur  im  Allgemeinen  von  den  Co^ifficienten  die  Rede, 
während  es  dagegen  bei  jeder  Kegelschnittsgleichung 

Ax^  +  By^  +  Cxy  \Dx\Ey\  F=z  0 

einigermaassen' unbestimmt  ist,  welche  man  als  ihre  Coef&cientefn 
betrachten  soll,  weil  alle  sechs  CoefBcienten,  ohne  dass  die  Bedeu- 
tung der  Gleichung  sich  ändere,  mit  einem  gemeinschaftlichen 
Factor  multiplicirt  werden  dürfen.  Es  ist  also  auch  hier  zwischen 
der  allgemeineren  Aufjzabe  III.  und  der  specielleren  Aufgabe  IV. 
zu  unterscheiden ;  wobei  wir  Deutlichkeits  halber  die  zwei  Grup- 
pen der  sechs  Coefücienten ,  wenn  zwei  solche  ausgewählt  worden 
sind,  welche  jede  einer  bestimmten  Bedingunglunterworfen  sein  soll, 
durch  ABCDEF  und  ABC IV ET,  wenn  sie  dagegen  ganz 
willkührlich  bleiben  sollen,  durch  aßyhi  und  tx'ßyö'e'i  andeuten 
wollen? 

III.  Welcher  ist  der  zur  Asymptoten  -  Coincidirung  erforderliche 
Zusammenhang  zwischen  den  CoeiScienten  zweier  Kegel- 
schnittsgleichungen 

man  möge  nun  die  zwei  bestimmten  Gruppen  unserer  jetsi- 

gm  zwtHf  Ck>efBcienten  a^ß, ....«',  ß', oder  zwei  andere 
mppen 
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aA#,  /3/lf,...,.«'ilf',  ß'm 

oder  zwei  Gruppen 

aN,  /?#,... .«'iV',  /3'iV' 

als  Coefficienteii  betracbteo? 

IV.  Wenn  jede  der  zwei  Gruppen  der  sechs  CoefBcienten  einer 

fewisseu  Bedingung  unterworfen  sein  soll,  z.  B.  dass  F  unA 
^'  die  Einheit  darstellen  sollen ,  welcher  Zusammenhang  ist 
alsdann  zwischen  den  bestimmten  Coeflicienten  solch  eines 
Ausdrucks 

-Ar«  +  J?y*  f  ßry  + />a:  +  %+l  =0, 

zur  Asymptoten- Coincidirung  erforderlich? 

Da  ein  System  zweier  Kegelschnitte^  soll  es  die  Eigenschaft  der 
A«(ymptoten  •  Coiucidirung  besitzen,  zweien  Bedingungen  genügen 
rouss,  nämlich  erstens  dass  die  Kegelschnitte  einander  berühren, 
zweitens  dass  diese  Berührung  in  unendlicher  Entfernung  statt- 
finde, so  besteht  die  Antwort  auf  die  allgemeine  Aufgabe  III.  aus 
einem  System  zweier  Gleichungen 

il^(aßyd€t  a'ßyö'B'f)=0, 

Die  Antwort  dagegen  zu  jeder  specieilen  Aufgabe  der  Art  IV 
besteht  aus  einem  System  von  vier  Gleichungen:  Es  sind  näiti- 
lieh  alsdann  erstens  die  CoefBcienten  des  einen  Kegelschnitts,  der 
die  gerade  benützte  CoefBcienten- Wahl  ausdrückenden  Bedingung 

f(ABCDEF)=:0 

unterworfen,  zweitens  die  CoeiBcienten  des  anderen  Kegelschnitts 
einer  ähnlichen  Gleichung 

F(A'RCD'E'P)=0; 

endlich  finden  die  von  der  CoefBcienten -Wahl  unabhängigen  Be- 
dingungen der  Aufgabe  IIL 

tiaßydeia'ßyS's'i^-O 

auch  bei  unseren  Coeflicienten  statt,  so  dass  die  CoefBcienten  drit- 
tens und  viertens  den  Gleichungen 

^{ABCDEF  A'B'OD'E'P)zzO 
%{ABCDEF  AB'CI>E'F):=0 


Digitized  by  VjOOQIC 


324 

unterworfen  sind.  Man  bekommt  also  zur  Antwort  auf  Aufgabe 
IV.  entweder  das  System  dieser  vier  Gleichungen  selber,  oder  in 
den  meisten  Fällen  ^ein  System  vier  anderer  Gleichungen 

deren  jede  eine  Resultante  •  Gleichung  zweier  oder  mehrerer  der 
vier  vorigen  Gleichungen  ist.  Bei  jeder  anderen  Coe(lBcienten-Wahl 
hat  man  eine  andere  Aufgabe  der  Art  IV.  zu  losen  und  es  besteht 
die  Antwort  aus  einem  System  vier  anderer  Gleichungen 

q>MBCDEFABCiyEF')=Q  fp^{A...A\..)=(^  9V(^-^'-)=0 

worin  sowohl  die  Functionen  q>^  q>^  ^  q>^  von  den  Functionen 
9i  9b  93  94  verschieden  sind^  als  auch  die  Zeichen 

ABCDEF  ABfCD'E'F 

andere  Grossen,  als  vorher,  bedeuten,  weil  von  den  vier  Gleichun- 
gen, deren  jede  der  vier  letzten  eine  Resultante  ist,  nur  die  zwei 

^(ABCDEF  A'BCD'EfF^=Q, 
liABCDEF  AB'C1>E'P)^Q 

mit  den  beiden  der  vorigen  Coeflicienten  -  Wahl  identisch  ,  sind, 
während  die  beiden  anderen 

f(ABCDEF)^ü, 
¥'(AB'CD'E'F)=0 

von  denen  der  vorigen  Aufgabe  verschieden  sind  und  die  jetzige 
CoelBcienten-Wahl  ausdrucken. 

Zur  Beantwortung  der  allgemeinen  Aufgabe  III.  kSnnen  wir 
anfangen  mit  der  leichteren  Arbeit,  wobei  wir  die  Antwort  auf 
eine  gewisse  specielle  Aulgabe  der  Art  IV.  suchen,  um  nachher 
hiermit  die  gesuchte  Antwort,  zur  Aufgabe  III.  abzuleiten.  Je 
nach  den  verschiedenen  Coefücienten-Wahlen  nun,  womit  man  an- 
fängt, d.  h.  je  nach  den  verschiedenen  Aufgaben  IV.,  welche  man 
als  intermecfiäre  Hülfsmittel  benutzt,  gibt  es  verschiedene  Metho- 
den, die  Aufgabe  IIL  zu  lösen. 

Wir  wollen  damit  anfangen,  bei  derjenigen  Wahl  der  sechs 
Coefficienten  des  ersten  Kegelsschnitts  die  Aufgabe  IV.  zu  losen. 
Wobei  man  identisch  hat 

(l)  Aa^^By^+Cxif  +  Dx+Eg+F^(ax  +  by+i)(cx  +  dff+l)+e 
d.  h.  nach  Entwickelung 

Aa:^  +  Bij^+Cxy+Dx  +  Ey  +  F=(ac)a*  +  (bd)^*  +  (ad'i^bc)xs 
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Es  siod  daher  die  sechs  Coeffieieoteo  ABCDEF  hier  der  Be- 
dingang  untenvorfen,  da8%  sie  io  den  6 — 1=5  Grössen  aöcde 
ausgedrückt  werden  können ,  und  zwar  durch  die  sechs  Gleichungen 

A=ac  B=bd  C=ad+öc  D=a+c  E=b  +  d  F=:6+l 

d.  b.  dass  sie  zusammenhängen  durch  die,  durch  Elimination  der 
abcde  ags  diesen  Gleichungen  sich  ergebende  Endgleichung.  Com- 
biniren  wir,  um  diese  zu  erlangen,  Nr.  1.  mit  Nr.  4.  und  Nr.  2.  mit 
Nr.  5.«  so  ergiebt  sich 

(2)   ä=\{D±yrD^=^  Ä=J(£;±\^jfc«-4Ä) 

durch  deren  Substitution  in  Nr.  3.  wir 

C=ad  +'6c= ^öiK-  ^sTiD^'-iÄiiE^^iB) 
und  hieraus^  nach  gehöriger  Entwickelnng 

für  die,  die  Natur  unserer  jetzigen  CoefGcienten-Wahlausdriickende 
Gleichung  bekommen.  Unterwerfen  wir  ebenso  die  Coeßicienten 
des  anderen  Kegelschnitts  der  Identität 

Ax'^^^BY^^Cxy  +  D'x^E'y^P  =(a'ar+6'y+l)(c'a+d'jr+l)+e', 

so  ergibt  sieh  fiir  zwei  der  vier  bei  dieser  CoefBcienten  -  Wahl 
die  Antwort  der  Aufgabe  IV.  darstellenden  Gleichungen 

C^^AAB^  CDE'-BD^^AE^ 
^  ^  C^^iA'»=^  CD'E'^Biy^^AE'^. 

Ffir  die  beiden  anderen  der  Wer  Antwortsgleicbungen  bekomnieu 
wir  das  eine  oder  das  andere  der  vier  Paare  Gleichungen 

a=o'  a^&  c^=^a'  c^& 
b^V  *=#£'  d^b'  d=iä\ 

welche  wir  jedoch,  da  nicht  nach  dem  Zosamnienhange  zwischen 
denConstanten  abcdabcd,  sondern  nach  demjenigen  xvvi8chen 
denCoefficienten  gefragt  war ,  vorher  mittelst  der  Gleichangeo 
(2)  transforrairen  mflssen ,  wodofch  wir  daa  eine  oder  das  ander« 
der  Gleichungen«iPaare 

Theil  XVI.  2« 
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'• 

T  ±  =F  T 

bekommen. 

Zur  besseren  Einsicht  in  die  Bedeutune  dieser  verschiedeDen 
Doppelzeichen  -iz  bedenke  man,  dass,  im  Falle  die  CoefQcienten 
ABCDEF  sechs  bestimmte  wären,  auch  der  Kegelschnitt 

ein  ganz  bestimmter  wKre,  und  daher  zwei  bestimmte  Asymptoten 
hätte,  und  dass  daher  die  Grössen  a  b  c  d,  je  nach  der  verschie- 
denen Ordnung,  in  weicher  die  Asymptoten  aufeinander  folgend 
gedacht  wurdeu,  d.  h.  jenachdem  der  Kegelschnitt  als 

(ax  +  by  +  l){ca!  +  dg+l)  +  e=0 

oder  als 

(car+rfy+l)(ar+6y+i;+«=0 

betrachtet  würde,  auf  zweifache  Weise  durch  die  CoefBcienten 
ABDE  ausgedruckt  werden  könnten,  da  man  der  Grösse  a  ent- 
weder denWerth.^CÖ+VT?^^^^  oder  den  Werth~(ö— V/>«^=4H) 

inertheilen  könnte,  blerdarch  aber  zugleich  bestimmt  wäre,  welche 
der  Zeichen  -f  oder  —  man  bei  den  Radicaien  der  drei  übrigen 
Grössen  ö  c  d  nehmen  sollte.  Hätte  man  daher  ein  System 
zweier  Gleichungen 

Ax^  +  By^^Cxy  +  Dx+Ey  +  F=0 
A'x^  +  By  +  Cxy+iya:  +  E'y  +  P  =  0 

mit  zwölf  bestimmten  und  den  Bedingungen  (3)  unterworfenen 
Ooeffidienten,  so  konnte  man  zwar  die  Zeichen  -f  oder  —  der  in 
a  und  a'  vorkommenden  Radicale  willkiihrlich  auswählen;  es 
wären  aber  alsdann  die  Zeichen  der  m  b  c  d  b'  c'  d'  vorkommen- 
den Radicale  bestimmt;  und  es  wäre  daher  nur  auf  vier  verschie- 
dene Weisen  möglich,  dass  unsere  Kegelschnitte  eine  gemein- 
schaflliche  Asymptote  hätten,  nämlich  in  den  vier  Fällen,  worin, 
bei  den  verschiedenen  Bedeutungen  von  a  und  a',  das  Gieicbun- 

gen-Paar  ^^^,  stattfinde,  z.  B.  in  den  vier  Fällen: 
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da  die  aus  der  Interpretation  der  drei  übrigen  Paare  Gleichungeo 

b=z(V  dz=:b'  d  —  df 

bei  vierfacher  Bedeutung  der  a  und  a'  sich  ergebenden  4x3=12 
Gleichungen -Paare  re8pcctive  |nit  den  vier  vorigen  identisch  sein 
würden,  die  12  übrigen  dagegen  der  16,  aus  der  Combiuation  der 
vier  Doppelzeichen  4:  der  Gleichungen 

(4)  "~      .  "■ 

E  ±  \^£«~4Ä  =  £'  db  STW^iB' 

h^vorgehenden  Fälle  keine  Asymptoten-Coincidirung,  sondern  ge- 
wisse andere  Zusammenhänge  der^  beiden  Kegelschnitte  andeuten 
würden.  Sind  nun,  wie  in  unserer  Aufgabe  der  Fall  war,  die 
Coefficienten  ^ßCDEF  alle  unbestimmt,  so  weiss  man  zwar  nicht, 
welche  die  vier  Combinationen  der  vier  Doppelzeichen  der  Radi- 
cale  seien,  welche  die  Gleichungen  (4)  zum  Ausdruck  de«  Be- 
sitzes einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  machen;  man  weiss 
aber,  dass  nicht  alle  sechszehn  Combinationen  zugleich  als  zur 
gesuchten  Antwort  gehOris  betrachtet  werden  können;  sodass  es 
zwar  erlaubt  ist,  die  Zeichen  der  in  a  und  a'  vorkommenden  zwei 
Radicale  als  zweideutig  zu  betrachten  und  die  Gleichung 

D±\rD^AA=^D'±VD'^-AA 

als  das  =0  Sein  des  Productes  der  vier  Functionen 

D-D  I  yfD'^-^iA+yfD^-iA 
jy^D^  V^Z>'2-4^'- V  m-^A 


D'-~D^S^D'^'-iA*\  V  />»-4^ 
d.  h.  nach  Entwicketung  als 

ZQ   betrachten,    die  Zeichen  aber   der  fibrigen  Radicale  afsdbttii 
nicht  mehr  willhühriich  sind,  und  e«  daher  nicht  ertaubt  ist,  auch 

52* 
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die  andere  Gleichung  in  ähnlicher  Weise  rational  au  maeheo »  und 
die  Gleichungen 

(A'^A)^  =  (ö'~/>)  {A'D^AI>) 
^  >  {B'^B)^ = (E'^E)  (B'E-^BEO 

als  diejenigen  zwei  Gleichungen  zu  betrachten,  welche  in  Verbin- 
dung mit  den  zwei  Gleichungen  (3)  die  Antivort  auf  unsere  Auf- 
?;abe  IV.  darstellen  sollten.  Denn  es  würden  diese  Gleichungen 
5)  alle  16  Combinatiooen  der  Doppelzeichen  der  Gleichungen  (4) 
darstellen ,  und  daher  eine  Eigenschaft  ausdrucken ,  welche  nicht 
nur  den  Kegelschnitten 

(2x+%  + 1)  (4ar  +  5y  +l)-12=8j:«+I5y«  +  22a:y+6a:+8y-ll=0 

(23:+33^  +  l)(6a;+ T^^+I)— 11  =  l'2a:H^\yH^2a:y+  &r+10^-10=0 

zukäme,  sondern  auch  den  Kegelschnitten 

(ir+3y  +  l)(4ar  +  6y+ l)-12=8j:2+15y«+2ary+6ar+8y-ll  =0 
(2ar +4y  + 1)  (6a?+53^+l)-ll=  12a;a+2()ya +34ay  +  8x+%--10==0 

welche  statt  des  Besitzes  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  die 
Eigenscheft  ^ZL^/  besitzen. 

Es  sind  die  beiden  Gleichungen  (4^  auch  unter  anderer  Form 
darstellbar»  welche,  obschon  weniger  einfach,  in  gewissen  Fällen 

jedoch  nützlich  sein  kann.    Da  nämlich  A^ac,  so  ist  -=-|*und 

daher  _ 

/>±V/)a-4J  A     ~' 

Transformiren  wir  in  ähnlicher  Weise  die  drei  Functionen 
E±VE^^B  Z>'±V  Z>'«~4^'  E'±VW^B\ 
80  nehmen  die  Gleichungen  (4)  folgende  Gestalt  an: 

Di:\^D^'-iA     />'+  ^^m^iA* 
A  -         ~3 

(6)  • • 

E±V&^B  _  E'±\rE'i.^B' 
B  Bf  * 

Es  sind  diese  Gleichungen  (4)  oder  (6)  Resultante -Gleichungen 
der  beiden  (3)  und  der  noch  zu  findenden,  bei  jeder  Coefiicieiiten- 
Wahl  zur  Asymptoten- Concidirung  erforderlichen  Gleichungen 
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if(aßy8ei   a' ßy  d' b' t') =0 

Wir  können  daher  jedes  andere  Paar  Resultante  •  Gleichungen 
der  nämlichen  vier  Gleichungen,  statt  der  beiden  Gleichungen  (4) 
oder  (6),  als  die  Gleichungen  unserer  jetzigen  Antwort  betrachten, 
d.  h.  wir  können  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  mittelst  der  Glei- 
chungen (3)  transformiren,  und  zwar  nicht  nur  durch  eine  blosse, 
aus  der  Entwickelung  als  erlaubt  sich  ergebende,  Aenderung  der 
Art  des  Zusammenhanges  der  Grössen  AA^DD*,  wie  diejenige 
der  (4)  und  (6),  sondern  auch  durch  solch  eine  Aenderung,  wobei 
z.  B.  die  unter  der  Form 

f{AADI>)=zQ 

geliehene  Gleichung  (4)  oder  (6)  von  den  Grössen  D  und  D*  be- 
freit und  zur  Form 

V{ABCE  AB*CE')=:(i 

gebracht  wtSrde.  Umgekehrt  kann  es  sieb  daher  auch  sehr  wohl 
ereignen,  dass  man  mittelst  einer  anderen  Methode,  ohne  dass 
darum  ein  Fehler  in  die  Rechnung  eingeschlichen  wäre,  ein  von 
den  Gleichungen  (4)  oder  (6)  verschiedenes  Paar  Cileichungea 
zur  Antwort  bekommen  hätte.  Wie  z.  B.  der  Fall  gewesen  sein 
würde,  wenn  wir  zur  Erlangung  des  Zusammenhanges  (2),  statt 
dessen  dass  wir  die  Gleichung  C=ad-\-  hc  unbenutzt  gelassen 
und  uns  nur  der  Nr.  1),  2),  4),  5)  bedient  hätten,  uns  auch  der  Glei- 
chung C=^ad+bc  bedient  hätten,  und  daher  a  als  Function,  der 
vier  Grössen  AßCE  bekommen  hätten. 

Da  unsere  nacb  der  vorigen  Methode  erhaltene  Antwort 
irrational  war  und  nicht  rational  gemacht  werden  konnte,  ohne 
Mehreres  als  die  ge&agte  Antwort  auszudrücken,  so  wollen  wir 
versuchen,  mittelst  einer  änderet)  Methode  eine  Antwort  rationaler 
Form  zu  bekommen.  Wir  wollen  wiederum  die  vorige  Coefficien- 
ten-Wahl  nehmen,  d  h.  wo  die  Coefficienten  den  Bedingungen  (3) 
unterworfen  sind.  Es  ist  daher  der  erste  Kegelschnitt  unter  der 
Form  (I) 

Ax^  +By^+  Cxy+D.T+Ey+F=  {ax  +  6^+1)  {ex  +  dy+  l)+«=0 

und  der  zweite  Kegelschnitt  unter  der  ähnlichen  Form 

A'x^+Byi^Cxy+D'x+E'yi-F'=(a'x+b'y+l)(&x+d*y+l)+e'^ 

darstellbar,  statt  der  wir  jedoch,  mit  Inachtnehmung,  dass  die 
Grössen  a'  und  //,  sollen  die  beiden  Kegelschnitte  eine  gemein- 
schaftliche Asymptote  haben,  respective  mit  den  Grössen  a  und  6 
identisch  sein  müssen,  folgende  Form  nehmeu  wollen : 

A'x^+B'yHCxy+l>x+E'yi^F'=(ax+by+\Xc'x+d'y+\)+€'=0 

Entwickeln  wir,  so  ergibt  sich,  dass  die  zehn  Coefficienten 
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ABCDE  ABfCiyE' 

deo  vier  Bedingungen  unterworfen  sind,  dass  sie  in  den  sechs 
Grossen  ab  cd  &d'  müssen  siusgedrückt  werden  können ,  und 
zwar  durch  die  zehn  Gleichungen 

A=ac    B=inl     Cznad  +  bc    D  =  a  +  c    E  —  b+d 
'    A'z=za&  B'=bd'  C=ad  +  b&  D'=^a+&  £'=6+d[' 

so  dass  sie  zusammenhängen  durch  die  vier,  aus  diesen  zehn 
Gleichungen  durch  Elimination  der  a  b  c  d  c'  d'  zu  bekommen- 
den Gleichungen,  zu  deren  Erlangung  wir  die  vier  letzten  Glei- 
chungen combiniren,  und  aus  ihnen 

C''-C::^D'—D     d'—d  —  K'-E 

erhalten  konnten,  deren  Verbindung  mit  den  vier  ersten  uns 

A'-A^aiiy^D)    B'^B:^b{E'--E) 

wflrde  gegeben  habqn ;  und  wenn  wir  die  hieraus  sich  ergebenden 
Werthe  der  a  und  6  mit  ihren  nach  der  vorigen  Methode  be- 
kommenen Werthen  (2)  respective  identificirten ,  so  erhielten  wir 
die  Gleichuhgen 

(T)       ^^y^DArS  D^^^A    ^E^=E±>/^E^AB 

welche  jedoch  von  den  Gleichungen  (4)  und  (6)  nur  der  Form 
nach,  nicht  wesentlich  verschieden  sein  wurden,  da  si«;hi  durch  Ratio- 
naimachung  aus  ihnen  ergäbe 

[A'-A--D  (f>'-Z>)P=:(/>'^/>)2x(Z)2_4^) 

[B'^B--  E{E'--E)Y = (iE'—  E)^x(E^-^B) 

d.  b.  nach  Entwickelung  die  Gleichungen  (5).  Die  beiden  dage- 
gen bisher  unbenutzten  Gleichungen  liefern  uns: 


C=ad+bc=:a(^^^^b(^y 


C=  ad  +  bc=ia  {E—b)  +  b  (D--a) =(iE+ bD^lab , 
e=ad'  +  ^'  =  aiE^'-b)  +  6  (»--ai^zaE'  +  bD'-^2ab, 
C=ad+  bii  =  (D-c)d  +  (E^d)c =dD  +  cE-^^cd , 
e=ad' +  6c'=(D'— c')rf' +  (JS'— dOC=rf'/>'+c'JE'-2c'rf' 
u.  s.  w. . 
und  wenn  wir  hierin  die  Wertho 
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A'-^A    .     ß'~B     ,     A'     A\1>-^D)   j,     Bf     B'{E'-Vf) 

''^W^d''=W:^  *'="5=  A'-A     '^=T=  Ä'-Ä 

•ubstitairen ,  so  bekommen  wir  fär  die  s^esuchteQ  zwei  Gleichun- 
gen unserer  Antwort  entweder  die  Gleicnuiigen 

{A'^A)  (B'-^ß)  (iy-D)  (E'-E)  (O 
Ä' A' 


[oder  aber  die  Gleichangen 

(i4'-^(JE'-JE;)(E)  +  {ß—B)  {D'-'D)  (D) 
£' />' 

(8)  v^  =^(D'-^D){E'-^E){C)-\-2{A'-A){B'-B) 

» e 

[oder  endlich,  wenn  kerne  der  vorigen  Formen  uns  geftllt,  die 
[Gleichungen 

(i4'— i4)(£'-£)(Ä/>)  +  {B*-B)  (D'—D)  (AE) 
ff'Z)' A'E' 

z=(A'—A)  {B'-^B){C)  +  (D'— Z>)  {E'--E)  i2AB) 
O 2A'B' 

welche  Gleichungen  alle ,  obwohl  unter  raHonaler  Form  dargestellt, 
nur  denjenigen  ELegelscbnitten  zukommen,  welche  eine  semein- 
schaftlicbe  Asymptote  haben,  nicht,  wie  die  Gleichungen  (5),  auch 

denjenigen,  welche  die  Eigenschaft  JZ^jf  besitzen.     Denn  hätten 

wir  die  Grössen  a^  und  d^  den  Grössen  a  und  c2,  statt  af  und 
6'  deo.  a  und  6,  respective  identisch  gesetzt,  so  hätten  wir 

A'-A   ^    B'-B  ._B._B{E-E) 

bekommen,  deren  Substitution  in  irgend  zwei  der  Werthe  der 
C  und  C  uns,  weil  nur  der  Werth  des  a  mit  dessen  früherem 
Werthe  identisch  ist,  die  der  b  nnd  d  dagegen  von  deren  früheren 
VVerthen  verschieden  sind,  niemals  ^wei  der  Gleichungen  (8)  hätte 
liefern  können,  sondern  uns  z.  B.  die  zwei  folgenden 

{A  '-A)(B'^B)(iy—D)  iJS'-^E)  (O 

Q 

={A'-A)'^(B''^B)H{D'-D)HE'-E)'^  (AB) 

geliefert  haben  würde. 

Aas  uDseren  auf  die  Aufgabe  IV.  bekofnmeiien  Antwortsglei 
chungen  (4)  oder  (6)  oder  (7)  oder  (8)  wollen  wir  jetzt  die  Ant- 
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wort  xur  allgemeineren  Aufgabe  III.  herzuleiten  suchen.  Nehmen 
wir  also  an,  dass  die  Gleichung 

eines  der  Kegelschnitte  der  Aufgabe  III.  solche  CoefBcienten 
hätte,  welche  der  Bedingung  (3)  unserer  vorigen  Coefficienten- 
Wahl  nicht  genügten,  so  können  wir  immer,  durch  Multiplicirung 
aller  Coefficieoten  mit  einem  unbestimmten  Factor  N,  uns  eine 
neue  Function    zweiten    Grades   denken,    deren  Coefficienten  der 

fenannten    Bedingung    genögten,   d.  h.  so,    dass   man  identisch 
ätte 

aNxHßNyHr^xy+diya:+BNyi^iN=(ax+bff+\)(c^+dy+l)  +  e. 
Durch  Entwickelung  ergibt  sich 

uNtztac  ßN=bd  yN^ad  +  bc  dN=^a+c  eN=b+d, 
woraus  man 


als  denjeni&;en  Quotienten  bekommt ,  welcher  hei  jeder  beliebigen, 
die  Darstelibarkeit  unter  der  Form  (1)  besitzenden  Function  zwei- 
ten Grades 

«^*  +  /5^*  +  y^y  +  ^^ + «y  + 1  =  0 

den  Werth  =:  1  hat,  hei  jeder  beliebigen  dagegen  dieser  Darstell* 
barkeit  ermangelden  Function 

«**  +  /5y»+yary+«ar  +  £ir  +  f=0 

allen  Coefficieoten  vorher  als  Factor  zugefugt  werden  rouss,  um 
der  Function  die  Darstellbarkeit  (1)  zu  geben.  Substituiren  wir 
also  in  zwei  der  zur  Aufgabe  IV.  erhaltenen  Antwortsgleichungen» 
z.  B.  hl  den  Gleic!iuDgen  (6),  statt  ABDE  AB'D'R  respective 

aN,  ßN,  ÖN,  iPf,    i^N\  ß'N\  Ä'iV',  €'iV', 

d.  h. 

a(y^--iaß)  ß(y^-4aß)  _  a'i/^^Acfß') 

y^£-../56«— «««•  yds^ßs^^aa^ "•  *" '^  •  / av-/S'a'«-::Sv« "-^-^ 

so  sind  die  nach  gehöriger  Entwickelang  sich  ergebenden  Glei- 
chungen : 
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(il) 


dlejenieen«  welche  die  gesuchte  Antwort  zur  Aufgabe  lil.  ausnia- 
eheD,  d.  h.  welche  genügen^  um  jedem  Systeme  zweier  beliebigeD 
Kegelschnitte 

ax^  +  %*  +  yay  +  Sx  +  fy  + 1=:  0, 

man  möge  nun  ihre  sechs  und  sechs  Coefficienten  mit  jedem  be- 
liebigen Factor  multipliciren ,  jedesmal  aufs  neue  die  Eigenschaft 
des  Besitzes  einer  gemeinschaftlichen  As^rmptote  zu  verschalSen. 
Hätte  die  andere  Antwortsform  (4)  der  Aufgabe  IV.  die  nämliche 
Verallgemeinerung  erlitten,  so  hätten  wir  die  Antwort  der  Auf- 
gabe Iil.  in  folgender  etwas  weniger  einfachen  Gestalt  bekommen : 

^ V  yfl-,4tf|3  4-  (yö^ias)  __     d'  V^PV4^-/y/j.(y^jy_2a^£0 
(ySs—ßS^^aB^)  Vf^W      (/*'«'—  ß'ö'^—a's'^)  Vy«-4«'/S' 

Welche  aber  der  Antwortsformen  (4)  oder  (6)  oder'  (7)  man  auch 
gewählt  hätte,  immer  wärde  es  uns  nicht  erlaubt  sein,  die  durch 
Verallgemeinerung  sich  ergebenden  Gleichungen  ohne  Aenderung 
der  Bedeutung  beide  zugleich  rational  zu  machen,  aus  der  näm- 
lichen Ursache,  wesshalb  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  oder  (7) 
selbst  nicht  beide  zugleich  rational  gemacht:  werden  dürfen.  Wol- 
len wir  daher  die  Antwort  zur  Aufgabe  III.  in  rationaler  Form 
bekommen,  so  müssen  wir  in  irgend  einem  der  Gleichungen- Paare 
(8)  die  Coefficienten  AA'BB'  u.  s.  w....  durch  die  allgemeineren 

c(ya^4«jS)  a'jy^'-ia'ß')  ß(y^-4aß) 

ersetzen ,  woraus  sich  ein  System  zweier  verwickelter 
Formeln  ergibt,  deren  Entwickelung  hier  füglich  unterwegs  bleiben 
darf. 

Wir  wollen  jetzt  nochmals  die  gefragte  Antwort  aut  die  Auf- 
gabe III.  zu  bekommen  suchen,  diesmal  <nber  mittelst  einer  an^ 
deren  Coefficienten-Wahl,  d.  h.  mittelst  der  L5sung  einer  anderen 
intermediären  Aufgabe  IV.  Es  sollen  nämlich  die  zwölf  Coef- 
ficienten 

ABCDEF  A'B'CDE'P 

jetzt  nicht  den  Bedingungen  (3),  sondern  den  Bedingungen  A  =  \ 
A'=il  unterworfen  sein  und  sich  daher  auf  zehn  redaciren.    Neb- 
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t 

meo  wir  jetzt  die  erst^re  uaserer  beideo  Gfeichangen,  so  können 
wir  immer  identisch  setzen 

und  zwar  ohne  dass  wir  die  Coefficienten  BCDEF  irgend  einer 
neuen  Bedingung  zu  unterwerfen   brauchen;   v^elches  letzte  dage- 

fen  der  FalF  geivesen  sein  vriirde,  wenn  wir  unsere  Gieicbun^ 
er  Darstellbarkeit  unter  der  Form  (1)  unterworfen  hätten.  Dorcn 
Entwickelung  ergibt  sich,  dass  die  vier  Coefficienten  BCDE  in 
den  vier  Grössen  p  q  m  n  durch  die  Gleichungen 

Bzripm  C=p  +  Tn  D^g  +  n  E:=zpn-\'qm 

und  daher  umgekehrt  die  Grossen  p  q  m  n  m  den  CoefBcienten 
durch  die  Gleichungen 

ausgedruckt  werden.    Setzen  wir  ebenso 

sc^  +  ^y  +  Cxy  ^D^x+E^y  +  F'=(x+p'y+q')(x+m'y+  «0+»", 

80  ergibt  sich,  als  die  zum  gemeinschaftlichen  Besitze  einer  Asymp- 
tote nothwendige  Bedingung,  das  Stattfinden  des  einen  oder  des 
anderen  der  vier  folgenden  Gleichungen -Paare 

p=:ji>'    p=s?»'    m=p'    iii=3m' 
^=5^'    qznn'     n  =  q'     n=^n* 

d.  h.  das  Stattfinden  der  beiden  Gleichungen 

C±  V"Ca-4^  =  C  ±  Ve^==3J5r 
D\ra^:^^iB±(CD-2E)  ^  D*\ro^:^^B'±:(CD'^2E') 

VC«— 4Ä         ""  Ve«-4Ä' 

bei  irgend  einer  von  vier  gewissen  aus  den  sechszehn  möglichen 
Combinationeu  der  in  ihnen  vorkommenden  Doppelzeichen^  dt« 
Ersetzen  wir  nun  in  diesen  Anwortsgleichungen  unserer  jetzigen 
Aufgabe  IV.  die  Coefficienten  BB'CC  u.  s.  w.  respective    durch 

£  c^  t  Z^  u.  8.  w.,  60  bekonunen  wir  die  Antwort  der  Aufgabe  HL 

unter  folgender  Form: 
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Hätten  wir  diejenige  CoefiicienteD*Wahl  genommen,  wo  nicht 
il=l  A'=^\y  sondern  ^  =  1  £'  =  1»  so  hätten  wir  durch  eine 
ähnliche  Argumentation  die  Antwort  auf  die  Aufgabe  HI.  unter  der 
Form 

bekommen,  wobei  jedoch  in  beiden  Fällen  zu  beachten  ist,  dass 
swar  eine  beider  Gleichungen,  z.  B.  die  erstere,  rational  gemacht 
und  zur  Form 

(9)  («'y-«/)(j3'7-/3/)  +  («'/3-a|S0*  =  O 

gebracht  werden  darf,  die  gleichzeitige  Rationalmachung  aber  der 
anderen  nicht  erlaubt  ist. 

Da  jede  unserer  beiden  letzten'  Coefficienten- Wahlen  eine 
unsymmetrische  war,  d.  h.  eine  andere  in  Bezug  auf  Afß,D,E, 
als  in  Bezug  auf  ^,^,  £,Z>,  so  bekommen  wir  in  diesen  beiden 
Fällen  die  Antwort  der  Aufgabe  111.  in  unsymmetrischer  Form« 
Und  zwar  bekommen  wir  jedesmal  nur  eine  der  beideir  Gleichun- 
gen, welche  die  nach  der  vorigen  l^lethode  bekommene  symn»e- 
trische  Antwortsform  der  Aufgabe  JH.  ausmachten.  Die  andere 
unserer  jetzigen  Gleichwigen  druckt,  wenn  wir  die  Cotangenten 
der  zwischen  der  Coordinaten  -  Axe  y=0  und  den  Asymptoten  der 
Kegelschnitte  begriffenen  Winkel  ft  nennen,  die  Bedingung  — '" 
dass  sowohl 


'**"  2te 

als  auch  (10) 

y^±V^^4^' 

^  2?  • 

d.  h.  die  Bedingung,  dass  eine  der  beiden  Asymptoten  des  ersten 
Kegelschnitts  eine  des  zweiten  zwar  «nicht  decke,  aber  doch 
Ihr  parallel  laufe,  d.  h.  die  Bedingung ,  dass  von  den  vier  Durch- 
achnittspunkten  der  Kegelschnitte  einer  unendlich  vom  €oordina* 
tun  •  Ursprung  entfernt  sei. 
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Eine  andere  Methode,  die  Auf&rabe  HI.  zu  lOsen,  ist  folgende: 
Stellen  wir  uns  die  gegebene  Frage  III.  unter  folgender  etwas 
veränderten  Form  vor: 

V.  Aus   allen  den  individuellen  Kegelsohnitts-Paaren,  welche 
man  bekommt,  wenn  man  im  Ausdrucke 

«a;* + i5y*+r^y  +  ^^ + fy + f =0 

den  Coefficienten  a,  j3,  u.  s.  w.  .  .  .  &',  ß\  u.  s.  w.  alle 
möglichen  reellen  Werthe  zuertheilt,  diejenigen  auszusuchen, 
denen  die  Eigenschaft  des  gemeinschaftlichen  Besitzes 
einer  Asymptote  zukommt? 

Um  nun  zur  vollständigen  Antwort  dieser  Frage  V.  zn  gelangen, 
d.  h.  zu  einem  Ausdruck,'  welcher  alle  die  eine  gemeinschaftliche 
Asymptote  besitzenden  Kegelschnitts  -  Paare  enthält,  wollen  wir 
von  einer  particulären  Lösung  ausgehen,  d.  h.  von  eine:»  nur 
einige  dieser  Kegelschnitts •  Paare  darstellenden  Ausdruck,  z.  B. 
vom^  Ausdruck 

(y)(^'^+A'y  +  l)  f  *'=i7'a;y  +  Äy  +  ^  +  Ä'  =  0, 

weicher,  wenn  man  den  Grossen  g  h  k  ff  h*  k*  alle  mögli- 
chen Werthe  zuertheilt,,  alle  möglichen  Kegelschnitts  -  Paare 
ausdrückt,  welche  die  Coordinaten-Axe  ^  =  0  zur  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  haben  und  daher,  ausser  den  geforder- 
ten zwei  Bedingungen  der  Asymptoten  -  Coincidirung,  auch  noch 
den  zwei  anderen  unterworfen  sind,  dass  die  gemeinschaftliche 
Asymptote  senkrecht  zur  Axe  a:=0  laufe  und  dass  sie  den  Coor- 
dinaten- Ursprung  durchstreiche.  Es  enthält  nun  aber  der  erstere 
der  Kegelschnitte  unserer  particulären  Lösung  nur  drei  Unbestimmte 
j  h  ky  und  ist  daher,  da  ein  allgemeiner  Kegelschnitt  deren 
linf  enthält,  5—3=2  Bedingungen  unterworfen,  nämlich  dass  eine 
ihrer  A.'^ymptoten  senkrecht'  zur  Axe  ;r=0  laufe  und  den  Punkt 

«=0  ^durchstreiche,  d.  h.  es  sind  ihre  durch  Entwickelung  sich 
ergebenden  Coefßclenten  nicht  die  allgemeinen  der  Gleichungsform 

sondern  zweien  |Bedingongen-  unterworfen ,  und  zwar  zweien  von 
der  CoefBcienten  -  Wahl  unabhängigen:  erstens  nämlich  dass  er =0, 
zweitens  dass  die  Tangente  des  zwischen  der  Asymptote  und  der  Axe 

y=zO  begriffenen  Winkels  sowohl  = ,  als  auch 

-"  213 

sei,  d.  h.  dass  man  habe  as'^+ßS^=yÖB,  d.  h.  dass  die  Darstell- 
barkeit unter  Form  (1)  im  Allgemeinen  unmöglich  sei.    Und  auch 


^1 
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der  zweite  Kegelschnitt  der  particulären  Lösung  ist  zweien  ähn^ 
liehen  Bedingungen 

«^=0  und  /av-/5'd'«— «'«'«=0 

unterworfen.  Es  war  aber  in  der  Frage  V .  nach  einem  Systeme  zweier 
Keselsohnitte  gefragt»  deren  jeder  an  sich  eanz  allgemein  wäre» 
sodass  nur  das  ganze  System  sich  durch  den  Besitz  einer  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  speciaiisirte.  Soll  daher  unsere  particuläre  Losung 
die  vollständige  Losung  der  Frage  V.  werden,  so  müssen  wir 
jedem  beider  Kegelschnitte,  damit  sie  die  allgemeine  werde,  zwei 
Unbestimmte  zu  ihren  drei  vorigen  hinzufügen,  d.  h.  wir  müssen 
sie  betrachten  als  einen  speciellen  Fall  eines  allgemeinen  Kegel- 
schnitts, welche  aus  dem  primitiven  durch  eine  in  zweifacher  Hin* 
sieht  unbestimmte  Transformation  entstanden  sei.  Wir  würden 
aber  auf  diese  Weise  dem  Systeme  2x2=4  Unbestimmte  hin- 
zufügen, sodass  es  6-|-4=:l0  d.  h.  die  zum  Ausdruck  eines  allge- 
meinen Systems  zweier  Kegelschnitte  nothwendige  Anzahl  von 
2x5  Unbestimmten  bekäme  und  daher  keineswegs  die  in  der 
Frage  V.  gefragten  ^  speciellen  Systeme  von  Kegelschnitten  aus- 
drücken würde.  Wir  müssen  daher  nicht  jeden  Kegelschnitt  an 
sich,  sondern  beide  zugleich,  mit  Beibehaltung  ihrer  relativen  Lage, 
.verallgemeinern  durch  eine  zwei  Unbestimmte  ^  x^  enthaltende 
Transformation,  wodurch  wir  die  Lösung  der  Frage  V.  d.  h.  den 
6-|-2=8  Unbestimmte  enthaltenden  Ausdruck  eines  den  10~8:=2 
Bedingungen  der  Asymptoten-Coincidirung  unterworfenen  Systemes 
zweier  Kegelschnitte  bekommen.  Und  um  hiervon  zur  Lösung 
der  Frage  Ifl.,  d.  h.  um  vom  Ausdrucke  selbst  zum  Zusammen- 
hange seiner  Coeflßcienten  zu  gelangen,  stellen  wir  die  zwölf  Coef- 
ficienten  unseres  erhaltenen  Ausdrucks  respective  den  zwölf 
Coefficienten  eines  allgemeinen  Systems  zweier  Kegelschnitte  gleich; 
wobei  jedoch  zu  beachten  ist,  dass  die  zwei  Gruppen  der  sechs 
Coellicienten  unserers  Ausdrucks,  weil  sie  jede  mit  einem  gemein- 
schaftlichen Factor  multiplicirt  werden  dürfen,  nicht  die  alleemeinen 
der  Aufgabe  111.,  sondern  die  bestimmten  der  Aufgabe  IV.  sind, 
und  daher  den  zwölf  CoefBcienten 

ABCDEF  A*BCI>E*F'\ 

eines  bei  irgend  einer  bestimmten  Coefßcienten  -  Wahl  stattGnden- 
den  Ausdrucks 

^ar*  +  Äy*+ Gry +  Z>a:+£;y  +  F=0 
Ax^^By^^  Cxy+I>a:+E'y+F'=::0 

respective    gleichgestellt  werden  müssen,    aus  welchem  System 
von  zwölf  Gleichungen  wir  durch    Elimination    der   acht  Grössen 
ghk  o'h'k*  d'ü  die  verlangten  vier  Gleichungen  zwischen  den  zwölf  ' 
Coefncienten 

ABCDEF  ABÜiyE'P, 

d.  h.  die  Lösung  der  jedesmaligen  Frage  IV.  bekommen;  woraus 
alsdann  weiter,  wie  früher,  die  Antwort  der  Aufgabe  III  •  abgeleitet 
werden  muss. 
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Es  ist  aber  wohl  zu  beacht«!!^  dass  nicht  jede^beliebige»  zwei 
Unbestimmte  enthaltende,  Transformation  dazu  geeignet  ist/  unsere 
particuläre  Lusuiis  der  Frage  V.  in  die  vollständige  abzuändern. 
Nehmen  wir  z.  B.  diejenige  Transformation,  wobei  die  älteren 
Coordinaten  x  und  y  respective  durch  neuere 

j?'  ■=  ;rcos^  — y  sin^ + ^      y'^  :rsind + ycoa^ 

ersetzt  werden,  so  bekommen  wir  den  Ausdruck 

(Asin^+^sin^coS'^)a;^  +  (Acos^*^— 5rsin^osd)y*+[^  (cos*^— sin^O) 
+  SÄsin-^cos^]  xy+ +  (tjl+l)  (sin^)a:  +  (f/X+l)  (coae^y+k—O 

(A'8in^^+,^in'^os^)a:*+(Ä'cos*^— ^sin^cos'^)y2.Ky(cos^— sin*^)] 
+  2Ä'sin^cos^]a:y  +  ....+(^'X+l)(sin^)a:  +  (^'A+ 1)  rcos^)y  +  ^^0 

und  wenn  wir  die  so  bekommenen  zwölf  CoefBcienten  respective 
den  zvi'ölf  Coefiicienten  AABB*  u.s.  w.  gleichsteilen,  bekommen  wir 
unmittelbar 

^=-.tgd=^/'  d.  b.    DE'-^D'E^O 

d.  h  einen  CoefIicienteozu$ammenhang,  welchen  wir  durch  keine 
der  vorigen  Methoden  als  der  Eigenschaft  der  Asymptoten-Goinci- 
dirung  zukommend  gefunden  haben;  und  doch,  wenn  er  wirklich 
ihr  zukäme,  hätte  er,  da  er  ein  von  der  Cbefficienten -Wahl  unab- 
hängiger ist  und  daher  durch  de'^ö'£=zO  dargestellt  werden  kann, 
entweder  eine  der  Gleichungen  (11)  oder  doch  eine  Resultante 
dieser  beiden  Gleichungen  sein  sollen.  Es  ergibt  sich  dann  auch 
bei  näherer  Betrachtung,  dass  wir  nicht  die  vollständige,  sondern 
eine  neue  particuläre  Losung  der  Frage  V.  bekommen  haben,  so- 
dass unsere  Gleichung  öe' — ö'£=0  nur  denjenigen  KegeUchnitts- 
Paaren  zukommt,  welche,  ausser  den  beiden  Eigenschaften  der 
As^rmptoten-Coincidirung,  noch  durch  eine  dritte  Eigenschaft  speci- 
alisirt  sind.  Es  ist  nämlich  unsere  Transformation  zu  betrachten 
als  eine  Translation  der  primitiven  Figur  parallel  der  Axe  ^^=0, 
d.  h.  als  eine  Ersetzung   der  a   und  y  durch   neue  Coordinaten 

/__  ,  der  eine  Umdrehung   um   den  Coordinaten -Ursprung, 

d.  h.  ehie  Ersetzung  der  :r"und  y  durch 

x*  =  xcos&—ysm^ 
y'  =  .rsin^-|-ycos^ 

nach&refolgt  wäre.  Es  ändert  nun  aber  die  erstere  dieser  partiel- 
len Transformationen  die  gegebene  particuläre  Losung  in 
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d.  h.  in 


und  ist  didier  eigeotiich  nicht  &l^  Verallgemeinerang  zu  betrach- 
ten, sodass  die  ganze  Doppel-Transformation  als  aus  der  einfachen 
Transformation 

x'  =  orcos^— ysin<^ 

bestehend  und  daher  nur  eine  einzige  Unbestimmte  <&  der  parti- 
culären  Lösung  zuführend  zu  betrachten  ist^  sodass  diese  particu- 
läre  Losung  von  ihren  vier  SpecialisirungsBedingungen  nur  die 
einzige,  dass  die  gemeinschaftliche  Asymptote  senkrecht  zur  Axe 
jc=^6  laufe^  verloren  hat»  die  zwei  Bedingungen  dagegen  der 
Asymptoten-Coincidirung  und  die  dritte,  dass  die  gemeiiiscbaiUiche 
Asymptote,  d.  h.  die  Vereinigungs-Gerade  beider  Kegelschnitts- 
Centra,  den  Coordinaten- Ursprung  durchstreiche,  noch  behalten 
hat;  und  diese  dritte  Bedingung  wird  eben  durch  die  erhaltene 
Gleichung  öe' — d'e=0  ausgedruckt. 

Wir  müssen  daher  die  Verallgemeinerung   auf  andere  Weise 
einrichten,  z.  B.  die  Translation  ^/Z^        der  Umdrehung 

.r' = a:cos'&— ^si  n^ 
y' = xsmd'  +  iycos# 

,  flicht  vorausgehen^  sondern  folgen  lassen,  und  daher  die  Transfor- 
mation 

a;'c=a;cos^— ysind  +  jlcosd 
y' = :rsin^ + ycos^  +  ilsin<& 

benutzen;  oder,  wenn  wir  statt  der  Translation  ^i^  die  an- 
dere   ^'--|.  i  ^  nehmen,  können  wir  diese  der  Drehung 

jf' = ar  cos^  —  ysind 
y'=  X  sind + ycos'd 

entiveder  folgen  oder  vorangehen  lassen.  Nehmen  wir  letzteren 
Fall  und  ersetzen  wir  daher  die  Coordinaten  :c  und  y  unserer 
particulären  Lösung  durch 
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y*  =a;sin^-|^^cos^4-» , 

.60  bekommen  wir  den  Ausdrack 

(AsiD^  +^sin^co8^)a:*+  (Äcos*^— ^sin^co8^)y*+  [^(cos^— sio^O) 

+  2h8ind'Cosd]xy+u>.'.  +  [(2äx +l)sin'd  +  gxcosd]  x 

+  [(2/ix  +  l)eos^— 5rxsind]y  +  (Ax«  +  x+*)=0 

(A'8in2^+^'sin^cos^):r«+(Ä'cos*'^-^'sin^cos^)ty«+[^'(cos^— sin«*) 

+  2A'sin*eos*]a:^  + +  [(2A'»  +  l)sinO  +^xcosO]ar 

+  [(2A'x  +  l)co8*-^'xsin%  +  (A'x«+  x  f  A')  =0. 

Muitipiieiren  wir  jetzt  Alles  mit  sin*,  setzen  wir  zur  Abkürzung 
cotg*=  fi  und    identificiren    wir    unsere   zwölf  Coefficienten    mit  • 
den  Coefficienten  AA*BB'  u.  s.  w.,  so  bekommen  wir  das  System 
der  zwölf  Gleichungen 

.,_  A'fjr>^  ».,A>«--5yV      ^^VH2A>-y 

'  ^  -  (^'-^  +  i)i  ^  -  (fi^  >  1)1  ^  --     (,*H1)S 

(2Ax+l)+(j)rxfi)  (2Ax+];fi-^(gx)         AxH^c+A 

(2A^x  -h  l)  +  (jy-xfi)  p,_(2A-x+l)^-~(jy-x)    :^AV+x+A^ 

Sondern  wir  aus  den  vier  erstep  Gleichungen  die  Grossen  gg'hh! 
ab^  80  bekommen  wir 

^    ^~         ^  ^  ^ 

and  substituiren  wir  diei^es  in  die  Werthe  der  C  unAC,  so  ergibt 
sich 

aus  welchen  Gleichungen  sich  die  beiden  Werthe  (10)  der  Grosse 
fi  und  daher  durch  deren  Gleichstellung  die  Gleichung  (9) 
ergibt.  Um  die  übrif^en  Gleichungen  der  gesuchten  Antwort  zu 
belcommen,  nehmen  wir  aus  den  zwOlfGleichungen  die  Nr.  (7),  (8), 
(9),  (10)>  und  verbinden  sie  zu 
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woran«  wir  bekommen 

ond  wenn  wir  den  hieraus  «ich  ergebenden  Wertb  d^  f»  dessen 
beiden  vorher  erhaltenen  Werthen  (10)  respective  gieichsteHeo, 
bekommen  wir  zwei  nene  AntwortsgieicKungen : 

!(Z)^-~1)(J4-g)->(/>~1)  (A'+£0  _  C±VC^-'4AB 
E{A'-[-B')^mAA-B)  -  2A 

(ly-^-lKA  +B)'-'(D-l)(A'+B') _  0±\  C^-^AW 
£{A'+B')'-£XA\-ß)        ~  2A' 

Und  durch  eine  etwas  andere  Einriehtuns  der  Elimination  könnten 
wir  diesen  drei  Gieiebnngen  leicht  noch  eine  vierte  hinzuliSffen 
und  so  die  vollständige  LOsung  unserer  jetzigen  Aufgabe  IV.  lie- 
komroen.  Von  diesen  Gleichungen  ist  die  erste,  d.  h.  die  Glei* 
cbung  (9),  eine  von  der  Coeßicienten-Wahl  unabhängige ;  die  (ihri- 
gen dagegen  finden  nur  bei  unserer  jetzigen  Coetlcienten-Wahl 
statt.  Und  es  ist  diese  eine  von  den  vorher  benutzten  verschiedene ; 
denn  der  die  Natur  der  Coefficienten  -  Wahl  ausdrückende  Zusam- 
menhang zwischen  den  sechs  CoefHcienten  einer  Kegetschnitts- 
gleichung  ist  hier  nicht  das  sich  zu  filnf  Reduciren  der  sechs 
toefficienten  oder  die  Darsteilbarkeit  der  Gleichung  unter  der 
Form  (1),  sondern  es  ist  ihre  Entspringbarkeit  aus  der  Form 

(y)(<7^  +  %  +  t)  +  *=0 

mittelst  der  Transformation 

jt'  =  arcos^ — ysiu'^ 
y'=zx8\nd^  +  ycos^-f  x> 

sodass  der  in  der  Antwort  angegebene  Zusammenhang  nicht  mehr 
—  wie  früher,  da  die  Gleichungen  (4)  die  Antwort  darstellten,  der 
Fall  war  —  den  CoefBcienten  der  Gieicfaungen 

(2a?+3y+l)  {4a;+5y+l)— 12=fe«  +  15y«  +p^  +6*  +8y-Jl  =0 

(2a?+3y+l)(6ar+7y+l)  -  11  =llrH2V+32ary-f  &r4-  lQy~10=0 

zukommt,   dieser  Zusammenhang  (12)  dagegen  den  Coefficientea 

2 
der,  durch  Multiplicimng  der  vorigen  Gleichungen  mit  j«    sieh    er- 
gebenden Gleichaogen 

1«  «1^30  ^^44       *   12        16        22_^ 
Theil  XVI.  S3 
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zukommt.  Wollen  wir  nun  weiter  aus  der  erhaltenen  Antwort 
zur  jetzigen  Aufgabe  IV.  die  zur  Aufgabe  III.  herleiten ,  so  müs- 
sen wir  in  den  Gleichungen  (12)  nebst  zwei  anderen  bei  der  näio- 
liehen  Coefficienten-\^ahl  stattfindenden  Gleichungen»  die  Coef- 
ficLenten  AA* BB*  u.  s.  w.  respective  durch  aNy  a'N*,  ßN,  ß'N'p 
u.  s.  w.  ersetzen,  wobei  N  und  N*  respective  die  unbekannten 
Functionen  der  allgemeinen  Coefücienten  aßySs^  und  afßy6'£'Sf  be- 
deuten, deren  jede,  wenn  sie  mit  den  sechs  Coefficienten  irgend 
einer  beliebigen  Kegelschnittsgleichung  multiplicirt  wird,  diese  zu 
den  Coefficienten  unserer  jetzigen  Wahl  abändert;  aus  weichem 
Systeme  von  vier  Gleichungen  sich  alsdann  einerseits,  durch  Ab- 
sonderung der  JS  und  N\  der  Werth  dieser  unbekannten  Factocen, 
andererseits,  durch  Elimination  der  N  und  iV',  die  Antwort  der 
Aufgabe  III.,  d.  h.  die  gesuchten  von  def  Coefficienten -Wahl  un- 
abhängigen zwei  Gleicnungen  zwischen  den  Grossen  aßyöe^ 
a'ßyö'a^i'  finden  liesse. 

Bei  dieser  Methode  der  Losung  der  Aufgabe  IV.,  wo  man 
sich  einer  gewissen  particulären  Lösung  als  Hülfsmittel  zur  Er- 
langung der  vollständigen  bedient,  fangt  man  nicht ,^  wie  bei  den 
vorigen  Methoden,  damit  an.  sich  irgend  zwei  bestimmte  Coeffi- 
cienten-Gruppeu  auszuwählen;  man  lässt  vielmehr  die  Coefficien- 
ten-Wahl  unbestimmt,  bis  man  die  vollständige  Lösung  der  Frage 
V.,  d.  b.  den  Ausdruck  der  veraligemeinten  Kegelschnitte  bekom- 
men hat.  Und  jetzt  erst  wählt. man  sich  eine  bestimmte  Art  der 
Coefficienten  aus,  je  nachdem  man  die  erhaltenen  Gleichungen 
unverändert  lässt  oder  aber  sie  mit  einem  oder  anderen  Factor 
multiplicirt.  Hätten  wir  z.  B.  unsere  Antwort  zur  Frage  V.,  statt 
sie  mit  sin^  zu  multipliciren,  uneeändert  gelassen  oder  aber  sie 
durch  sin^  oder  sin^^  u.  s.  w.  dividirt,  so  hätten  wir  statt  (12) 
andere  Gleichungen  bekommen. 

Wollen  wir  bei  unserer  jetzigen  Methode  die  Coefficienten- 
Wahl  nehmen  der  Bedingungen  (ö),  d.  h.  der  Darstelibarkeit  un- 
ter Form  (I),  so  müssen  wir  beactiten,  dass  der  zur  Antwort  auf 
die  Frage  V.  erhaltene  Ausdruck  die  Form  hatte: 

[xsin'O'  +^cos^  +  x]  [(Asin^-f  ^cosd)j;  -f  (Acbsd— ^siB^)y 

+(*«+!)] +  A=0 

[arsin^-f-ycos'^  -^  x]  [(A'sin^+5^co»d)ar  -f  (A'cosO^— y'sin^)  y 

+  (Ä'x+l)]+Jfe'  =  0 

sodass,  soll  jeder  Factor  der  in  den  ersten  Termen  der  Gleichun- 
gen vorkommenden  Producte  die  Einheit  zum  Coefficienten  ihres 
mit  a;  oder  «/nicht  multiplicirten  Terms  haben,  erstens  beide 
Gleichungen  durch  x,  zweitens  die  erstere  durch  Ax-f-l»  die  zweite 
durch  A'x-|-1  dividirt  Werden  muss.  Identifieiren '  wir  nach  voll- 
föhrter  Division   die    erhaltenen    zwölf   Coefficienten    respective 
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iDii4w  Coei&eieuttin  ,4A!jBB*  u,  9.  w,  up4  setzen  trifwifiilerifiii 
aurAbkörsii^Dg  cotg^==f(,  so  bekommen  wir  die  zwölf  Gleichungen } 

^-KÄHTxi^+J)    ^7"  x(A'»  + 1)0«  + 1) 

u.  s.  w.,  woraus  wir  bekommen:  , 

'    '  )fe  h'        ' 


'x(J+Ä)    ''*^^-Ä(2l'+JS0 

^^Ji^  A+B        ^""  ^^  ^'+Ä' 

und  wenn  wir  diese  Werthe  der  vier  Grössen  g,  g',  Ax-fl,  A'x-f  1 
in  die  Wertbe  der  D  und  D'  subatituiren^  eihidten  wir  qadi  ge- 
boriger Redu.ction 

»(Äx+i)V^Hi  xVfiHl 

«(A'x+1)  V'fiHl  ^V"fi^+f 

und  wenn  wir  dieiiieraus  sich  ergebenden  Werthe 


x=^ 


2^VV«+l  2il'VVHl 


einander  gleichstellen,  bekommen  wir  die  erstere  der  Gleichungen 
(6),  während,  die  zweite^  in  ähnlicher  Weise,  nur  mit  einer  kleinen 
Aenderung  der  Eliminationswelse^  gefunden  werden  wurde. 

Nachdem  wir  nun  die  Aufgaben  lll.  und  IV.,  und  daher  auch 
dl^,  beide  enthaltende,  Aufgabe  I.  getust  haben,  «ollen  wir  einen 
anderen  Fall  betrachten,  worin  zwei  Kegelschnitte  auf  solche 
Weise  zusammenhangen,  dass  zwei  ihrer  vier  Durchschnittspunkte 
mch  unendlich  vom  Coordinaten- Ursprung  entfernen.  Wir  wollen 
uns  nämlich  die  Aufgabe  stellen: 

VI.  Wie  müssen,  sollen  die  beiden  reellen  oder  imaginären 
Asymptoten  eines  Kegelschnitts  respective  den  beiden 
eines  anderen  paratfel  laufen ,  die  Coefficienten  beider 
KegeUcbnitt^gleichungen  aciuammenfaangen  ? 

ßf{  wie  wir  nun  oben  die  Auf|^bf»I.  in  die  aJIgemeirtere  III.  und 
in  die.fspecielleren  IV.  getrennt  haben,  so  kunnten  fdr  auch  biet 
unsere  Aufgabe  VI.  in  eine  allgemeinere  .und  in  verschieden« 
»peci^liece  trennen.     Wir  wollen  dieses  jedoeb  adlerlaM^ ,    (ü 

2S* 
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wir  sogleich  die  Antwort  zur  allgemeineren  Aufgabe,  d.  h.  den 
von  der  jedesmaligen  GoeffiGienten-Wahl  unabbSngi^eii  {CoeflBcIep* 
tenzusammenhang  bekommen:  Denn  nennen  wir  wiederum  fi  die 
Cotaugenten  der  zwischen  Asymptote  und  Coordinaten-Axe  y==0 
begriffenen  Winkel,  so  sind  die  Asymptoten-Richtungen* der  bei- 
den Kegelschnitte 

«^*+ ßy^-^y^y + *^  +  «.v+t=0 

respective  durch  die  beiden  Wurzein  der  Gieichuog 

«ft»  +  yi»  +  /J=0 
und  durch  diejenigen  der  Gleichung 

gegeben.  Soll  daher  den  in  der  Aufgabe  VI.  gestellten  Forde* 
runden  genflgt  werden,  so  müssen  die  beidea  Wurzeln  der  ersteren 
Gleichung  gleich  denen  der  zweiten  sein«  d.  h.  es mfissen  die  beiden 
Gleichungen  selbst  identisch  sein ;  was  nur  entweder  so  moglieh 
ist,  dass  die  drei  CoefBcienten  a,  ß,  y  den  drei  Coefficienten 
af,  ß\  /  respective  gleich  ^ind,  oder  aber  so,  dass  sie  von  ihnen 
nur  durch  einen  gemeinschaftlichen  Factor  verschieden  sind.  Wir 
erhalten  daher  sogleich  zur  Antwort  auf  die  Aufgabe  VL 


^4'=:Ji'd.h.  2:-::^=S.       (13) 


Wir  wollen  jetzt  einen  dritten  Fall  betrachten,  worin  den  Forde- 
rungen der  primitiven  Aufgabe  genCIgt  wird:  Stellen  wir  uns  also 
die  Aufgabe: 

VII.  Wie  müssen  die  Coefficienten  zweier  Kegelschnittsglei- 
chungen beschaffen  sein,  damit  einer  beider  Kegelschnitte 
sich  zu  einer  Geraden  reducire,  und  daheV  von  den  vier 
in  endlicher  Entfernung  vom  Coordinaten-Ursprung  liegen- 
den reellen  oder  imaginären  Durchschnittspunkten  der  zwei 
Kegelschnitte  nur  zwei  übrig  bleiben^  nämlich  diejenigeo 
der  Geraden  mit  dem  sich  nicht  zu  einer  Geraden  redapl- 
renden  Kegelschnitt? 

Wir  bekommen  sogleich  zur  Antwort,  dass  das  System  der  zwei 
Kegelschnitte 

obigen  Forderungen  genügt,  wenn  Entweder  die  drei  Gleichungen 
il=0  £=0  C=0  zugleich  stattfinden,  oder  aber  die  drei  anderen 
J'=:0  B':=0  C=0.  Und  es  ist  diese  Antwortsform  einigermas- 
sen  von  der  Coefficienten- Wahl  unabhängig,  da  sie  die  Antwort 
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■ich!  nur  bei  derjeDigen  Coeffictenf en-Wahl  darstellt,  wo  die  Coef- 
ficienten  F  und  F*  respective  als  Einheiten  angeDomnieD  werden 
and  die  swGif Coefficienten  sich  daher*  auf  zehn  redaciren,  sondern 
auch  bei  derjenigen,  wo  E:=zi  £'=1  gesetzt  wird,  so  wie  auch 
bei  der  dritten,  wo  />=]  D*^i,  Bei  den  drei  anderen  CoefB- 
cienten- Wahlen  dagegen 

A=l    Ä=l    C=l 
A'=zi    JB'=1    0=1 

muss  die  erhaltene  Antwortsform  durch  diese  ersetzt  werden, 
dass  die  zur  Aufgabe  VII.  erforderliche  Coefficienten- Beschaffen- 
heit entweder  aus  dem  Zusammenbestehen  der  drei  Gleichnngen 
/>=90  £  =  Q0  F=oo,  oder  aber  aus  dem  der  drei  Gleichungen 
Z>'=aD  £'=00  /^=x  besteht  Bei  allen  CoefBcienten -.Wahlen 
endlich,  wo  die  zwölf  CoefBcienten ,  ohne  dass  sie  sich  auf  zehn 
redncirten,   irgend  zweien  Bedingungen,   z.  B.  den  Bedinsnngen 

Si)  unterworfen  werden,  kann  man  entweder  die  eine  oder  die  an- 
ere  Antwortsform  nehmen.  Eine  dagegen  von  der  Coefficienten- 
Wahi  ganz  unabhängige  Antwortsform  zur  Aufgabe  VII.  wäre  das 
Zuaammenbestehen  entyieder  der  drei  Bedingungen 

oder  der  drei  anderen 

^^^  sw=^   »^="-       ^^'^ 

Es  ist  jetzt  zu  untersuchen,  ob  ausser  diesen  drei  Fällen  der 
Anfeaben  i.,  VI.,  VII.  noch  andere  möglich  sind ,  in  welchen  den 
Forderungen  der  primitiven  Aufgabe: 

VIII.  Wann  werden  zwei  Kegelschnitte  scheinbar  nur  znei  reelle 
oder  imaginäre  Durchscnnittspunkte  besitzen,  weil  die  zwei 
anderen  unendlich  weit  gerückt  sind? 

genflgt  wird.    Dass  keine  solchen  Fälle  mehr  vorhanden  sind ,  er- 

Sibt  sich  aus  folgender  Betrachtung:  Es  war^n  in  der  Form  VIII. 
er  primitiven  Frage  beide  Kegelschnitte  als  unbestimmt  und 
veränderlich  angenommen;  da  es  jedoch  hier  nur  auf  den  Zusam- 
menhang zwischen  den  Kegelschnitten  ankommt,  so  können  wir 
auch  einen  heider  Kegelschnitte  als  constant  und  bestimmt  an- 
sehen und  uns  die  Frage  unter  folgender  Form  vorlegen: 

IX.  Es  sei  ein  gewisser  bestimmter  Kegelschnitt 

Ax*  +  By^  +  Cxy  +  /)ar  +  £y +F=0 

mjt  bestimmten  und  constant  bleibenden  Coef&cienten  und 
daher  auch  mit  bestimmten  und  unveränderlichen  Asymp- 
toten kn  und  Im.    Es  sei  fiberdiess  ein  zweiter,  den  er- 
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eterefi  in  den  vier  Punkten  p  q  r  $  durchschneidender 
Kegelschnitt 

dessen  Coefficienten  msyi  jeden  beliebif^en  Werth  zuer- 
kennen darf,  sodass  dessen  Form  und  Asyinntoten  tw  und 
UV  veränderlich  seien:  Wie  müssen  alsdann  die CoefBcien- 
ten  A'B*CD'E*F*  sich  äixdern,  damit  zwei  der  vier  Durch- 
schnittspunkte p  q  r  s  unendlich  weit  riieken? 

Es  kann  nun  den  Forderungen  IX.  nur  auf  diese  Weise  go* 
pügt  werden,  dass  die  beiden  unendlich  weit  rockenden  Punkte 
«ien  nach  den  Spitzen  der  Asymptoten  An  und  Im  begeben. 
Denn  es  hat  der  unveränderliche  Kegelschnitt  keine  anderen  un- 
endlich entfernten  Punkte  als  eben  diese  Spitzen;  und  doch  soUeh 
die  beiden  unendlich  weit  ruckenden  Punkte  stets  Durch^l^nitts- 
punkte  bleiben »  d.  h.  sieh  nicht  voitl  unveränderlichen  Kegelschnitt 
entfernen.  Es  iät  also  die  Bedingung  der  Frage  IX.  nur  auf  fol- 
gende Weisen  möglich:  Entweder  so,  dass  die  Punkte  p  und  g 
sich  beide  zur  Spitze  der  Asymptote  kn^  oder  aber  so,  dass  sie 
sich  beide  zur  Spitze  der  Im  begeben,  oder  überhaupt  so,  dass 
das  Punktenpaar  pr  oder  das  Paar  ps  oder  qr  oder  qs  oder  rs 
sich  zur  Suitze  der  hn  oder  sich  zur  Spitze  der  Im  begebe.  Ueber- 
diess  wira  die  genannte  Bedingung  noch  erfüllt,  wenn  der  Punkt 
p  sich  zur  Spitze  der  hi,  und  zugleich  der  Punkt  q  sich  zur 
Spitze  der  Im,  oder  aber  wenn  umgekehrt  p  sich  nach  Im  und 
q  sich  nach  An  begiebt»  oder  wenn  überhaupt  von  den  6  Punkteii- 
Päaren  pq,  pr,  ps,  qr,  qs,  rs  der  eine  Punkt  sich  zur  Spitze  der 
kn,  der  andere  sich  zu  der  der  Im  begiebt.  Es  vereinigen  sich 
nun  alle  erstgenannten  Fälle  zu  der  B^ßdingung,  dass  zwei  der 
vier  Durohschnittspunkte  sich  beide  nach  der  Spitze  eifierder 
beiden  Asymptoten  des  constant  bleibenden  Kegelschnitts  bege- 
ben, aÜQ  letztgenannten  Fälle  zu  der  Bedingung,  dass  einer  der 
vier  Durchschnittspunkte  sich  zu  der  Spitze  ejner  dieser  Asym- 
ptoten und  zugleich  ein  anderer  der  vier  sich  zur  Spitze  der  anderen 
Asymptote  begiebt.  Es  sind  nun  diese  beiden  Bedingungen  im 
Allgemeinen  respective  diejenigen  der  Aufgaben  I.  und  Vi.  Denn 
es  wird  die  zweite  unserer  Bedingungen  im  AII^emeinen  auf  diese 
Weise  erfüllt,  das^  der  veränderliche  Kegelschnitt  so  iant^e  sich 
umdrehe  und  seine  Form  ändere,  bis  seine  Asymptoten-Richtungen 
respective  diejenigen  der  beiden  Asymptoten  An  und  Im  gewor- 
den sind;  während 'die  erstere  Bedingung  im  Allgemeinen  auf 
diese  Weise  erfüllt  wird,  dass  der  veränderliche  Kegelschnitt, 
ohne  gefade  seine  Form  abzuändern  zu  brauchen,  so  lange  sei- 
nen Ort  wechsele,  bis  eine  seiner  Asymptoten  eine  der  Asym- 
ptoten An  oder  Im  decke.  Es  können  aber  beide  Bedingungen 
auch  noch  auf  andere  Weise  erfüllt  werden,  wenn  nämlich  die 
vier  Asymptoten  A»,  Im,  tw,  uv  vier  verschiedene  (Jeraden  dar- 
stellen, ein  gewisser  Theii  aber  des  veränderlichen  Kegelschnitts 
sich  zu  einer  fünften,  von  allen  vorigen  verschiedenen,  .Geraden 
ausdehnt;  In  welchem  Fall  die  beiden  unendlich  weit  rückenden 
Punkte  sirh  zwar  immer  noch  auf  dem  veränderlichen  Kegelschnitt, 
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Dicht  ab«r  auf  dieser  lüoften  Geradeo  befiadeo,  weil  »ie  sonst 
niebt  in  den  Spitzen  der  kn  und  im  wurden  liegen  kOnnen;  und 
es  indet  to  diesem  Falle  die  Bedingung  (15)  statt. 

Die  In  der  Frage  IX.  gesuchte  AenderuDg  des  Kegelschnitts 

ist  also  nur  auf  diese  Weise  mSgUcb,  dass  entweder  die  Bedin- 
gungen ^11)  oder  (13)  oder  (15)  erialtt  werden.  Soll  es  aber  erlaubt 
sein,  die  primitive  Aufgabe  VIII.  unter  der  Form  IX.  sich  vor- 
zulegen, so  muss  man  der  Aufgabe  IX.  noch  die  Supplement- 
Aufgabe  binzufilgen: 

X.  Es  sei  ein  verflnderlicher  Kegelschnitt 

Ax*  +  By*  +  ßry  +  Dx  +  Eg+  F=0 

mit  veränderlichen  Asymptoten  kn  und  Im,  und  ein  eon- 
stanter  Kegelschnitt 

A'x^+ßY  f  Oxif  +  D'a;  +  E'y  +  F':=0 

mit  den  constaoten  A^mptoten  tw  und  uv.  Weiche  Aen* 
derung  der  ABCÜEF  giebt  dem  Systeme  die  in  der 
Frage  VUl.  gesuchte  Eigenschaft? 

Und  es  besteht  alsdann  die  Antwort  auf  die  Frage  VIII.  aus  den 
respectiven  Antworten  der  IX.  und  X.  zusammen.  Die  verschier 
denen  Fälle  nun,  in  welchen  der  Aufgabe  X.  genfigt  wird,  ver« 
einigen  sich  ebenfalls  zu  drei  Gruppen;  deren  beide  ersteren 
resp.  diejenigen  sind  der  Aufgaben  VI.  und  I.,  d.  h.  der  Bedin- 
gungen (13)  und  (II),  und  daher  den  Aufgaben  IX.  und  X.  gemeiiH 
schaftlich  sind;  während  die  dritte  6rnppe  dielenigen  Fälle 
nmfasst,  in  welchen  der  in  der  Aufgabe  A.  veränderliche  Kegel- 
schnitt sich  unendlich  vergrussert,  d.  h.  wenn  die  Bedingungen 
(14)  stattfinden. 

Da  also  ausser  den  Fällen  der  drei  Aufgaben  I.,  VI.,  VIL 
keine  anderen  vorhanden  sind,  in  welchen  der  Aufgabe  VIIL  ge- 
nügt wird,  so  bekommen  wir  sogleieh  als  den  gesuchten  zur  Avf- 
gabeVIU.  erforderlichen  CoefBcienten-Zusammenhans,  dass  es  der* 
jenige  ist,  bei  welchem  irgend  eines  der  vier  Gleichungs- System* 

(U)  (13)  (14)  (15) 

stattfindet.  Es  setzt  diess  jedoch  voraus,  dass  keine  der  drei 
Aufgaben  I.,  VI.,  VII.  eine  Specialisiruog  einer  der  beiden  anderen 
sei,  da  man  alsdann  sich  mit  den  Antworten  zu  denjenigen  bei» 
den  Aufgaben  begnügen  konnte ,  welche  die  dritte  als  speciellen 
Fall  In  sich  enthielten.  Und  wirklieh  würde  man  oberfiächlich 
meinen,  es  sei  die  Aufgabe  VIL  ein  specieller  Fall  der  f.,  denn 
es  'werde   der  Aufgabe  1.  in  den  beiden  Fällen  der  VII.  genOgt» 
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weil  die  Antwortaf^leicbung  (9)  der  Aufgabe  1.  soivohi  dafcti  die 
Bedingangen  (14)  aU  auch  durch  (15)  zu  0=0  reducirt  wird.  Es 
ist  aber  zu  beachten ,    dass   der  Gleichung  (9) »    soll  sie  die  voU- 

stindige  sein,  noch  ein  Factor  — j  oder  ^     zukommen    muss, 

weil  sie  vor  ihrer  Hationalmachung  das  Einandergleichsein  der 
beiden  Wertbe  (lO)  des  ik  bedeutete.  Es  wird  nun  der  erstere 
dieser  beiden  Wertbe 

durch  die  Annahme  a=:0,  ß=^0,   7=0  zur  Form  g- reducirt,  und 

ist  —  im  Fall  man  die  Gerade  nur  als  Gerade  betrachtet,  d.h.  im 
Fall  man  die  Coefficienten  a«  ß,  y  nicht  näher  bestimmt ,  als  dass  sie 
=0  sein  sollen  —  gänzlich  unbestimmt;  wenn  man  dagegen  die 
Gerade  als  unendlich  grossen  Kegelschnitt  betrachtet,  so  drückt 
unsere  Formel  die' beiden  Asymptoten-Richtungen  aus,  welche  dem 
,  Kegelschnitt  vor  seiner  VergrOsserung  zukamen  und  auch  noch 
nach  vollfährter  Vergrusserung  zukommen.  (Nicht  zu  verwech- 
seln mit  der  Richtung  der  Geraden  selbst,  welche,  da  jede 
Gerade  als  ihre  eigene  Asymptote  betrachtet  werden  kann,  ki 
gewisser  Hinsicht  eine  dritte  Asymptote  der  Figur  ist).  Jeden- 
falls aber  ist  kein  Grund  vorhanden,  weshalb  durch  4ie  Bedin- 
gungen (14),  der  erstere  dieser  beiden  Wertbe  (10)  des  fi  dem 
anderen,  nur  von  a',  ß\  Y  abhängenden  und  daher  von  den  Be- 
dingungen (14)  keinen  Einfluss  empfindenden  Weirth  desselben 
fleich  werden  sollte;  woraus  sich  ergibt,  dass  die  Aufgabe  VII. 
eine  Specialisirung  der  I.  ist.  Andererseits  aber  sollte  man  mei- 
nen, es  sei  die  Aufgabe  1.,  d.  h.  dass  zwei  Keselschnitte  ein- 
ander in  unendlicher  Entfernung  vom  Coordinaten-Ursprung  berüh- 
ren sollen ,  ein  specieller.  Fall  der  Aufgabe  VII. ,  wo  die  Kegel- 
schnitte einander  zweimal  in  unendlicher  Entfernung  durchschneiden 
sollen,  ebenso  wie  überhaupt  das  Sich-Berubren  zweier  Kegel- 
schnitte ein  specieller  Fall  ist  des  allgemeineren,  wo  sie  sieb 
durchschneiden.  Denken  wir  uns  jedoch,  dass  in  der  Aufgabe 
VIII.,  z.  B.  in  der  Aufgabe  IX.,  schon  einer  der  vier  Durch- 
schnitspunkte,  z.  B.  der  Punkt  p,  unendlich  .weit  gerückt  wäre, 
und  zwar  nach  der  Spitze  der  Asymptote  kn,  so^iss  nur  noch 
der  Punkt  q  unendlich  weit  rucken  sollte:  es  hat  alsdann  dieser 
Punkt  flr,  um  in's  Unendliche  zu  gelangen,  die  Wahl  zwischen 
zwei  Wegen,  demjenigen  der  Asymptote  kn  und  demjenigen  der 
Im:  im  ersteren  Fall  wird  der  Aufgabe  I.  genügt,  im  letzteren 
Fall  der  Aufgabe  VI.:  es  hat  nun  eben  so  viele  Wahrscheinlichkeit 
fiir  sich,  dass  der  Punkt  q  die  erstere,  als  dass  er  die  zweite 
Bahn  wählen  wird;  und  es  ist  keineswegs  die  eine  Wahl,  d.  h. 
die  eine  Aufgabe,  ein  specieller  Fall  der  anderen.  Weit  entfernt 
also,  dass  die  Aufgabe  I.  ein  specieller  Fall  der  VI.  wäre,  wird 
im  Gegentheil,  sobald  der  Aufgabe  I.  genügt  wird,  der  VI.  im 
Allgemeinen  nicht  genügt:  denn  es  sei  z.  B.  die  Bedingung  I.  auf 
diese  Weise  erfüllt,  dass  die  As3rmptoten  kn  und  ho  einander 
decken,  so  ist  die  relative  Lage  der  Im  und  uv  zu  einander 
unbestimmt  gelassen,    und  es  sind  daher  die  Im  und  «r  einander 
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in  Allgemeinen  nicht  parallel;  während  dagegen  die  Frage  VL 
forderte.,  dass  nicht  nur  die  kn  der  ho,  sondern  auch  die  hn  der 
UV  parallel  wäre. 

Da  also  die  primitive  Aufgabe  VIII.  aus  den  drei  Aufgaben 
1.,  VI.,  VII.  zusammengesetzt  ist,  so  ist  die  Antwort  zur  Auf- 
gabe VIU.  auf  zweierlei  Weise  zu  bekommen :  entweder  unmittel- 
bar, ohne  daös  wir  die  VIII.  in  die  drei  partiellen  Aufgaben  tren- 
nen; oder  aber  so,  'dass  wir  die  zu  den  drei  partiellen  Aufgaben 
I.,  VL,  VII.  erhaltenen  vier  Antworten  (in,  (13),  (14),  (16) 
zusammenfügen.  Die  letztere  Weise  wäre  senr  leicnt,  wenn  jede 
dieser  vier  Antworten  nur  aus  einer  einzigen  Gleichung  bestände, 
da  man  alsdann  die  vier  Gleichungen  nur  mit  einander  zu  multl- 
pliciren  brauchte,  um  die  verlangte  Antwortsgleichung  zur  primiti- 
ven Aufj^abe  zu  bekommen.  Die  gegenseitige  Multiplication  jedoch 
der  zwei  Gleichungen  der  Antwort  (ll)  mit  den  beiden  der  Ant- 
wort (13)  wurde  uns  Mefareres  als  die  Summe  der  Antworten  (11) 
und  (13)  liefern ;  wozu  noch  kommt ,  «  dass  jede  der  Antworten 
(14)  und  (15)  aus  einem  System  dreier  Gleichun]^en  besteht,  so- 
dass es  durch  unmittelbare  Multiplication  unmöglich  ist,  ein  den 
Complex  der  vier  Gleichungs  -  Systeme  (11),  (lä),  (14),  (15)  aus- 
druckendes Gleicbunss- System  zu  finden.  VVir  wollen  uns  daher 
lieber  der  anderen  Auflosungsweise  der  Aufgabe  VIIl.  bedienen 
un(|  auf  folgende  Weise  argumentiren : 

Wir  wollen  diejenige  Coefficienten-Wahl  nehmen,  wo  C=l, 
C==  1 ,  und  daher  anfingen  mit  der  Auflosung  einer  speciellen 
Aufgabe,  die  zur  VIIL  steht,  wie  die  IV.  zur' III.  Uass  nun 
zwei  der  vier  Durchschnittspunkte  der  Kegelschnitte 

unendlich  vom  Coordinaten-Ursprung  entfernt  seien,  erheischt  im 
Allgemeinen,  dass  zwei  der  vier  Ordinaten  der  burchschnitts- 
puiilcte  unendlich  grosse  Werthe  besitzen,  d.  h.  dass  die  durch 
Elimination  von  x  aus  den  gegebenen  beiden  Gleichungen  sich 
ergebende  Gleichung  vierten  Grades  fn(y)=iO  zwei  unendlich  grosse 
Wurzeln  besitze  und  sich  daher  auf  eine  Gleichung  zweiten  Grades 
FJ^)=^0  redncire.  Es  ist  nun  die  genannte  Gleichung  f^(y)  =  0 
folgende: 

-iy+J>)  db  V(y+/>)*-4^  (ByHEy^T) 
2Jl 

d.  II.  das  =  0  Sein  eines  Prodnctes  von  vier  Functionen ,  deri^ 
drei  letzteren  von  der  ersten 
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(A-A')y  +l(AD''-A'D) 
+A'V(if+D)^iA{ByHEy+F)^AV(y+D')*-.iAXB'!f'-^E'9-i-n 

nur  durch  die  Zeichen  der  beiden  Radicale  verschieden  sind. 
Entwickeln  wir,  -so  bekommen  wir  nach  gehöriger  Reduction, 
d4«s  die  Function 

[A'~-A--2(A'B—AH0]  y»+ 

....  +  [2A'P-A(D+W)-2A{A'E—AE^}9 + ... 
....l+[D(A'D-AD')—iA(A'F—AF')] 

in's  Quadrat  erhoben,  gleich  sei  dem  Producte 

[{A'—A)^tfHi(A'-A)(A'D-AD')y^{A'D—Aiy)*]X.^.. 
....  X[(l--4^Ä)ya+  C2fl-4^iB)y+(l)«-4^F)] . 

Es  hat  also  unsere  Gleichung  ft,(y)=0,  wenn  wir  zur  AbkSr* 
zung  die  mit  y*,  mit  y^  und  mit  y**  multiplicirten  Tennen  respec- 
tive  durch  die  Buchstaben  a,  b,  e,  d,  e,  f,  g,  h,  k  andeuten, 
die  Form 

(fl+6+c)«=(d  +  e+/-)(flF+*  +  *) 

und  wird  daher  durch  Eotwickeluttg  die  Form  annehmeo 

Es  drückt  nun  die  Gleichung  a^=zdg  die  Bedingung  au8^  dass  die 
CoefEcienten  der  mit  tf^  multiplicirten  Termen  einander  aufheben» 
d.  h.  dass  die  Gleichung  /4(y)=0  sich  zu  einer  F(y)=0  reducire, 

d.  fa.  dass  eine  der  vier  Durchschnittpunkts- Ordinaten  unendlich 

Soss  sei.    In    ähnlicher  Weise  druclct  das  System   der    beiden 
ielchuDgen 

die  Bedingung  aus,  dass  unsere  Gleichung  f^(y)^0  eine  F(y)=0 

werde,  d.  h.  da^s  zwei  der  vier  Durchachnitts-Ordinaten  unend- 
lich gross  seien,  d.  h.  den  gesuchten  bei  unserer  jetzigen  Auf- 
gabe erforderlichen  CoefBcienten-Zu'^ammenhang.  Es  ist  nun  die 
Gleichung  a^z=dg  die  folgende: 

jK  h.  nach  Entwickelnng: 
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Die  Greiehung 

2ab^dk+eg 

dagejRn  liefert  uns  Dach  Entwicicelunff  das  =OSem  eioe  Summe 
raft'M  Termen»  deren  sie  jedocli  13  verliert,  weil  doreh  «lie 
Identltfit 

=  [(J'-^^)«x2D]  +  i2{A''^A){A'D'^Aiy)'\ 

sechs  Termen  des  ersten  Gliedes  durch  sieben  des  anderen  Glie- 
des aufgehoben  werden.  Die  einundzwantig  übrigen,  Termen  lie- 
fern »aeh  gehMger  Reduction  die  Gleichung 

"■    +'2(A'B'-AßO(A'E'-'AE')=:0. 

'    Um  nun  von  diesen  bei  unserer    jetzigen  Coefficienteh-Wahl 
stattfindenden  Gleichungen    zur  Antwort    der  allgemeineren  Auf*- 

fabe  VIII.  zu  gelangen ,  wo  von  keiner  bestimmten  Coefficienten- 
l^ahl  die  Rede  ist,  niCissen  wir  statt  AA'BB*  etc.  r^spective 

'     ^-     ^       ß-       ^'eto 


y     Y     y     y 

substituiren,    uodurch  wir  als  die  {gesuchte  Antwort  auf  die  Auf- 
sähe VlIJ.  ciau«  System  der  zwei  Gleichungen 

(9)        («'r-«y')(^'y-i3/)+(«'^-«^0*=o, 
(16)   (aV-«yO (yfiW«)+(«';'-«y')  {ß'^-ß^l  +  m-m («'<5-«äO 

bekommen,  deren  erstere  wir  t^chon  früher  als  eine  der  Antworts- 
gleichungen  der  Aufgabe  I.  bekommei^  haben. 

Es  ist  abet  das  •!Slyib»tem  dieser  beiden  Gleichungen  noch  kei- 
neswegs die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  VIII-,  sondern  nur 
eine  particulfire  /  d.  h.  ein  nur  denjenigen  Kegelschnitts -Paaren 
Bukortimender  Coefficienteii- Zusammenhang,  welche,  ausser  der 
gefragten.  Eigenschaft;  dass  zwei  ihrer  vier  Dnrobsehnittsponkte 
sich  unendlicn  entfernen  sollen  >  noch  i^wisse  andere  Eigenschaf- 
ten besitzen.  Es  war  nämlich  die  erhaltene  Antwort  eigevtlich 
diejenige  der  folgenden  von  der  VIII.    verschiedenen  Aufgabe: 

XI.  V^elcher  Coefficienten-Zusammenhang  wird  erfordert,  da- 
mit zwei  der  vier  Dnrxhschnittpuukts-Ordinaten 'zweier 
Kegelschnitte  unendlich  gross  seien?' 

Von  den  der  Aufgabel,  genügenden  Kegelschnitts- Paaren  ge- 
nügen nun  der  Aufgabe  XI.  keineswegs  diejenigen,  welche  die 
Axe   y^O  oder'  eine   ihr  parallele  und  endlich  von  ihr  entfernte 
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Gerade  y =6  zur  gemeinschaftUeben  Asymptote  habeo«  aandero 
nur  diejenigen^  deren  gemeinschaftliche  A83^ptote  entweder  der 
Aze  y=0  nicht  paraiiel  ist»  oder,  wie  die  Parabel  «'=:p:r,  ihr 
paralfel  ist,  sondern  unendlich  von  ihr  entfernt.  So  auch  sind 
unter  den  der  Aufgabe  VI.  genügenden  Kegefscbnitts-Paaren  einige, 
welche  der  Aufirabe  XI.  nicht  genügen.  Will  man  daher  alle  die 
der  Aufgabe  VlII.  genügenden  Kegeischnitts-Paare  bekommen,  so 
rauss  man  der  Frage  XL  noch  folgende  Supplement-Frage  hinzu- 
fdgen: 

XIL  Bei  welchem  CoefBcienten  -  Zusammenhang  werden  zwei 
der  Tier  Durchschnitts- Abscissen  unendlich  gross? 

Zur  Beantwortung  der  Aufgabe  XII.  brauchen  wir  bloss  in  der 
.  zur  Beantwortung  der  XI.  stattgefundenen  Argumentation  die 
CoefBcienten  A,  B,  D,  E,  A,  B'y  D^,  £'  überall  respective 
durch  B,  A,  E,  D,  B\  A',  E\  D*  zu  ersetzen,  welcher  Um- 
tausch die  Gleichung  (9)  unverändert  Ifisst,  die  (16)  aber  io 
folgende 

(17)      (/J'y-/V)(y*'-y^«)  +  (/J'y-|J/)(«'«--«O+(«'r-ay0  (/J'«-/feO 

+2  (o/J'— iZ/J;  (^'«— /JJO =0 

abändert.  Und  es  wird  nun  die  Antwort  der  Auigabe  VIII.  durch 
die  Zusammenfägung  der  Antworten  der  XI.  unclder  XIL  ausge- 
drückt, d.  h.  durch  ein  System  ^weier  Gleichungen,  deren  erstere 
die  (9),  die  zweite  aber  das  Product  der  (16)  und  (17)  ist' 

Bei  dieser  Methode,  wp  wir  die  primitive  Aufgabe  VIII. nicht 
in  die  drei  partiellen  I.,  VI.,  VII.  getrennt  haben,  hat  dennoch 
eine  neue  Trennung  der  VIII.  in  die  XL  und  XIL  stattgefunden. 
Hätten  wir  gar  keine  Trennung  der  VUI.  vornehmen  wollen,  so 
hätten  wir  auf  folgende  Weise  argumentiren  müssen:  Es  war  In 
der  Aufgabe  VIII.  gefragt,  dass  zwei  der  vier  Durcbschnittspunkte 
der  Kegelschnitte 

die  Eigenschaft  besässen,  dass  ihre  Entfernung  r=V"a:*-fy*  vom 
Coordinaten- Ursprung  den  Werth  x  hätte,  d.  h.  dass  sie  sich 
irgendwo  auf  dem  unendlichen  grossen  Kreise  j?^-f  «*=:od  befSn- 
den.  Wir  können  uns  also  unsere  Frage  in  folgender  Fonn  vor- 
legen. 

Xin.  Welcher   Coefficienten- Zusammenhang   wird   gefordcört 
Aamit  die  drei  Curveo  , 
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eioander    In    zwei    Punkten    gemeinschaftlich    dnrch- 
achneident 

Zar  Beantwoitong  dieser  Frage  bringen  wir  die  drei  Carvea 
aaf  die  Form 

r*(«rco8V + ßsivl^q} + ysing^cos^)  +  r  (Scob^ + motp)  4  £ = 0 » 

rS(a'cos'^4-/^'8in*Q)-i-/'sin9Cos^)  +r(J'cosg)+€'8in9))+£'=0, 

r=oo, 

eliminiren  aas  den  beiden  ersteren  die  Coordinate  (p,  and  suchen 
alsdann  die  Bedingung,  dasa  die  resaltirende  Gleichung  /4(r)=:0 
eine  F^M^O  werde;  d.  h.  sich  vom  vierten  Grad  auf  den  awei- 
ten Grad  reducire.  Bei  der  vorigen  Methode  hatten  wir  uns  das 
Unendliche  als  ein  unendlich  grosses  Quadrat  vorgestellt,  welches, 
da  es  zwei  Paare  gegenüberstehende  Seiten  hatte ,  eine  Trennnng 
der  primitiven  Aufgabe  in  zwei  andere  verursachte,  während  bei 
gegenwärtiger  Methode,  wo  das  Unendliche  als  ein  unendlich  sros* 
ser,  keine  gegenüberstehenden  Seiten  habender  Kreis,  geaacht 
wird,  keine  solcne  Trennung  n5thig  ist. 


Anmerkuag. 
Wenn  auch  obige  Abhandlunff  im  Aacdraek  noch  einige  nadentocho 
Wendangen  enthalt,  die  man  einem  Aa«länder  gewiu  gern  verseiiien 
wird,  so  ist  die  Sprache  docb  im  Ganzen  so  deutlich  und  leicht  verstiuid- 
lich,  dass  ich  mir,  ohne  den  Eindruck  der  gaosen  Darstellung  sa  ver- 
wischen, wesentliche  Aenderungen  tonunehmen  nicht  erlauben  in  müs- 
sen glaubte  und  auch  nicht  erlauben  durfte.  Ich  danke  vielmehr  dem 
reehrten  Herrn  Vf.,  dass  er  die  Abhandlung  in  dentscher  Sprache  ver- 
fasst  hat  G 
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Veber  einige  geometrische  Siltze  and 
die  Beciinang   mit   den    imaginären 

Grössen. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  Zech 

zu  Stuttgart. 


I. 

Aufgabe.  Durch  zwei  gej^ebene  Punkte  eiiienKreis 
zu  ziehen,  der  einen  anderen  gegebenen  Kreis  in  den 
Endpunkten  desselbe^n  Durchmessers  des  letzteren 
Kreises  schneidet. 

Auflfisun<r.  Die  beiden  gegebenen  Punkte  seien  Ä  und  B 
(Taf.  VIII.  Fig.  6.),  der  Mittelf^iukt  d£S  gegebenen  Kreises  sei  C; 
man  ziehe  die  Gerade  AC  und  senkrecht  darauf  den  Halbmesser 
CZ>,  beschreibe  sofort  aus  dem  Mittelpunkte  C  mit  dem  Halb* 
messer  CA  einen  Kreis  und  schneide  in  diesem  die  Sehne 
AE=zAD  ab ;  endlich  fölleman  von  £7  eine  Senkrechte  auf^^C,  welche 
gehörig  verlän^rt  die  auf  AB  im  Halbirungspnnkte  errichtete 
Senkrechte  im  Punkte  F  schneide:  dann  ist  der  aus  F  mit  dem 
Halbmesser  FA  beschriebene  Kreis  der  gesuchte. 

Beweis.  Der  gefundene  Kreis  geht  durch  A  und,  weil  sein 
Mittelpunkt  auf  der  ehi(  AB  im  Ualbirungspunkte  errichteten  Senk- 
rechten liegt,  auch  durch  B.  Es  ist  also  nur  noch  zu  beweisen, 
dass  derselbe  den  gegebenen  Kreis  auf  die  verlangte  Weise  schnei- 
det. Letzteres  ist,  wie  man  leicht  sieht,  dann  und  nur  dann  der 
Fall^  wenn  der  Halbmesser  des  gefundenen  Kreises  gleich  ist  der 
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Hypotenase  eines  recl)twiokligen  Dreiecks,  dessen  eiue  Katbete 
der  Halbmesser  des  ^egebeoeD  Kreises  fund  dessen  andere  Ka- 
thete die  Entfernung  der  Mittelpunkte  beider  Kreise  ist;  d.  h. 
wenn 

Mun  ist  aber^  wenn  man  den  Durcbschnittspunkt  der  Geraden  EF 
und  AC  durch  G  bezeichnet,  nach  der  Constructiou 

2ACxag=Ie:=zTd=äc\  cd, 

also 

ACx{2AGr-AC)='aS 
oder  vreil 

AC=AG+GC: 
and 

'lAG'-AC=zAG'-{AC-AG)=:AG-GCi 

AG-GÜ^CD\    aSz:zCD^GC\ 

Ferner  ist  in  dem  bei  G  rechtwinkligen  Dreieck  FGA 

FA=AG+GF, 

also  nach  der  letzten  Gieichung 

Ta^ö^^gc^gfI 

oder,  weil  FGC  ein  bei  G  rechtwinkliges  Dreieck  ist. 


FA=CD+FC  q.  e.  d. 

Die  Auflösung  ist  immer  möglich,  solange  die  von  E  auf 
AC  geßiilte  Senkrechte  und  die  auf  ^i&  im  Balbirrnigspnnfete 
errichtete  Senkrecht^  dtnander  nicht  parallel  dnd,  d.  h.  so  lange  die 
drei  Punkte  A,  B,  €7  nicht  fci  derselben  Geraden  liegen.  Die 
Gerade  EF  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise 
welche  durch  den  Punkt  A  gehen  und  den  gegebenen  Kreis  aat 
die  verlangte  Weise  schneiden. 

Man  kommt  auf  die  gegebene  Construction  sogleich,    wenn 
man  das  Dreieck  FAC  betrachtet,  in  welchem 
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FC=Fa\  AÖ-'^FAxAC^cobFAC 


ist;  weil  nämlich 


FC=zFA--CD 


seio  soll  9  80  folgt 

üACxFAxcobFAC^zIC+CD 


d.  b. 


2ACxAG==AC+CD\ 


II. 


Lehrsatz,  Wenn  in  einem  Dreieck  zwei  Winkel 
im  gleichen  Verhäitniss  getheiit  werden  und  di«  bis 
an  die  gegenüberliegenden  Seiten  verlängerten  Thei- 
lungsiinien  einander  gleich  sind,  so  sind  die  getheil- 
ten  Winkel  einander  gleich. 

Beweis.  Das  Dreieck  sei  ABC  (Taf.  V 11.  Fig.  5.^,  die 
gleichen  Theilungsstrecken ,  welche  die  Winkel  ^^o  und  ilBC 
im  gleichen  Verhäituiss  tbeilen,  seien  AD  und  BE,  so  dass  also 

W.  BAD  .  W.  DAC  =  W.  ABE  :  W.  EBC 

ist    Wäre  nun  t 

W.  ABC  <  W.  BAC, 

so  lege  man  das  Dreieck  so  umgekehrt  auf  sich  selbst»  dass  der 
Punkt  B  auf  den  Punkt  A  und  die  beiden  TheilungslinieD  auf 
einander  fallen;  dann  füllt,  wogen  BE=:AD,  auch  der  Punkt  E 
auf  D,  und  weil  bei  der  Theilung  beider  Winkel  in  demselben 
Verhältniss  die  Annahme 

W.  ABC  <  W.  BAC 

die  beiden  Ungleichungen 

W.  ABE  <  W.  BAD   und    W.  EBC  <  W.  DAC 

nach  sich  zieht,  wird  BA  in  eine  Lage  AF  zwischen  AB  und  AD, 
BC  in  eine  Lage  AG  zwischen  AD  und  AC  kommen.  Dabei 
müssen  die  drei  Punkte  F,  />,  G  stets  in  gerader  Linie  liegen 
und  Dreieck  FAG  ^  Dr.  ABC  sein. 

>  Es  sind  nun  drei  Fälle  denkbar;  entweder  f&Ut  der  Punkt  F 
ausserhalb  des  Dreiecks  ABC,  oder  auf  BC,  oder  innerhalb  des 
Dreiecks  ABC 
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1)  Der  Punkt  F  falle  aunserhatb  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  5. 
iSr.  (1.)),  danu  ßillt  G  noth wendig  innerhalb  ABC;  dann  aber 
ist  nach  einem  bekannten  Satze 

W.  FGA  >  W.  ACB, 

also 

Dr.  FGA  nicht  ^  Dr.  ACB. 

2)  Der  Punkt  F  falle  auf  BC  (Taf.  VII.  Fig.  5.  Nr.  (2.)); 
und  zwar  nach  dem  oben  Bemerkten  nothwendig  zwischen  B  und 
D\  dann  fallt  auch  G  auf  BC  und  zwar  zwischen  /)und  C;  dami 
aber  ist 


oder 


d.  b.,  weil 


W.  FGA  >  W.  ACB, 
W.  FAG  <  W.  AFB, 


AF  =  ABi 
W.  FAG  <  W.  AKC; 

also  in  beiden  Fällen 

Dr;  FAG   nicht  ^  Dr.  ABC. 


3)  Der  Punkt  F  falle  innerhalb  ABC  (Taf.  VII.  Flg.  5. 
Nr.  (3.));  dann  fallt  G  ausserhalb  AßC;  zieht  man  nun  die  Ge- 
rade BF,  so  liegt  diese  nach  der  Vjoraussetzung  zwischen  BC 
und  BA,  und  inuss  daher  verlängert  die  Gerade  AG  schneiden; 
es  ist  also 

W.  FAG  <  W.  AFB, 
aber,  weil  AF=:AB: 

\V.  AFB  =  W.  ABF, 
also  auch  ' 

W.  FAG  <  W.  ABF, 
und  um  so  mehr 

\V.  FAG  <  W.  ABC; 

also  wiederum 

Dr.  FilG  nicht  ^  Dt.  ABC. 
Tb«il  XVI.  84 
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Die  ADDahme  W.  ABC  <  W.  BAC  »hrt  also  in  jedem 
denkbaren  Falle  auf  einen  Widerspruch,  und  kann  daher  nicht 
ricbtie  sein.  Ganz  ebenso  wird  bewiesen »  dass  eben  so  wenig 
W.  SaC  <  W.  ABC  sein  kann;   es  muss  also 

W.  ABC  =  W.  BAC 

sein,  w.  z.  b.  w. 


lil. 


Man  rechnet  allgemein  mit  imaginären  Zahlen  ganz  nach  den- 
selben JElormeln,  die  für  reelle  2iahlen  aufgestellt  worden  sind, 
ohne  dass  man  bis  jetzt  die  Giltigkeit  der  letztem  Formeln  auch 
fiir  imaginäre  Zahlen  nachgewiesen  hat.  Die  Ohm'sche  Behaup- 
tung, &SS  z.  B.  die  Gesetze  des  Addirens,. nachdem  sie  för  po- 
sitive ganze  Zahlen  bewiesen  worden  sind,  ^un  auch  ßir  alle 
anderen  Zahlformen  gelten,  weil  letztere  erst  später  entstehen,  weil 
man  also  durch  Anwendung  jener  Gesetze  auf  dieselben  jedenfalls 
nichts  Unrichtiges,  d.  h  mit  Früherem  in  Widerspruch  Stehen- 
des erhalte,  ist  offenbar  nicht  stichhaltig.  Man  bat  daher  die 
Gesetze  des  Addirens  der  Reihe  nach  auch  flir  negative  ganze 
Zahlen,  gebrochene  und  irrationale  Zahlen  bewiesen,  und  ebenso 
hat  man  es  bei  den  andern  Operationen  gemacht.  Ein  Beweis 
für  imaginäre  Zahlen  fehlt  bis  jetzt.  Im  Folgenden  soll  ein  Ver-' 
such  gemacht  werden,  diese  Lücke  auszufüllen. 

Die  imaginären  Zahlen  verdanken  ihren  Ursprung  der  Auflö- 
sung der  quadratischen  Gleichungen;  wir  müssen  also  von  diesen 
ausgehen,  wenn  wir  über  jene  etwas  aussagen  wollen.  Selon  zu 
dem  Ende 

und 

zwei  quadratische  Gleichungen,   deren  Wurzeln  beziehungsweise 
st*,  x"  und  x\^  af\  seien,  so  dass  also 

Ifssar'  +  a:",    p^x'x" 
und 

ist.    Dann  ist 

(3.)    (:p'+^i)  +  {a:^+:r"i)=i+«i, 

(4.) (^'+^'i).(^'+a:'\)=:p+ft+a:'a:"i  +  a:'Vi. 
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Ntto  bt  aber 

also 
(5.) 


ferner 

(6.)   ....  $Mi=:x'x\+x'a:"i+x''x'i+a:^a;^i. 

Zieht  man  die  zweite  der  Gleiehungen  (5.)  von  der  Gleichung 
(6.)  ab  und  dividirt  dann   auf  beiden  Seiten  mit  2,  so  folgt 

Dieser  Werth  in  die  Gleichung  (4.)  substituirt  gibt 


(7.)    ix'+x\nx"+x\)=p-\^p^  +  ^UiT ^V(i«-4p)(i\-4ft). 

In' den  Gleichungen  (3.)  und  (7.)  ist  enthalten  folgender 
I.)  Lehrsatz.    Die  quadratische  Gleichung 

V 

hat  zu  Wurzeln  die  beiden  Summen  von  je  einer  Wur- 
zel der  ersten  und  einer  Wurzel  der  zweiten  der  Glei- 
chungen (].)• 

Ferner  folet,  wenn  man  die  zweite  der  Gleichungen  (5.)  und 
(6.)  addirt  und  dann  auf  beiden  Seiten  mit  2  dividirt: 

x'x',  +  ^'V'i  =2-«,  +  i  \^(*«-4p)(#»i-4ft); 

ausserdem  ist  (x'x'i ) .  (x''a/'i )  =  ppi . 

In  den  beiden  letzten  Gleichungen  ist  enthalten  folgender 

II.)   Lehrsatz,      Die    Wurzeln     der    quadratischen 
Gleichung 
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sind  die  beiden  Producte  von  je  einer  Wurzel  der 
ersten  und  einer  Wurzel  der  zweiten  der  Gleichun- 
gen (I.) 

Um     nun    den    Uebergang    zu    den    imaginären    Zahlen    zu 
machen  y  sei 

,=2«,    p  =  ««  +  6» 

,,=2«„  pi=a»,+6»,  }. («•>? 

dann  sind  die  Wurzeln  der  ersten  der  Gleichungen  (1.)  a+byT — I, 
die  der  zweiten  öi±ÄiV— 1.  Ferner  folgt  aus  den  Gleichungen  (8.) 

also 
hiemit  wird 

= a«+  6« + a«i  +  Ä«i  +  2aai  T  26/;i 

=  (a  +  ai)*+(6T6i)*. 

Sonach  iSsst  sich  der  Lehrsatz  (L)  so  ausdrucken:   Die  qua- 
dratische Gleichung 

a:«— 2(a+ai):r + (a+ai)H(4T*i)*=0 

hat  zu  Wurzeln  die  beiden  Summen»  welche  entstehen,  wenn 
man  je  einen  der  beiden  Ausdrucke  a4:6\^ — ]  und  einen  der 
beiden  Ausdrücke  «i±6iV~ — 1  zu  einander  addirt.  Da  aber  die 
Wurzeb  jener  quadratischen  Gleichung 

wo  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  nicht  nothwendig  entspre- 
chen, sind,  so  hat  man 

(a±6V^)+  (ai  i:6iV~l>=(a+ai)±(6Tfti)^-l  •  •  -  (A) 

wo  in  Beziehung  auf  die  Zeichen  auf  jeder  Seite  für  sich  die  eben 
gemachte  Bemerkung  gleichfalls  gilt.  In  dieser  Gleichune  (A) 
sind  alle  möglichen  Fälfe  enthalten ,  wie  auch  die  Zeichen  linker 
Hand  combinirt  werden  mOgen. 

Ferner  hat  man 
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^ssi  ±  Vi^-ip)  (A^=^  =  2aai ±266, , 

Der  Lehrsatz  (II.)  lässt  sich  also  jetzt  folgendermaassen  aus- 
sprechen:   Die  quadratische  Gleichung 

a4--2{aai  ±bbi)x+a^a\+a^b^i+a\b^+bH\  =0 

bat  zu  Wurzeln  die  beiden  Producte,  welche  entstehen ,  wenn 
man  je  einen  der  beiden  Ausdrücke  0+6 V  —  1  und  einen  der 
beiden  Ausdrücke  fli±6iV— 1  mit.  einander  multiplicirt.  Nun  sind 
aber  die  Wurzeln  jener  (Grieichung 


(aa^  ±661)  ±V  (aaidb^^i)*— a*a\-a*6^— a*i*^-6«6a, 

=  (aai  ±bbi)±  V  db2aai66i— a«6«i-a«i6« 

=  {aa,±66i)±(a6iTfli6)  V^^ , 

wo  die  obern  und  untern  Zeichen  in  den  Klammern  einander  ent- 
sprechen, diesen  aber  nicht  nothwendig  die  ausser  den  Klammern. 
Also 

(a+6V^).(ai±6iV^)=(afli±66i)±(a6iTfli6)^^...(B) 

wo  fäh  die  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  die  eben  gemachte  Be- 
merkung gilt,  auf  der  linken  Seite  dagegen  die  Zeichen  beliebig 
gewählt  werden  dürfen. 

Auch  diese  Gleichung  (B)  umfasst  alle  nio^üchen  Fälle«  wie 
auch  die  Zeichen  auf  der   linken  Seite   conibinirt  werden  mügen. 

Die  Formeln  für  die  Differenz  und  für  den  Quotienten 
zweier  imaginären  Ausdrücke  können  auf  dieselbe  Weise  abge- 
leitet oder  aus  den  Formein  (lir  die  Summe  und  für  das  Product 
hergeholt  werden. 
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Vebiuiirsanffralien  fftr  Schttler. 

Von  Herrn  H.  Scheffler,  Baa-Conducteur  bei  den  Herzoglich 
•chweigisch«n  Eisenbahnen   zu  Braunschweig. 

Aufgab  e. 

Es  sind  (Taf.  VII  Fig.  6.)  die  beiden  Punkte  A,  B 
und  der  um  C  beschriebene  Kreis  gegeben;  man  sucht 
einen  Kreis»  welcher  durch  A  und  jB  ^eht,  und  den  ge- 

ß ebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  Ein  und  desselben 
urchmessers  schneidet. 

Auflösung.  Man  beschreibe  einen  beliebigen  Kreis»  wel- 
cher durch  A  und  B  geht  und  den  gegebenen  Kreis  in  zwei 
Puoicten  Z>,  £  schneidet»  ziehe  die  Geraden  AB ^  DE  bis  zu 
ihrem  Durchschnittspunkte  F  und  lege  durch  F  und  das  Centrum 
C  des  gegebenen  Kreises  die  Linie  GH;    so  stellt  dieselbe  den 

fesucbten  Durchmesser  dar»  und  A,   B,  H,  G  sind  vier  Punkte 
es  verlangten  Kreises. 

Beweis.  Angenommen  ein  durch  die  drei  Punkte  A,  B,  ff 
gter  Kreis  schneide  die  Gerade  GF  in  einem  Punkte  Cr';  als- 
n  hat  man 

im  Kreise  DEHG  FG.FH=zFD.FE, 

im  Kreise  ABH&  FG.FH=FA.FB, 

im  Kreise  ABED  FD.FE=FA.FB, 

folglich  FG'.FH:=^FG.FH, 

FG'=FG, 

d.  h.  die  beiden  Punkte  Cr   und  Cr'  fallen  zusammen»    oder  der 
durch  A,  B,  H  gelegte  Kreis  geht  auch  durch  Cr. 
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Miscelleii. 


Literarische   Bemerkung^  von  dem  Herrn   Dr.  Grebe  xn  Cassel. 

Um  der  im  Archiv  für  M.  n.  Pb.  Theil  XV.  Heft  2.  S.  137. 
eothaltenen  Aufforderung  so  entsprechen^  theile  ich  Folgendes 
mit  Das  dort  erwähnte  Werk  von  Bramer  führt  den  Titel: 
^»BENJAMIN  BRAMERl  Beschreibung  Eines  sehr  leichten  Per- 
„spectiv-  und  grundreissenden  Instruments  auf  einem  Stande: 
„Auff  Herrn  Johan  Fanihabers ,  bestellten  Ingenieurs  des  Heyl: 
»^Reichs  Stadt  Vlm,  weitere  continuatioo  seines  Mathemati- 
,,schen  Kunstspiegels,  geordnet.  Gedruckt  zuCassel^  durch  Johan 
9,Wes8el,  vnd  zu  Franckfiirt  bey  Eberhard  Kiesem  Kupfferste- 
„chem  zu  finden.  Im  Jahr  1530."  Der  Beschreibung  selbst  gebt 
eine  Zueignune  an  den  Ehmvesten  Hochachtbarn  vnd  Kunstrel« 
chen  Herrn  Jonan  Faulhabern  etc.  voran ,  welche  folgendermas- 
sen  anfangt:  „DAss  in  den  Mathematischen  künsten  viel  wun* 
5iderbare  vnd  verborgene  Geheimnuss,  auch  offtmahls  Dinge,  so 
„fast  vnmuglich  scheinen ,  deichwohl  aber  durch  geringe  mittel 
„zu  wege  gebracht  werden  Können ,  ist  auss  vielen  dingen  zu  se- 
ihen. Als  zum  Exempel,  durch  zusammen:  oder  übereinander 
»»Schreibung  einer  Arithmetischen  vnd  Geometrischen  pro- 
yygress,  kan  man  viel  wunderbare  Dinge  verrichten,  wann  nur  die 
5,Ari t hm e tische  mit  einem  0,  die  Geometrische  aber  mit  1 
5,anfangt,  Nemblich,  das  Muitiplicirn  durch  Addirn,  das  Di- 
,,vidirn  durch  Subtrahirn,  Kadicem  quadratam  extrahirn 
»»durch  halbirn»  Cubicam  durch  3,  Zensicensicam  durch  4» 
»»Sur  soll  dam  6,  vnnd  so  forthan  mit  andern  quantiteten  dl- 
»»vidirn.  Welches  dem  Herrn  als  einem  jetziger  zeit  in  Teutsch- 
„land  berühmten  Arithmetico,  genugsamb  bekant»  vnnd  also 
»»ohne  noht  wäre»  dessen  Exempel  zu  setzen.  Damit  aber  die 
»»vngeübten  meine  Meynurig  sehen  mögen»  stehen  die  Zahlen  bei- 
»»der  Progressionen  also: 

„Arithm:  0.    1.      2.      3.      4.      5.      6.        7.       8,        9. 
„Geomet:  1.    2.      4.      8.    16.    32.      64.    128.      256.    512. 

»»Arithm:      10.        11.        12.        13. 
»»Geomet:   1024.    2048.    4096.    8192.'' 
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Einen  Drackfebler  des  Buchs  im  drittletzten  Gliede  der  geo- 
metrischen Progression  habe  ich  verbessert»  Es  werden  nun  an 
diesen  beiden  Reihen  die  Grundregeln  des  Rechnens  mit  Loga- 
rithmen erläutert,  und  dann  heisst  es  Seite  5.  weiter:  ,,Auss  me- 
,,sem  Fundament  hat  mein  lieber  Schwager  undPraeceptor  Jobst 
»,Burgi,  vor  zwantzig  vnd  mehr  Jahren,  eine  schone  progress 
^^tabul  mit  ihren  differentzen  von  10  zu  10  in  9  Ziffern  cal- 
„c  u  I  ir  t ,  auch  zu  Prag  ohne  beriebt  in  Anno  1620  drucken  lassen.  Vnd 
,/ist  also  die  Invention  der  Logarith:  nicht  dess  Nepefi, 
„sondern  von  gedachtem  Burgi  (wie  solches  vielen  wissena,  vnd 
„ihm  auch  Herr  Keplerus  zeugnuss  gibt)  lange  zuvor  erfunden/' 

Um  diese  Stelle  vollständig  zu  verstehen,  muss  man  wissen, 
dass  Bramer,  zu  Felsberg  in  Hessen  15^  eeborcn,  schon  in  sei- 
ner frühesten  Kindheit  in  das  Haus  seines  Schwagers  Burgi,  der 
als  Hofuhrmacher  in  den  Diensten  des  Landgraten  Wilhelm  IV. 
zu  Cassel  stand,  gekommen  und  mit  diesem  1603  nach  Prag  ge- 
zogen war.  Wahrscheinlich  war  der  Umstand,  dass  Burgi  nach 
dem  Tode  von  Bramers  Schwester  sich  1611  anderweitig  verhei- 
ratfaete,  die  Veranlassung,  dass  Bramer  in  sein  Vaterland  zurück- 
kehrte, wo  er  1612  eine  Anstellung  als  Baumeister  zu  Marburg 
erhielt.  Statt  zu  sagen  „  vor  zwantzig  und  mehr  Jahren"  hätte 
Bramer  sich  ausdrucken  können :  als  ich  noch  in  dem  Hause  mei* 
nes  Schwagers  Burgi  zu  Prag  lebte.  Die  erste  Schrift  von  Bra- 
mer, die  unter  dem  Titel:  Problenia,  wie  aus  bekannt  gegebenem 
Sinu  eines  Grades  Minuten  oder  Secunden  alle  folgenden  Sinns 
aufs  leichteste  zu  finden  und  der  canonsinuumzu  absolviren  seye, 
zu  Marburg  1614  erschien  ^  lässt  vermuthen,  dass  Bramer  die 
Neigung  zum  Berechnen  von  Tabellen  sich  bei  seinem  Schwager 
angeeignet  habe,  und  diesem  bei  der  Berechnung  von  dessen 
Logarithmentafel  hülfreich  zur  Hand  werde  gewesen  sein.  Dass 
Bur^i  seine  Tafel  so  lange  zurückhielt  und  sie  auch  dann  ohne 
Bericht  herausgab,  scheint  bei  ihm,  der  keine  Sprachstudien  ge- 
macht hatte,  aus  unbesiegbarer  Scheu  vor  schriftlicher  Darstel- 
lung zu  erklären  zu  sein. 


Anmerkung. 
Nach  dem  eingesandten  Manuscript  des  Herrn  Vfs.  scheint  das,  was 
ich    im  Obigen    habe  gesperrt  drucken    lassen,    in   Bramers  Buche  mit 
lateinischen ,  das  Uehrige  mit  deutschen  Lettern  gedruckt  zu*  sein.      G. 
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Snr  les  fonctions  ellipfiqnes. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer, 

de  Grooingue. 


Les  fonctiofos  eliiptiques  ayant  tire  leur  origine  du  probl^me 
de  rintä^ation  des  fonctions  irrationnelles,  oo  a  toujours  en  Tue 
rapplieatioD,  qu'on  poarra  en  faire  pour  les  quadratures.  Mais 
par  cette  raison  on  a  trop  negligö,  ä  ce  qui  me  semble,  les  pro- 
prietds  de  ces  fonctions,  qui  ne  se  pretent  pas  iinmediatement 
aux  quadratures.  Si  donc  il  y  a  quelqne  succto  dans  Tanalyse 
suivante,  c'est«  pafrcequ'en  suivant  une  marche  ratiooneile,  je  ne 
me  suis  pas  souci  du  parti,  qu  on  saura  en  tirer  pour  Tint^gration 
des  fonctions  irrationnelles ,  persuade,  comme  je  suis>  que  toute 
anaiyse  exacte  tro'uvera  ensuite  son  application. 


§.  I. 

Theorie  des  fonctions    ellipttques  de  la  prämiere 

esp^ce. 

La  fooctioii  elliptique    de  la  premiere  esp^e,   dc^not^e  par 
F^  ou  Fif,e3  est  di^termiu^e  par  Tequation 

o 

dans  laquelle  on  a 

c  ^tant  un  module  suppose  positif  et  infü^rieur  a  l'unit^. 
Band  IVI.  25 
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En  considärant  au  contraire  la  variable  (p  comme  fonctioD  da 
F^,  et  poaant 

OA  aora  la  fonction  ioverse 

<p  =z  ainp|i , 
Ott  bien 

aio^sssiiianip/». 

Cette  mani^re  d'envisager  la  fonction  elliptique  et  sod  in- 
▼erse  a  se«  difBcult<$s.  En  effet,  la  fonction  F^  ou  p  «^tantd^ter- 
min^e  par  Föqaation  (1),  \\  ne  sera  permis  de  considärer  p  comme 
yariable  independante «  ä  moins  quelle  ne  re^oive  toute  valenr 
possible  reelle  et  imaginaire  en  iaissant  varier  (p  par  degr^s  inseo- 
•ibies.  Or  ce  n'est  pas  difficile  de  montrer^  qae  cette  coDdition 
ne  sera  pas  remptie. 

On  ponrra,  ä  la  verit^,  consid^rer  g>  ou  sin  9  comme  fonction 
d'une  variable  iDd^pendante  x,  et  poser 

sing) = sin  ampo;; 

mais  on  anra  tort  d*afBrmer>  qu*il  s'eosuivfa 

Tont  ce  qn'on  {»oorra  ^tablir,  c^est»  que  la  fonction  F^.on  p,  sob« 
stitu^e  a  jr»  satisfera  ä  Täquation 

sing) = sin  amp  jc, 

00,  que  p  sera  nne   racine  de  cette  ^quation  r^solue  par  rapport 
h  sc,  saroir  cette  racine,  qui  s'^vanouit  avec  q>. 

Un  pareil  cas  se  präsente,  lors^u'on  Toudra  däduire  la  tbäorie 
des  foDctions  circulaires  de  Täquatioo 


*=*•=/"§;• 


daos  laqttelle  la  fonction  q«  est  d^terminöe  par  les  <^qnations 

Cr,  comme  od  a  la  coutume  de  traiter  d  abord  les  fonctions  sing? 
et  co6(p,  et  de  passer  ensuite  ä  la  fonction  ^  enprimöe  par  Tint^ 
grale  pr^c^dente,  il  »era  de  meme  plus  mäthodique  de  conVertir, 

3uant  aux  fonctions  elliptiques,  Tordre  suivi:  et,  au  lieu  de  partir 
e  r^quation(l),  nous  considerons  directement  la  fonction  regard^e 
i  rordiuaire   comme   fonction   inverse  de   la    fonction  elliptiqae. 
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D^signons  par  u  cette  fonction«  ou,  plut6t,  representons  par  u, 
V,  w  trois  fonctions  de  x,  c;  en  sorte  qu*onait 

(2)  u=Ps  =  Ps,c,    «  =  <?»=ö*,c,  w=Ä,=  Ä,,c. 

Alors  les  fonctions  u,  v,  w  seront  completement  d^terminöes  par 
le  Systeme  des  äquations 

j8xt«r=r«o,     3x«= — wu,     3*ic= — chiv. 


(3) 

IPo  =  0,       Qo  =  l,  Äo=l. 

C'ßstde  cesöquatioDS,  qu*il  faut  d^duire  les  proprief äs  des  fonctions 

On  en  tire  k  Tinstant  les  relations  par  lesquelies  ces  fonctions 
sont  liäes  entre  elles :  car,  puisqu'on  a 

ti3,t*=  —  i>3xt>  =  —  -^tcdsto  , 

il  viendra,  en  intägrant,  et  en  observant,   quo  u  se  change  en  0, 
V  et  to  en  1,  lorsque  x  s'evanouit. 


d'oä 


P,«=l-Q,«=;^(l-Ä,^, 


ayant  posä  pour  abräger 

Däsignöns  ensuite  par  x  une  racine  de  l'^qaation 

U=Pm 

räsoiue  par  rapport  k  x;  on  aura  '• 

U  =  Px, 

et  X  sera  une  fonction  de  u,  qn'on  pourra  repräsenter  par 

Mais  u  ätant  une  fonction  de  x,  il  s'ensuit  que  x  sera  aussi  uae 
fonction  de  x.    Donc  on  aura 

d«ti3s9«jPK;^ds/»td«x , 
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d'oü 


et  comroe,  en  ayant  ^gard  äux  ^qnations  (4),  on  a 

il  se  präsente  deux  cas«  selon  qu'oD  a 

QxRx=vw,  ou  QzjBx= — wo, 

auxquels  cas  correspondent  par  suite 

3,x=l,  8,x=— 1; 

d'oü,  eo  intägrant, 

t;  +  x=a:,  v'— x=a:, 

V  et  v'  ^tant  constantes  par  rappoit  k  a,     En  substitoant  c^  ra- 
leurs  de  x  dans  les  ^qaations  correspoodanfes,   on  obtiendra 

Pi>+x=A,  P^^x=Pr^ 

,   Q,y^xR^x=QxRx,  Qv'^R^^x^'^QxRx; 
puis,  en  prenant  x=0: 

^qnatioos  anxquelles  les  constantes  v  et  i/  doivent  satisfaire. 
D'aillenrs  l'äquation 

U=Px, 

differenti^e  par  rapport  h  u  donnera 

l=^dxPxduX=QsRxduK, 

Ajontons  que,  comme  on  a  Po=0,  on  pourra  choisir  la  racme  x 
de  mani^re,  qu'elle  s'evanouisse  avec  «,  en  sorte  qu'on  ait 

Xo=0; 

et,  en  consid^rant  Qx  ek  Rt  tommfe  fonctions  de  u,  si  Ton  pose 
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00  aura 

d'oü 

donc  la  racine  x  sera  complötement  d^termio^e  en  fonction  [ide  u, 
et  U  8uiyra 

o 

oa,  si  Ton  veut, 

/« ^tf 


pourYu  que  les  radicaux  V^l — ti*,  V^l — c^w*   soient  pris  de  ma- 
Di^re  k  aeyenir  ^gaux  k  l'uoit^,  lorsque  u  s'evanouit. 

La  racine  x  dätermin^e  par  l'^quation  präcä^^ente  peut  rem- 
plaeer  avec  succös  la  foDction  elliptique.  Pour  reconnaitre  la  liaUon 
entre  ces  deux  fonctions>  posons 

o 

on  aura>  non  seulement 

mala  encore 

pttis,  eD  consid^rant  Qm  et  x  comme  fionctions  de  iff,  si  Ton  fait 


on  aura 


Ao=l.       ^0=0, 


et,  k  cause  de 
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il  viendra 


Öuö«,  -' ^"^*  =''*''  ^''^  ^'^'''^  Öy 


d*oa 

x=Fu, 


"1/      A*  ' 


RemarquoDS  qne^  i^  ^tant  iotfoduite  comme  foDction  de  «>  11  ne 
sera  permis  d'attribuer  ä  t/'  que  des  valeurs,  qu'elle  acquiert  par 
sQite  de  la  YariatioD  de  u ;  d'oü  il  suit  quo  la  valeur  reelle  de  fff 

lestera  toujours  comprise  entre  '"o   ®^  o  '    ^^'^^  ^^'^  ^^  noas  em- 

Eöche  pas   de  trouver  la  valeur  de  F^,   lorsqae  a>  depasso  les 
mites  de  ^.    En  eSet,  ak,  pour   une  valeur   queiconque  de  g>. 


on  fait 


on  aura 

Fn^^= 

F„  +  F^, 

d'oü. 

n  ^tant  ud  nombre  entier, 

Fn7ii-ilf  = 

■.nF„+'F^',. 

puls. 

en  vertu  de  F^ 

=-F-, 

,  on  aura  encor« 

F„^^=: 

■■F„-F^, 

«t,  en  prenant  l|'=^> 

^ 

F^Fn-F,. 

«              i 

d'oii 

^ 

/ 

Fn= 

=2F„; 

il  viendra  par  cons^quent 


3 
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Nous  avoBS  fait  cette  d^marche»  pour  montrer  la  oonnexioa 
entre  la  rac'me  x  et  eotre  la  fonction  etliptiqae  F^.  Toatefois 
OD  pourra  se  dUpenser  de  cette  fonction  en  iotroduisant  la  racine 
X»  comme  cela  a  äte  fait;  et  ie  räsultat  principahde  ce  paragrapba 
seta  compris  dans  les  termea  suivants. 

Soient 
trois  fonctions  de  ^,  c  d^terminöes  par  les  ^quatlons 

Po=0,        Qo=l.  Ro=h 

seit  X  iine  foDction  de  u  döterminöe  par  i^quation 


x-.X«-X«.c-y   -;;!; 


daos  laquelle 
OD  aora 

et 

«SStf-f-X,    MI  JTSSV'— X» 

seloD  qae  Ton  a 

QxRs=QxRx,  ou  Q,ß«==-QzJ2s, 

«I  etv'  ötant  deux  constantes  assujettiea  ä  laepnditlon 
de  v^rifier  les  ^qaations 

QvRv  =^  1  j        Qt^lZo' =--«  1. 

Aioutons  qae,  pour  des  yaiears  finies  de  P«,  ies  fonc  oos 
Ps>  Qx,  i?«  se  changeront  en  sina;,  cosor,  l,  lorsqu'on  supposa 
c=:0;  de  sorte  qu*on  aura 

P,,0  =  sina:,  Q^,o=^9^>  Äx,o  =  l' 

On  pourra  de  m^rae  considörer  Px,  Qx,  Rx  comme  des  fopctions 
particaliöres  d'une  autre  classe  de  fonctions,  dont  il  sera  aisö  d'^- 
tablir  les  ^qaations  diflf^rentielies.  En  continaant  de  cette  maniäre, 
U  sera  utile  d'embtasser  toutes  ces  fonctions  par  une  dänomina- 
tlon  et  une  notatioo  g^n«$rale«    On  pourra  p.  e,  appeler  ees  foee- 
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tions  fonctioDs  circulaires,  en  les  cla«siiant en  divers  ordres 
et  raDgs>  eteo  les  d^signant  par  le  slgne 

njm, 

m  indiquant  le  raog  ^et  n  Tordre  de  la  fonction  circulaire.  Danüs 
cetätat  de  choses  sinx  sera  lapremi^re  et  cosx  la  seconde 
fonction  circulaire  du  premier  ordre,  et  Px  sera  la  pre- 
mi^re,  Qs  la  seconde  et  Rx  la  troisieme  fonction  cir- 
calaire  du  second  ordre;  ce  qu'on  exprimera  par  ta  Dotation 

8ina*=l|l,,  co8x  =  lßxf 

P,=2|l„  Q*=2|2„  Ä,=2|3x, 

et  ainsi  de  suite. 

§.  II. 

Sur  les   valeurs  particulidres    des   fonctions 
circulaires  du  second  ordre. 

Puisque   la  valear    de  la   fonction    Cdu»   dötermtn^e   par   les 
öquations 

est  positive  pour  tf=0,  eile  restera  positive  et  comprise  entre 
les  kmites  0  et  1,  en  faisant  varier  u  par  degräs  insensibles  entre 
les  limites  —1  et  -f  i* 

Si  donc  la  valeur  de  c   restera  comprise  entre  les  limites  0 
et  1,  et  qu'on  pose  ^ 

(1)  Ä=5c> 

la  valeur  de  b  sera  positive  et  införieur  ou,  tout  au  plus,  ägale 
a  1.    Puis,  comme  on  a 

U  s'en  suit 

ca=1^6»; 
et  on  aura,  non  seulement 

mais  encore 

c  =  Oft ; 
d'oa  Ton  conclut,  que  b  se  changcra  en  c,  lorsque  c  se  rMutt  k  b. 
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Maifi  la  valeur  de  c5«  sera  encore  positive  >  lorsqu'en  partant 
de  la  valeur  nulle  de  u,  on  attribue  k  u*  des  yaleurs  negatives, 
ou  k  u  des  valeurs  imaginaires,  et  eile  restera  positive  en  faisant 
varier  u  jnsqu'a  Tinfini.  Donc  en  däsignant  par  oo  Tinfioi 
positif^  et  par  t  une  des  racines  quarrees  de  —1,  mais  toujoars 
la  m^nie  racioe,  on  aura 

Cela  posö»  on  sera  assurä,  que  la  fonetion  sous  le  signe  in- 
tä^al  dans  Tequation 

du 


t-Xu-/  ^ 


restera  positive  en  faisant  ti  =  l  et  ti=Qot;  ee  qm  condait  a  con- 
sidärer  les  valeurs  particuli^res  Xj  et  Xqdö  que  nous  d^signons, 
pour  abreger^  par  r  ou  Xe  et  9  ou  ^c;  en  sorte  qu'on  ait 

/t    du  _    _  /*«i-    du 

o  o  - 

Maintenaot  nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  pr^cädent,  qa*en 
d^terminant  les  fonctions  circulaires  du  second  ordre  , 

par  le  Systeme  des  äquatiops 

8x»=tno,  dsv^:- — tou,  3xtc=  —  c^uv 
Po  =  0,      Oo=l,  /?o=l, 

on  aura 

Px^U,   Qxz=Qu,   Rx=lQcu;       s 

donc,  a  cause  de 

5o=^>  5c=6,  5i=0,  0001=  00,  Xi=r,  Xta^^Q, 
H  resultera 


Pt=:1,       Q^=0,       Ar =6, 
Quant  aux  rapports 


(2)  I    Pr^}>        Qr=0,        Rr=i 

f  P^z=iCX>i,  Q^znctoy     Ä^==qo. 


on  j[M>urra  s'ftssurer,  qn'ils  seront  egauz  au  produit  d'nne  quantitö 
positive  par  t;  et  comme  on  a  » 
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0^.»= 1  -  P^,  «,'  =  1  -  ,^PJ^ 

on  obtiendra,  hod  seulement 

(E£\^=.-l 1    (EsV L___i 


mais  eDcore 


Ajoutons»    qu'entre  les  fonctions  t  et  ^,  exprim^es   par  les 
^quations 


/^    du  _  /»qp*    rftt 


**  0  '  "« 


11  eziste  tine  reiation  assez  simple.    En  effet,  «i  Ton  pos« 


on  troavera 


d'oü 


Cdv'  CDtt'  Oll' 


du    .     du' 

C3ii  CSeu  ""^     Cdv  Ote' 


Or^  en  faisant  varier  u'  depuis  0  jusqa'ü  1,  t   yariera   depaia    0 
jusqu'ä  00 :  donc  on  aura 


rdu         .p    duf 
5u  Oeu       t/      5«'  Ö6«' 


on 


X    (5)  ^o=»n; 

d*oü  encore,  d'apr^s  ce  qoi  a  6t6  dit  ci-dessua, 

Nons  ne  nous  arr^teront  pas  anx  divers  procM^a   propres  k 
r^valoation  des  fonctions  t  et  q.    Geht,  qni  se  pr^ente  d'abotd» 
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consistedansled^yeloppement  delafonction^  en  sörie  suivanties 

paissances  enti^res  et  positives  de  u;   ce  qui  conduit   par  des 
quadratures  connues  ä  la  särie 

d'oü,  k  cause  de  l'^quation  (5), 

§.  HL 

Sur  ies  formules  foodaiiientales  des  fonctions 
cirealaires  du  second  ordre. 

Les  fonetioos  circulaires  du  second  ordre 

(1)  Uz=Ps=Ps,c,     V^   Qs=Qs,h     P>=Rs=Rs,e 

sollt  compl^tement  d^teroiioees  par  le  Systeme  des  <$quations 

d'oii  Ton  a  döduit,  $.  I.  (4),  les  relations 

(u«=l-ü«=--~(l-««), 

1 

ayaot  posä,  pour  abräger» 
(4)  6»=l-c«. 

Ajoutoustoutefois,  pour  compl^ter  la  d^^termiDatioD  de  6,  qu*elie 
sera  toujours  prise  dans  le  sens  de  devenir  1,  lorsque  c   s^evauouit, . 
comme  etle  est  introduite  par  F^quation  (l)^  §.  II. 

Cela  posö,  on  tire  des  ^uations  (2)  et  <3): 
d'oü»  en  diUrentiant  par  rapport  4  x> 


Digitized  by  VjOOQIC 


376 

8:r*io=:— wU  +  6*— 2to*|. 

Soieut  maintenaot  ti'>  t?',  w'  trois  fonctions»  qai  se  dödaisent  de 
u,  V,  f€  par  le  changement  de  x  eo  x  +  h,  h  ötant  independante 
de  o:,  en  sorte  qu'on  ait 

(6)  i«'=P*+A,  r'=:Q,|-*,  tc'  =  Ä,+*; 

OD  aura  de  m^me 

(6)  8,«'=t>'«',    8,0'=— 10'«',    8,w'=-c*ii't>', 

(8,tt')*=l-.(l  +  c*)  tt'»  +  c«tt'*, 
(8*  t>')*  =—6*  +  (Ä*—  c»)  r'*  +  c*r'*, 
(8,w0*=**'-(l  +**)»'*  + w'* 


et 


et 


d'oü 


8,«  tt'=— tft'd +c«-  2c«ti'«|, 
8,«  o'=— i/lc»  -  6«— 2c«t>'*) , 
8,«w'='-w'{l  +  6«— 2fo'«|. 

De  ces  äquations,' jointes  auz  pr^c^dentes,  on  d^dait: 

(u8,tt0*— (tt'8*tt)*={l-c*(wO*l  {«*— u^), 
(©8,r0*  -  (ü'8xi?)«= - 16*  +  c«(wO*l  {»"— tj'»|, 
(«8^0*  —  (w'8^)* = 16« — (trwO*l  Iw*  -  «'•) 

tt8,*tt'— u' 8*^1«= -2c»  titi' («•-«'«), 
tj8x*t>'-f?'8,«ü=-2c«i;'(t>«-ü'«), 
w8,*w'-V8,*«=-2fCfo'(to«— to'«); 

ti8,*tt'  -  tt'8x»  K     _1  2c»t<tt' 

ü8xV— 1»'8,^    __      2c«w^ 
(ü8,o')*-(r'8*»)*  ""6*  +  c*(wO«' 

fo8*>tr'  — io'8»*«>  2toto' 


(tc8*w')«— (w'8*  w)«  "■      6«  -  (twoO* 


Mai«  on  a 
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tta,v  -  ii'a*«tt=:8,  (uöxii' — II' a,  tt) , 

fo8jt*ic'  — to'8«^to=3*  (trfljT  w'  —  io'3jr  w)  * 

itiB,ü^^-'(ufdsu)^=(tastif-,u'dxu)iudsuf  +  u'dsu), 
(vBs  i?0*  — (»'3*©;*  =  (vdxv'-'V'BMv)  (r8,t>'  +  »'8,17), 
(«dS«  «0*  —  («>'  8*tc)*=  (tc8»  10' — w'  8*to)  (tr8jr  w' + «?'  8*  ic) , 


ou 


(U8,u')*-(»'8xtt)*=(tt8xtt'  — l«'8xU)8:r(t«ttO, 

(r8,t>0*— (t>'8*ö)«=(»8,»'— r'8,r)8,(r»0, 

donc  OD  obtiendra 

ds(udxuf'^u'SxU)_      2c^uu'dx(uu') 
udxu'-u'dxu     —        1— c2(W)«  ' 

8x(ü8xt?^— t?'8jrP)  _2cW8£(»£0 

8x(w8jcio' — to'8xto) 2tinD*dx(toto')  , 

ou,  en  ayant  ^gard  aux  equations  (2)  et  (6), 

uv'w' — u'vw    ""     1 — chi^uf^     * 

8x(timV  -fo'ttt?)       8^(6»-wati?'«) 

Puis,   comme,   en    g^näral,   d'uoe  äquation   diff^rentielle   de   la 
forme 

dxP     8jry 
OD  tire 

oa 
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il  viendra 


^      UV  W  U  VW         ^ 

„   vw'u'  —  t/wu 

j,  twtV  — w'uo     - 
on  bien,  en  verta  des  ^qaations  (1)  et  (5), 

a   <?»i?*+fc  Pxf  ft— <?*4^>  Rx  Px__  n 


Rx  Px+k  Qx+k—Rx+hPx  Qx 
b^-Rx^R»x+h 


X 1« n  «  r»a ! =U- 


En  int^^nt,  et  en  d^terminaot  les  constantes  d'inttfgratioD  par  la 
supposition  de  x=0,  ce  qui  cbangera  Px,  Qx,  Rx  en  0,  I,  1,  on 
sera  condait  k 

Px  Qx+k  Rx+h  -  Px+k  Qx  Rx        o 

QsRx+k  Px+k- Qx+k  RxPx_     RhPk 
b^^i^Q^  Q^x+k  ~  6«  +  c»«?»^  ' 

Rx  Px+kQx+h— Rx+k  Px  Qx  _    PkQk 
6«  -  Äx«  Ä«x+»  ~  6«-jB»«  • 

et,  en  faisant  x-{-h^=y,  ou  A=y — d?,  et  en  observant,  qu'en 
vertu  des  ^uations  (1)  et  (3)  on  aura 

6*  +  c*e*»=ß*«,  b^-Rk*=-e*Qk*. 
il  s'etf  suivra 

_     PxQ^Rf—PsQxRx 

fu-'—      l_cap,aPja       ' 

Py^'-  QxRyPy-QfRxPx 

Ra-.~     6»  +  c"Cx«Q^     ' 

P9—  ^RxPwQt—RwPmQx 
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Leg  Taiiabies  x  ei  y  ^tant  md^pendantes  Taae  de  raotre,  on 
obtiendra,  en  prenant  y=0, 

p    -     p     P=£-     ?£      P=L-     ?1 
''"■""  R-. ~~ R,'     Q-m"     Qm' 

(7)  P,==-i»_„  Q,=  Q-x,  Rs-,R-M. 

Ensobstituantdonc — xkx,  les  tfquations  pr^ädentes  donneront 


(8) 


„        _PxQyR,  +  P,QsRs 
Px-fs       QxRyPg  +  QsR^P, 
Ps+S_  ^R^PyQy+RyP.Q' 


On  pnurra  dädoire  de  ces  equations  nne  foule  de  fonnoles. 
II  ne  suffira  pas  mdme  de  les  ötablir  toutes  trois,  paisque  'deux 
se  d^duiseot  de  la  troisieme  k  l'aide  des  relatioas  (3). 

Profitons  d'abord  des  valeurs  particuli^re/  du  paragrapbe  pr^- 
c^dent.  En  d^terminant  r  et  p  par  les  Equations  (4)  on  (6)  et 
(7),  §.  II.,  on  a  tronv*,  (2),  (3),  $.  II, 

Pr  =  i,      er  =  0,      Är=6, 

(9)      \  *(?  Wf  «f 

Plj .         Q(i I      Ra      c 

Q(~*'     ~Rf~e'  Pf-i- 

An  moyen  de  ces  valeurs  particnliires  on  tire  des  ^uattons 
(8)  jointes  aux  relations  (3)  . 


'+'-sr'  is7i:-'b^"  mTr — 6ft 

> 1^     Px+^^    i         P*+t i_. 


d'ojk 
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De  plu8>  si  Ton  fait,  pour  abröger, 

(11)  ß=ao=t+Q, 

ou,  saWa^nt  l'<$quation  (5).  §.  IL 

ii  viendra 


ou 


(12)     p,+^=.^,    ex+.=-.ö;'  Äx+^-Äl^^ 

et,  60  prenant  j;=0, 

I  C/  C7» 

Si  maiDtenant  on  snbstitue  successivement  y-\-T,  y-{-o,  y-\-q 
k  y  dans  les  forniules  (8;,  eo  obserrant,  que  des  relations  (3) 
on  dMuit 

on  troovera,  ä  l'aide  des  formales  (10)  et  (12), 

(15)  ^    %tx+9—        l^Z^p-T]^  ' 

]^-c  .         R^*-Rg* 


(16) 


Rj^_         -    b^PxPy+QxRxQsRy 
Qx+y-'"  &«--Ä,«Ä,« 

/^j;-Ky  ^^  Qs  Ry  Py  —  Qy'Rx  Px 
Px+y-  Qx*-Qy*  '' 

_  RxRy-C*PxQxPyQy. 
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Ift+j-  Ps*-Ps' 

]_L—    ^,Q'Qy  +  P'RxPyRy 
f    1    _  RxRy+c^PxQsPsQa 


En  combtiiant  ces  formules  on  en  tirera  d'autres,  que  nous 
n'^crivons  pas.  Toutefois  il  sera  bon  d'en  ^tablir  encore  quei- 
ques-unes,  dont  nous  profiterons  dans  la  suite. 

En  vertu  des  ^quations  (7)  on  deduit  des  formules  (17) 
"^'-^-PxQyRs+PsQxRx' 

*''-»  -  ~  C«  QxQr-  PxRxPyRy  ' 

*'-»-    RxRy-e^PsQxPsQy' 

En  y  joignant  les  formules  (8),  (15),  (16),  on  firouTera 

nm    )o     a  1  b^R:^Ry* 

formales  qni,  ä  l'aide  des  ^ations  (10),  (12),  (U),  se  r^dniseDt  ä 


P,+yPx-y=  -Py* ^V   • 


I- 


/',« 


(19)      \       Q*^yQx-y=Qy^—^pp' 

1 CfL- 

Theil  XVI.  "  26 
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Enfin,  si.Fon  faitd;-fy=2,  d'oü  y=f — x,    %  ^tant  ii^d^pen- 
dante  de  x,  on  aura 

S,Py  =  -Q,Ry,  dxQt-RyPy,  dsrty=:C*PyQf: 

donc  OD  tirera  des  formules  (17),  (16),  (15): 

1  PxSxPy+PtfixPs 

R,  _  QxdxQy+Q^xQ, 

p.~    <?.«-<?,»    ' 

Q»     _  RifixRy\-R^*Rx . 
P.—         Rx^—Ry*         ' 

d'oü 

SP^x-Py^^-PMPxPv). 

Or,  mWant  ies  relations  ß),  on  a 

(21)    P,*-i',«=-(Q.«-e»')=— 3(Ä.»-V): 
donc  il  suivra 

a.  (P.  P»)=/^  3^0.«^)«^  8«(Ä.Ä,) ; 

puls,  ein  inMgrant  et  en  observant,  que,  pour  x—0,y  sertfdoit  k 
s,  on  obtiendra 

PsPv=-^^(QxQ,r-Q»)=^^iRxRy-Rn)\ 

A'oh,  en  remettant  x  +  ff  k  z  et  ayant  ^rd  aux  relations  (^.' 


(22) 


.QxQy~PxPyRx+y=  Qx+y, 
)RxRy-e*PxPyQx+y=Rx+y , 


[RxRyR,+y-d*QxQyQx+y=i; 
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§.  IV. 

Relation  eotre  les  variables    et  ies  raodules    de  deux 
foiictions  circulaires  du  second  ordre  dont  le  rapport 

est  constant. 

En  posant 

CS)    j'^^*'*'?^^*  *'**''   Qy>,c,  =  ß5Px,e,   Äy„c,=y5  0*,c, 

il  sagK  de  d^termiDer  yt  en  fonction  de  a?,  et  «ft»  &,  yk,  Ck  en 
fonction  de  c. 

Comme  on  a 
il  s'en  fiuit 

SxPg^9i^^Qyj,cj.Ryj^Cjpxffk,   ^xQyj^cj^=^Ryj^c^^Pyj^e^x^ky 

^*'^k,^k-'^\Pyk,^k^yk,^k^'yk  5 

et»  en  faisaot,  pour  abri^ger, 

OD  en  deduira,  au  moyeu  des  equatioos  (1),  (2),  (3) : 

(S) 
/      ___    Ox   ft  , ^*   '!^i  «a    ^^   •  ß«         1     ya 

P  ftya         72  «a        .C8*«3A'  '^^         /?4y4         y4«4      c\u^ß^' 

d'ou  Ton  voit,  que  ^k  est  ind^pendante  de  x^  de  sorte  qu'on  aura 

26» 
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(6)  tfk=in,a!  +  Sk, 

3i  Mmt  constante  par  rapport  ä  x.  Ed  i)renant  donc  respectiw- 
ment  x=0,  x=x,  x=c  dans  les  tfqnations  (l),  (2),  (3),  et  en 
obserrant,  qu'on  a  trouvö,  (2),  (9),  (13),  $.  III. 

P,=  i,     Qr=0.        i?r=6, 
Pa=l,       Ö«=A.  Äa=0, 

il  viendra 

'^ef„c,=0,    Qrt^,c,=h,    Äcf»,c.=ya, 

'^*«^+<^«,c»  =0,    Q/i4*+cf„o»  =/'4»     Ä^.«^+<^«,c«  =y4*- 

tfqaations^  auxquelles  on  satisfait  en  faisant 

(7)      Äi=0.   ^2=ö>   ^8=— f*3^>   ^4=— 1*4^^»   ^6=— ^ö<^»  ^6=— f*«<^; 

ce  qui  donnera 

iyi=i*  ya=i»  y3=i>     y*=6'  ^»=6"'  ^«"^^ 

Les  constantes  ßk,  yk  ätant  aiosi  df^teriniD^eSy  les  ^quations 
(6)  se  räduiront  ä 

1       c«  1  ^111 

cM  6    1  .  .1        c«     1 

_Ä61_il  _6         »1  61 

d'oü  i'on  tire 
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C*  1 

A  A  *  * 

Ces  äquations   d^terminant  les  constantes  ak  et  cit  au  signe  pres« 
on  pourra  eii  cboisir  k  volonte.     Nous  posous  parsuite 

l«i=:l,  aa=c„  «3=-Ä  »  «4=— i»  «5=^  «6  =  r' 


l«i=:I,  a^^ci,  «3=-^  »  «4=— 1»  «5=^  «6  =  5- • 
<  l  6  ci  1  . 


Ed  eliminant  yt*  ak,  ßk,  yk,  Ck  ä  Faide  des  öquations  (6),  (7), 
(%  (9),  les  equations  (l),  (2),  (3)  se  reduiront  ä 

(10)  Pj.^__c  =  Pj-^c»       ©*,-•«=  Q*,c,      Rjf— 6=  RxpCf 

(11)  '*«r,l  =  *'*'>«'       ^c*.>  =  *'■«'       '*«.!  =  <?'•«• 

(12)    I  "  ^ 

6  6  Ä 


*  »  » 

1  Cl 

^iV-tf),6^y'^''*'»  öi(*-a),>=J-Q*,c,  Riix-ahk  =  cPx,c. 

Les  formules  (10)  fönt  voir,  que  les  fonctions  P,  Q,  R  ne 
chanseront  pas  en  remplagant  le  module  c  par  — c.  Au  moyen 
des  formules  (11)  on  passe  d'un  moduie  c  införieur  ä  Tunite   au 

1 
moduie  reciproque  —  superieur  k  Tunitä.    II  suflra  donc    de  con- 

server  des  formules  (12)  et  (13)  les  trois  premiöres  ou  les  trois 
dernieres,  puisqu'on  en  deduit  les  autres  a  l'aide  des  formules 
(11).     En  conservant  les  trois  dernieres  on  en  tire 
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*  *  '* 

^1  ci 

ou,  fluivant  les  ^quations  (10)  et  (12),  §.  lli.  - 

(»s)  '^..r^fc  ö»4=fe'  *-•?=£' 

jP  *  1  ß 

(16)     Pix,b  =  izrr^»      Qw,*=7T"  »      Rix,h=Q—' 

HX,C  HX,C  ^Xyt  . 

Les  formules  (15)  serviront  k  la  reduction  des  fonetions  cir- 
culaires  du  second  ordre  ä  niodüle  imaginaire,  et  les  formules  (16) 
a  la  reduction  des  m^mes  fonetions  ä  variable  imaginaire. 

Ajoutons,  que,   par  suite  des  relations 
jointes  aux  formules  (10)  et  (V2),  §.  III.  on  trouvera  ais^ment 

=  ^7  (ß\-Ä5;)=capaj,Äs/^'-Ä'y)=Äi;(j-p^)' 


et 


^-p£,='R^^J^^^+''-'^'+'^  =  l^^*^y*''-^'+'^ 


donc  on  aura 


(«\~e*x)  -  p^iQ»J^'~^^^-w.v~  p»v '' 


'-S=«.'('-^)=«'-(^). 


ou 


<m  i-.t,(.-ft)=-e-.4.-S2i) 

et 
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(18)  ,_^-,       ^x+r~,       ÄV+£ 

Or  des  formoiea  (II),  (12).  (13)  od  dtfduit 


SÜI 


; 


*+•   '*».>.i   '*'"» 


donc  U  viendra>  eu  ögard  aux  formales  (18) , 


(19) 


'*•-,!  i"^.  »  ^^ 


£i       1 • 

'       A  iP*       1 


1 1      1 ^       , '^ 
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§.  V. 

Relation   entre  les    fonctious    circulaires    du   second 

ordre  par  rappoi^  aune  variable  x  et  entre  les  meines 

fonctions  prises  par  rapport  k  un  multiple  de  x. 

En  Terta  des  formules  (8),  (15),  (16)  §.  HL  on  a 

PsQyRy+PyQxRx 
L         _^RxRy^c'PxPyQxQy 

En  y  joignant  les  ^quations  (7) 
(2)  Pj^—P-x.  Qx=Q-x,  Rx=R-x, 

il  viendra;  en  substituant  —y  k  y^ 


Px—y ' 


(3) 


]  _Q^Qy  +  PxPyRxRy 

f_         _RxRy+C^PxPyQxQy . 


d'oü 


(4) 


/*,+,  +  /'«-»  —  -«  l_c«/M^j,«  ' 

En  prenant  x=y,  et  en  observaut,  qn'on  a 
(5)  Po=0.    «o=t.    i?o=i. 

on  trouvera 
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f»        -  g       ^»'      _| . 

puls,  en  ayant  ^gard  aax  relations 

(7)  Q«.=l--Px*,    i2s«=l-c»/»„ 

H  s'en  suivra 

W     Wax-       l_cap,4  — ' 

En  substitnant  ensaite  2x  k  x  et  x  k  y,  on  tirera  des  forma- 
les (4) 

p    4.  p_o3£9£«5_ 
%»  +  ««-- SjII^j^p^a, 

Kjx  +  Kx-  ■«  i_capajj,p,a  ' 
d'oü,  ^liminaDt  Pix.  Q^,  R^  par  les  formales  (8), 

«    _«    i        4Q'xJg'x(l-caPx*)  J 

/'s«—*'*  j(l_c«/>,4)a_4cap,4Q,a/2,a— ^(  • 

o    _n  |2(l-2P«x+c»Px*)(l-c'/'x^)    J 
Vax— Vx  j  (i__cap,4)*_4<j.p,4Q,aj?,«      'j  ' 

«    _p  t2(l-2c«PxHCPx*)(l-c»/»,?)     .{. 

«SX.Kx  j     (l_c«p,4)t_4c«p,4Q,«/J,9    -*)  ' 

ou,  en  ayant  ögard  au  relations  (7), 
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'^"~  *^'  t  -6c«P,*+4<j«  (l+c«)P,«-3c«P,«' 

(Q)   Jo    -  o  1-4P,« +6<i«P,«-4c«P^«+c«P,' 
w  <v»'-«'l_6c!»p,4+4c»(l+c«)P,'S;:=3?P,»' 

1 1?    _  B  l-4c«PxHfe'Px*-4<!»Px''H-c*P»» 
•'  ~  "'  l-6c«P,*  +  4c»(l+c»)P,«-8c*P,«  * 

KemplafODS  encore  x  par  2«  dans  les  fonaulea  (6) ;  il  Tiendn 

d'oü,  ä  l'aide  des  formules  (8) , 

(10) 

/ja      APaB  (l-2ft'+<='ft*) (l-2c»P«Hc«P.*) (l-c«P««) 
l  *V=*^»<?'«' (l-c«P,*)*-löc«P,^ö**Ä.* 

n       »(l-2PxHc«P.*)'(l-c«P,4)'    , 

««.-  /  (l_c«P,4)t_16cap,4Q,4ß,4       '  ' 


ß   _»(l-2c'/*«Hc«P.*Kl-c»P.y    , 

«*»— ^    (1— C«P,4)4-16<!»P,*Q?E?'       *■ 


Sans  qa'on  ait  besoin  de  d^velopper  les  tepressions  conteoues 
dans  les  seconds  raerobres  de  ces  equations,  on  reconnaitra,  que 
P'tx,  Q^txt  i2*4x  peoT^Dt  £tre  repräsent^es  par  des  fonctions  ra- 
tionelles et  fractionnaires  par  rapport  &  P«'.  On  sera  donc  con« 
dnit  h  supposer  par  Induction,  qu  on  saura  satisfair«  auz  ^aatioos 


(11)    Ptu^j^t      <Ä«=g-.    Ii»*=-jj~t 

en  dtoignant  par  A'n,  B*»,  Ca,  />*«  des  fonctions   entiöres  par 
lapport  a  Px*,  et  par    n  un  nombre  entier  et  positif. 

En  uomparant  les  equatioas  (6),  (8),  (10)  aux  öquations  prtf- 
cedentes,  on  conclara,  que  3=2^—1  sera  U  deicrtf  de  A^, 
4=2>  celui  de  D^~.  9=3>  ceiui  de  A^*.  8^=3*— 1  ceiui  de 
/>,<,  15  =  4^—1  Gefni  de  At*.  16  =  4«  celui  de  iV:  et  on  sap- 
posera  par* induction,  que  n'— 1  et  n*  seront  les  degrte  de  il«* 
et  Difl,  lorsaue  n  d^signe  un  nombre  pair,  et  que  n'  et  n* — 1  seront 
lea  degräs  ae  At^  et  !>*«,  lorsque  n  d^signe  un  nombre  impair. 
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AHöns  Gonfiniidr  ces  suppositions,  en  *ilöioontratit,  qtt'dles 
seront  verifi^es  ponr  le  nombre  iii-|-2^  lorsqa'on  les  suppose  tt- 
actes  pour  les  nombres  m  et  m-fl. 

On  a  trouT^,  (18)  §.  lU., 

en  subfitituant  C^n-f  1)^  k  x^ei  an  h  y,  il  viendra 

dToü,  en  vertu  des  ^quatioos  (11), 

De  plas,  en  concevant,  gue  Am,  Am-{i,  Dm»  Dm\\  soient  des 
Ibttctions  d^termin^es  d'apr^s  les  touppositioifs  faites  ei-dessos»  on 
disposem  de  Am-{^%  «i  ^m+i  de  maniere  qa*on  ait 

Am\^  Am^=  A^m^i  —  P**iD*m+i  , 

Dans  le  cas,  oü  m  designe  an  nombre  pair,  m-{-\  sera 
iropair :  done  Al^m^i  et  D^m^i  repr^senteront  des  fonctions  entieres 
par  rapport  ä  P^x  du  degrä  (m+1)*  et  (m+1)* — 1;  d'oü  il  suit« 
en  Tertu  des  ^<]^uations  precedentes,  que  Aw^  Am  et  Dm^^Dm 
seront  des  fonctions  entleres  par  rapport  ä  P^x  du  degrä  (m-fl)* 
et  (m+l)*+l,  ou  AP'tn^A^m  et  D^mi^l^m  du  degrö  2(m  +  l)« 
et  2(m+\)^+2.  Or,  dans  te  eas  A^m  et  D^m  ötant  du  degrö 
nfl — 1  et  m^,  il  s*en  suit  que  A^m^2  ^^ra  du  degrä 

2(iw+ I)«-(7na— l)=:(m  +  2)«— 1 

et  /)»m+2  ^ö  degr^ 

'2(m  + 1)«  +  2— m«= (m  +  2)« 

Dans  Tautre  cas,  oü  m  designe  un  nombre  Impair,  m  +  l  sera 

!)air,  et  par  suite  A^mu  «^  ^»»+i  seront  du  deare  (m+1)^— 1  et 
w+1)^  puis  Am^^Am  tt  Dm^fiDm  du  degrö  (iii  +  l)«+l  et 
(m+l)«,  ou  A^m^  A^ni  et  D^m^^ilPm  do  degr<5  2(m+l)*+2  et 
2(m+t)*;  Or,  dans  ce  cas  A^m  et  D^m  ^tant  du  degr*  m«  et 
m*—l,  il  s'en  suit  que  A^m^2  sera  du  degre  (m+2)*et  />«m+«  du 
degr6  (m+2)«— 1. 

I 
On  voit  que  dans  Tun  et  Tautre  cas  A^m^^  et  /^mi^  seront 
des  fonctions  entiöres  par  r^ipport  a  P^x»  et  que  lear  dear^  se 
di^duit  de  celui  de  A^m  et  D^m  en  changeant  m  en  in-|-2.    D  apres 
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0 

ce  qa'oD  vieot   de  dire  les  suppositions  faites  subsisteront  par 
cons^quent  pour  tout  nombre  entier  et  positif  n. 


On  satisfera  donc  ä  l'^quation 

p  -^ 

en  d^signant  par  A^n  et  D*n  des  fonctions  entieres  par  rapport  k 
P*x  du  degr*  n*— 1  et  «',  lorsque  »  est  pair,  et  du  degre  «'  et 
n*— 1,  lorsque  n  «st  impair. 

Plus  göneralement,  l'expression 


eo  supposant  y  ei  z  iodöperdantes  de  o;,  pourra  4tre  repr<^seotte 

Sar  le  rapport  de  deux  fonctioos   entieres  de  JP^x  du  'degre  n'; 
e  maniere  que,  si  pour  abreger  on  fait 


(12)  np/j»=  JT  /p=^A/i...  A-1 , 

on  aura 

1      ^  1      jPfl 

(13)  —p^  =  ^p^^—p^7^' 

donc  il  restera  ä  trouTer  les  racines  Mp,q  et  Np,q,  pour  que  la 
relation  entre  Pnx  et  P^  soit  entierement,  d^termin^e. 

Rappeions  nous  pour  cela  les  forroules  (10)  et  (12)  du  §.  III., 
savoir: 

*'*+e-cP,'    «'+f-^:^'    «*+f-TP,' 
lÄ,       _  6    1       _  ..P, 

'^'+''=007'    ^'+"=50;'   ^'+''=*'ö;* 

O  P  1 

d'oü  Ton  döduit 
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Px^^=  —  Pxy  Qx^2c=Qx,  Äx+«a=  — Ä*, 
Pjr+2T= — Px,  Q*+2t= — Qx*  Rx-^2t=^Rx» 

La  fonction  P«?  restera  doDC  la  mdme,  lorsque  a;  se  change 
en  x+2q,  ou  en  ar  +  2(j,  ou  en  x+2x,  et,  par  suite,  il  en  sera 
de  mdme,  lorsque  x  se  change  en  x+2pQ-\-2qa'\-''}rr,  p,  g,  r 
^tant  des  nombres  entiers. 


Maintenapt  le  premier  membre  de  r^quation  (13)  s'övanouira 

t  que  Py*  sera  ane  ra  '       ' 

roembre  restera  ie  m 

ny  +  2pQ  +  2qa+2rü, 


poür  j:=y;  d*oü  11  soit  que  Py^  sera  ane  raciue  du  secood  mem« 
Dre.  Mais  le  premier  roembre  restera  le  m^me»  lorsque  ny.se 
change  en 


ou  y  en 


.2»        '2q       2r 


done   les   autres   racines    dusecond  membre    seront   comprises 
dans  Fexpression 


ou,  simplement. 


^y^%^^a+^r, 


^y^^t+%, 


puisqudn  a 

(16)  6=t  +  Q. 

Ajoutons  que,  pour  avoir  les  racines  distinctes,  il  suffira  d'attri- 
buer  k  p  eiq  successivetnent  les  Taleurs  0^  1,  %,,.,  n  —  l,  puis- 
que  tout  autre  nombre  donnera»  en  vertu  des  formules  (15),  des 
racines  Egales  aux  pr^cödentes.    On  pourra  donc  poser 


On  trouvera  pareillement  Np,q^  en  permutant  y  et  x,   en   sorte 
qu'on  ait 

L'öquation  (13^  se  r<&duira  par  cons^quent  k 
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n        n* 

RemarquoQS  encore  que,  lörsque  la  fonction  f^,^  jpuit   de   la 
propriet^  de  rester  la  m^me  si  q  se  change  en  q+n,  on  aora 

n  n 

(18)  i7,  ^p,,=  ily /p,9+r 

pour  toat  nombre  entier  r,  et  par  suite  ausMi  si  r=:p.     Doiic   on 
aura 

(19)  4  n^tp^g^hp  Jt,/p,ph; 

ce  qoi  permet  de  substituer  ä   la  formule  (17),  en  ayant  '^gard 
aax  ^quations  (15)  et  (16), 

(20)  — ^=  UpH,  — i«; =  JI,  fl,  jl^^^^ • 

n  ^    «  «        n 

En  faisant  2=~  p,  et  observant  que  -^-=0,  oii  döduit  de  la 
formule  (17) 

Pais,  en  faisant  successiveraent 
en  observant  que 
et  posant 
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\\  viendra 

'"«=^,»     «■«=:^,'    ^^-ßf^' 

ou  bien 

(23)         P„=^.  OM=g;.  A-=ä. 

•n  supposant  que  An$  Bny  Cn*  Du  se  räduisent  äiM,  l,  1, 1  pour 

{.  VI.    TransformatioD    du   modale. 
Od  a  trouvö  daiw  le  $.  pröcädent  que  rezpreasion 

en  supposaot  y  et  z  ind^peDdantes  de  x,  pourra  ^tre  repr^aent^e 

Sar  le  rapport  de  deiix  fonctions  entiöres  de  P^x  dn  degr^  n\ 
\n  obtient  un  autre  ^none^  de  ce  th^er^me,  en  posaat»  oue  cette 
ezpression  p<mrra  ^tre  repr^sent^e  par  le  rapport  de  aeux  fon- 
ctions  entieres  de  g)«*  du  degr^  n »  tp»^  ^ant  elle-m^me  le  rapport 
de  deux  fonctions  eoti^res  de  Ps^  du  degrä  n. 

Ed  approfondissant  ce  r^sultat  on  sera  conduit  ä  coDsidt^rer 
h  fouction  ^«  d^terniin^  par  röquation 

(1)  ips^hpP  «p^ 
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ayaDt  pos^,  comme  ci-dessus, 

n  |i=n 

(2)  np/,=  /?/',= /o/i/j ....  /-^i . 

On  aora  par  suite 

a  »  n 

et 

mais  on  a,  (15)^  §.  V. 

(3)  P,+2r=-P*: 

donc  il  suivra 

n 

Puis^  comme  de  r^quation  (2)  on  tire 
et 

•=n  ]»=n 

on  d^duit  de  Föquation  (1),  non  seulement 


mais  encore 


ou,  suivant  la  formule  (3), 


'P'  =  '*''l''s+VS=ßr, 


i>'=p''!Ei-^'-^^^ 


II  viendra  par  suite 
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ou,  en  vertu  de  la  formale  (19),  $.  III. 

(5)  vV=P»x2''^,  -'     J>:      •  • 

La  fonctioD  9>S  reprösentera  donc  une  fonctioo  fractioanaire 
par  rapport  k  P^x,  dont  le  numerateor  sera  du  degr^  n  et  le 
dlhKHDinatettr  do  degr^  n-^h  Onpourradire  autantderexpression 

dont  le  d^nommateur  sera  le  m^me  qoe  celul  de  tp^s;  et,  <;omme 
cette  expressioD  s'^vanouit  ^videmment  poür  x=y,  il  en  sera  de 

m^me  poor  x=ojf'{--^r,    en    vertu  de  la  relation  (4);    de  Sorte 

qu'oo  aura 


(6)         l-^;=n,___. 


"« 


'^^-tr 


d'oü 


.^=ä"'"^' 


puis 


9>**_  j.  ^> 


Thtil  XVI.  27 
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ou»  suivant  la  formule  (20),  $.  V. 


V*. 


Vojci  la  formale  par  laquelle  TexpressioD  dans  le  premier 
merobre  sera  r^duite  k  une  fonction  fractionnaire  de  (p\  du  degrö 
tii^x  ^tant  elle-mdme  une  fonction  fractionnaire  deP^x  du  derart  n. 
U  sera  parsuite  interessant  d'entrer  en  detail  sur  la  natiire  de  ta 
fonction  q>x» 

En  difförentiant  par  rapjport  .ä  a  les  deux  membre«  de  r^qna- 
tion  (5)  on  prouvera«  que  j  *  'l  repr^sentera  une  fonction  fraction- 
naire par  rapport  k  P^g,  dont  on  döterminera  les  racines  k  Talde 
de  r^quation  (6) »  en  divisant  les  deux  membres  par  y-^x»  et  en 
posant  y=a;.  Toutefois  11  sera  ä  preftfrer  de  pärvenir  k  Texprea- 
sion  cberchee  de  dx^ps  par  une  m^thode  directe«  surtout,  puls- 
qü'elle  exige  la  connaissance  de  quelques  formules  remarquables, 
qae  neos  allons  ^tablir. 

D*abord  on  a 
(l»,4^/»,)(/»,_,-/»,)=/»,+,P».-,-/»^i»«,+,+J"x-,)+i»*,; 
et,  comme  des  formules  (1) ,  (3)  dd  "§.  V<  ob  deduit 

/».+,  +  /».-,-  i (l-c»/»./^)> ' 

et  des  formales  (18)  dn  §.  HI. 

il  riendra 

pois,  ayant  ^gard  k  reqaafion 

e»,Ä«,=l~(l+c«)/»,  +  «»/>•„ 
il  s'en  suivra'' 
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=-2P«,/»s,{Q»j,Ä»j,+l_(H-c«)Paj,+e»P*y) 

+  /**,{  l-2c»/»*j,  +  c«/»,! 

d'oü,  en- vertu  4es  formales  (6)  et  (14),  §.  V. 

Ensoite  od  däduit  des  formules  (1)  et  (3)  du  §.  V. 
d*oü 

et  par  ^ite 
Mais  de  röquation 


on  tire 


2T' 
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* 

pais 

Ps^^Px-ty  (1-  C«P«,+«/»j,)  (l-C«/>»x_y/»,) 

_  (/»«4^-P'»)(P'«-»-/»»)    , 
ce  qui  changera  r^qaatioD  pr^c^eote  en 

Au  moyen  de  la  formule  (8)  on  en  dMuit 

vr  pi)  V-  p^:^)  \}~  p^) 

_        A        P'x  yPx+yPx-yQx+yQx-nRx+sRx-y 

—  V-P»y+^J  P^y  Q>y  H^y  ' 

ou,  saivant  les  formules  (19)  da  §.  III., 

Cette  formule  conduit  ä  une  semblable  pour  la  foootion  9>x. 
En  effet,  comme  on  a  P*x  =  jP*-«,  et  parsaite^  en  vertu  de 
requation  (5)^  qflx^^q>^^x9  on  döduit  de  leqiiation  (6)^  non  seu- 
lement 


mais  encore 
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]: 


™«— «B-^I 


Si  donc,  pour  abr^ger,  on  pose 

<•«>  •=0-Ä)('-5fe)('-Ä)' 

il  vieiidra 


<»=IT, 


ou  fiuivant  la  formule  (9), 


a>=i7, 


c-^;je-Ä..jc-^:...,X"H..J 


Puls,  ayant  egard  ä  iöquation  (11),  §.  III.,  savoir 


on  aura 


fi  tt  •  " 

ce  qiii  cbange  la  pr^cMonte  en 

®=iTp = 


(-^-y 


Hl 

Mais  on  a,  en  g^neral, 
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doHC  Oll  pourra  sobstKuer  k  la  präcedente 
on  enfin,  snivant  les  ^nätions  (6)  et  (18) , 


(11); 


Cette  formale  ^tant  stabile,  il  De  sera  pas  difficile  de  trouver 
Texpression  cherchöe  de  dxg>x*  Pour  y  parvenir  il  sufBra  de  la 
mettre  sous  la  forme 

et  de  poser  y=zs=zO.    En  effet,  comme  on  a 

Ts         ""       112« — ö*9>'«==29>«8*9>*/ 

OD  toovera 

.  puis^  en  posabt 

(12)  1»=-^', 

d'oü  aussi 
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Hz 


.Vv 


»t  obaarrant  qa"il  snit  de  l'^aation  (1) 

1 


ä  cause  de 


la  prtfctfdente  se  räduira  k 


9^ 


<»'">•="•('-©('- ^;5) 


Maintenant  solent 


(18)  t'«=l-^,     to'«=1-^    , 

et  fixoD8  la  d^terminatioD  de  t*,  %b'  en  ajoutant»  que  v*  et  to'  se 
reduisent  ä  1  poor  ;r=:0»  ce  aui  donne  ^«=0;  alors,  en  obser; 
▼ant,  qa*on^  tire  de  l*quation  (12) 

OD  aara,  non  seulement 

(8^,«)=fl»t>«to'», 
maiseitcote 

(14)  a«9«s=£foV, 

Soient  de  pias 

(15)  if=g>T,    *=:^ 


Vi' 


d'oü 


les  ^qnationa  (13)  se  rMniront  i 
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et  en  faisant 

(16)  «'ag, 

on  aora 

(17)  ©'•=1-«'»,    lo'^s:!— AV«, 

tandis  que  F^quation  (14)  se  cbangera  en 

Si  ensuite  od  d^sigoe  par  m  nne  fonction  de  x  determiiM^  par 
l'öqaation 

ou  par 

.   (t8)  «ÄÖor. 

ayant  fait  ,  , 

oDobtiendra 

£d  combinant  celle-ci  aux  öquations  (17)  od  aura  par  cons^quent 

taodis  qae  u',  v',  to' sont  li^es  k  la  cooditioD  de  dev^nir  0»  1,  1 

Sour  ^=0»  ou»  ce  qui  revieDt  au  m^me,  pour  io=0.    D'apr^  la 
^finitioD  pos^e  pourles  foactions  eirculaires  du  eecond  ordre  od 
aura  douc 

a'=:P«,i,  u'=Q«,t,  fo'=Äö,,t, 

oa,  auivant  F^uation  (18): 

tt'rrPe*,*,    i>'=Qa»,*,    io'=Äe,,*. 

En  vertu  de  l'^quation  (16)  od  a  par  suite 

(20)  ^x=KPex^k;  •    .; 
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et  en  voift  q«*  Ja  ImicHob  fractfeanaiie  par Mppart  äF*»  dMgnte  pat. 
ipg  «t  iotrodutte  daua  ie  commeDoement  de  ce  paragraphe,  seia 
elle-mime  proportioaelle  k  nne  fonction  circnlaire  da  second  ordre. 

En  eliminaDt  gt,  des  ^aations  (I),  (6),  (7),  (12)  et  (15),  k 
l'tiie  de  la  pr^cädente»  oq  trouvera 


(21) 


Pe.^-j^hP,4*Sr. 


(22) 


(23) 


(24) 


1— 


/». 


l^^£i=Ä. 


^^r 


p'op.r"',  p^ 


1- 


i». 


1     ^^M 


n 


Pttis,  commie  od  a 


et 


P* 


=  dtPe^=  QqI^O  =  1  * 


_^H-?2±i'-^S^r' 


il  viendra 
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Arne  apräs  avotrdätomioö  X  et  H  par  lw^«|vaii«9<9^  et(9S), 
OD  trouvera  k  et  6,  eu^^gard  äM^'^aatioa  (19)»  par*le8  auifaates 

(26)  ifc=:€»iP,  Ö=r"g. 

U  est  bon  d'observer  que,  la  valeur  de  Pt^\  ^tant  compriae  en- 

tre  Q  eil,  K  sera  iurd^rienr  ä  1.     On  aiira  par  auite  k<,€^\  et 
on  ?oit  qoe  plus  n  sera  grand  plas  k  sera  au  dessoas  de  c. 

Remarqaons  qa'on  tire  de  la  formnle  (21) 

OQ,  aeloo  les  äqnations  (24)  et  (26),       .     . 

(27)  P,,^=l,  P,^^,,=4. 

Si  donc  on  fait  saccessivement 

dans  la  fonnule  (22)»  et  qa'on  pose,  poor  abN§ger, 
on  trouvera»  eii  observant  qne 
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'*«'»*=£«.'   ©*<»M=^'  *^M=g2,' 


oa  bien 


3Iit  J&n  (Ell 

(29)         '^^'''^si'  ^^''*'^»;'  *ö«.*=^* 

en  supposant  qne  Hn,  Sm»  Cn»  t^»  se  rednisdeDi  ä  ^s,  1,  1,  1 
pour  ^•=£=0. 

Par  ces  formales  on  passe  du  module  c  ä^uD  module  £  infe- 
rieur  k  c.  U  restera  k  redulre  les  seconds  membres  des  ^qua- 
tions  (28)  ä  des  fermes  qnarröes;  m^s  pour  cela  il  faut  di&tinguer 
les  cas  oü  n  sera  pait  et  unpair.  C'est  ce  que  oous  ferons  dans 
HD  autre  memoire. 

RemarquoDs  encore,  qu'en  jsttribuant  ä  Bx  des  valeurs  positi- 
ves,  et  en  faisant  Tarier  ßx  depuis  z^ro  par  degr^s  insensibles^ 
la  valeur  de  Q$x,k  restera  positive,  ea  verid  des  prinotpes  ätabUs 
dans  le  $.  IL,  et  eile  ne  s'evanouira  que  lorsque  6x=Tk.  De 
l'autre  cot^,  il  suit  des  formales  (2S)  et  (29),  que  la  valeur  de 
Qexfis   restera  positive   en    faisant    varier    x  depuis    0    jusqu^ä 

—  >    valeur  de  m   pour  laquelle  Qdx,k  s'evanouit  de  m^me.    Les 
'deuz  llmites  n  et  9-  seront  donc  les  m^mes,  et  on  aura 

n 

ou 

(30)  6tc=nzk. 

Pareiilement,  en  attribuant  k  6x  des  valeur?  imaginaires ,  et  en 
faisant  varier  6x  depuis  0  pär  degräs  insensibles,  la  valeur  de 
Qexyk  restera  positive  et  ne  deviendra  ögale  a  oo  que  lorsque 
6x=^Qk.  De  Tautre  cotä,  il  suit  des  formules  (28)  et  f29),  quen 
faisant  passer  x  par  Timaginaire  depuis  0  jusqu'ä  p,  la  valeur  de 
Qex,k  restera  positive  et  n'attelndra  Tinfint  que  pour  la  vdeur  q 
de  X.  Les  deuz  limites  Qk  et  6q  seront  donc  les  m^mes,  et  on 
aura 

SQ=Qk, 
ou 

(31)  Sifc^Qk. 
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Puis,  en  observant  qoe  <y=T-fo,  on  tire  des  ^quations  (30) 
et  (31) 

(32)  ecc=Qkl-ntk,  <yt=ö(^c+~), 

et  encore»  par  l'ölimioatioii  de  6, 

(33)  ^=:i|5,     ^=n^. 

^     ^  Qc         Qk        tk  Qk 

Enfin,  comme  on  a»  suivant  Tequation  (5),  §».  II., 

en  determinant  6  par  les  ^quations 
^  (34)  6  =  öc,    S„«=l-i^,    5o  =  l> 

on  aora  pareiUement 

en  determinant  h  par  r^qnation 

(35)  A=5fc: 

donc  il  sera  permis  de  substitueT  aux  ^quations  (31)  et  (33) 

« 

^    ''  -t»       TÄ      n       Tft 
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AuflSsuntrder  greometrlscheii  Aiif^abe: 
Durch  xwei  gegehene  Punkte  einen 
Kreis  zu  beschreiben,  der  einen  gpe- 
trehenen  Kreis  so  schneidet,  dass  die 
beiden  gremeinschaftlichen  Seltnen 
einer  greflrebenen  Gieraden  irleich 
werden. 

Von 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boyman, 

^  OjrmnMlalletarer  su  C«bl«aB. 


'  Es  seien  (Taf.  IX.  Fie.  1.)  A  nnd  B  die  beiden  geKebeoen 
Punkte,  DEFG  der  gegebene  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  C,  und 
m  die  gegebene  gerade  Linie,  welcher  die  gemeinschaftliche  Sehne 
gleich  werden  soll. 

Beschreibt  map  durch  die  gegebenen  Punkte  A  und  B  einen 
beliebigen  Kreis,  welcher  den  gegebenen  Kreis  (C)  in  zwei  Punk- 
ten D  und  E  schneide,  verbindet'^  mit  B  und  D  mit  E^  und 
verlängert  AB  und  DE  bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkt  P,  so 
ist  nadi  einem   bekannten  Satze: 

PAxPß^PDxPE    .    .    .    (l) 

Zieht  man  nun  von  P  eine  beliebige  Sekante  PN  durch  den  ge- 
gebenen Kreis,  so  ist  ebenso 

PNxPM=PDxPE.    ...    (2) 

Aus  (I)  und  (2)  ergibt  sich : 

PAxPB=PNxPM.    ...    (3) 
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Die  Punkte  M  und  JV,  in  welchen  die  Sekante  den  begebenen 
Kreis  schneidet ,  liegen  folglich  mit  den  gegebenen  Punkten  A 
und  B  jedesmal  auf  einer  l^eislinie. 

Legt  man  nun  eine  Sehne  FG=m  in  den  gegebenen  Kreis, 
beschreibt  ferner  mit  dem  Abstände  CH  derselben  vom  Mittel- 
punkt einen  Hülfskreis  und  zieht  endlich  an  diesen  Hulfskreis  vom 
Punkte  P  aus  die  Tangenten  PK  und  PK\  welche  den  gegebenen 
Kreis  In  den  Punkten  üf  und  N,  resp.  in  den  Punkten  M*  und 
N^  schneiden,  so  sind  ÄBMN  und  ÄßM'N'  zw.ei  Kreise  (und 
zwar  die  einzigen)  von  der  verlangten  Eigenschaft ,  und  die  Durch- 
schnittspunkte O  und  CK  der  in  der  Mitto  von  AB  und  JUN,  resp. 
von  Ab  und  JU'N',  errichteten  Senkrechten  ihre  Mittelpunkte. 

Denn  nach  (3)  liegen  die  Punkte  A,  B,  li/,  iV,  so  wie  die 
Punkte  A,  B,  Xt,  N*,  je  auf  der  Peripherie  eliiea  Kreise«;  aueh 
ist  dje  diesen  Kreisen  mit  dem  gegebenen  Kreise  gen^einsc)iaft- 
llche  Sehne  MN,  resp.  M'N',  wegen  gleichen  Abstandes  vom  Mit« 
telponkte«  der  Sehne  FG»  folglich  de?  gei^beneo  Gerade^  m  gt^h* 


Ist  die  Gerade,  welcher  die  gemeinschaftliche  Sehne  gleich 
sein  soll,  dem  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises  selbst  gleich, 
so  ist  ihr  Mittelpunktsabstand  Ch=0,  und  statt  dei^Hülfskreises 
und  der  beiden  Tangenten  an  denselben  hat  man  alsdann  die 
Eine  Sekante  PS  durch  den  Mittelpunkt  C,  und  also  auch  nur 
den  Einen  Kreis  ABRS,  welcher  den  gegebenen  Kreis  (C)  in 
R  und  S  so  schneidet,  dass  diese  Durchschnittspunkte  in  dem- 
selben sich  diametral  gegenüberstehen.  —  Hiermit  ist  eine  ein- 
fache Auflösung  einer  m  dem  Aufsatze  Nr.  ViU.  Theil  XV.  be- 
handelten Aufgabe  gegeben,  nämlich  der  von  dem  Herrn  Heraus- 
geber des  Arcnivs  gestellten  Aufgabe: 

„Durch  zwei  gegebene  Punkte  einen  Kreis  zu  sie- 
chen, der  einen  anderen,  gegebenen  Kreis  in  den  En.d- 
„punkten  desselben  Durcnmessers  dieses  gegebenen 
„Kreises  schneidet^' 


Wird  die  gegebene  Gerade  Null,  so  föllt  obiger  Hülfskreis 
mit  dem  gegebenen  Kreise  (C)  zusammen,  an  welchen  man  nyn^ 
die  Tangenten  PT  und  PT'  zu  ziehen  hat,  um  als  verlangten 
Kreis  einen  der  Kreise  ABT  oder  J^BP  ^u  erhalten.  —  Dies  ist 
aber  die  bekannte  Aufgabe: 

„Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  einen  ge- 
„gebenen  Kreis  von  Aussen  berührt  und  durch  zwei 
„ausserhalb  desselben  gegebene  Punkte  geht.'' 
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HTeue  FormelB  zur  independenten  Be- 

stimmiiiitr  der  Sekanten-  und  Tanfren- 

tenkoeffizienfen. 

Von  dem 

H^rrn  Professor  Dr.  O.  Schi o milch 

za  Dretden. 


Ffir  jedes  zwischen— oi^^  und  +o^    Hegende  x  gelten   be- 
kanntlich die  Gleichungen 

tÄnx_ _ ^^.____^» 

+  1.2.i4.5.6  ^  +•;•' 

worin  Bq9  JB^,  ^^,  j?^  etc.  die  sogenannten  SekantenkoefBzien- 
ten^  Bi9  B^y  B^  etc.  die  Bernouflischen  Zahlen  bedeatenv  Setzen 
wir  zu  grosserer  Gleichförmigkeit  der  Bezeichnung 

und  nennen  entsprechend  7i,  ^3,  T^  etc.  die  Tangenfen«» 
koefizienten,  so  ist  jetzt  fllr  n»>^>-— n"«^ 
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2)        eecar=To  +  ^a*+Y-|^:F*  +  ..., 

3)       tatut=^X+y^X»+^^^j^J+ 

Die  independente  Bestimmung  der  Koeffizienten  Tq,  7\,  T^ 
7\|  etc.  veniTsacht  bekanntlich  einige  Schwierigkeiten  ^  die  m^n 
nur    durch   Einfährung   imaginärer  Grössen  umgehen  zu   kunnen 

glaubte,  wobei  das  Problem  zuletzt  auf  die  Entwickelung  der  ho- 
eren  Differentialqnotienten  von 


hinauskam  (m.  s.  u.  A.  den  Artikel  BernouUische  Zahlen  in 
den  Supplementen  zum  mathematischen  Worterbuche.)-  ISs  lausst 
sich  aber  die  Sache  viel  einlacher  ohne  imaginäre  Grossen  ab- 
machen und  man  gewinnt  dabei  Formeln,  welche  sich  vor  den 
vonLaplace,  Sc  he rk  und  mir  selbst  (in  meiner  Differenzialrech* 
nung)  mitgetheilten  durch  grössere  Einfachheit  auszeichnen. 

I.  Nach  bekannten  Lehren  ist  der  Koeffizient  Tf^  nichts  An- 
deres als  der  spezielle  Werth,  welchen  der  (2n)te  Differenzial- 
quotient^  von  seco;  ffir  xssiO  erhält,  also  nach  (Jauchy's  Be- 
zeichnung 

4)  T^n=(D^ecx){o) . 

ft  IC 

Um  diesen  zu  entwickeln  bemerken  wir,  dass  f&r  q^«^>"'  o 
die  Gleichungen 

1  1 

secxssz =' 


COM?       Vl^sinV 
=  1  +  5  sin««+  ^  sin*a?  +  jjg  sin«3?  + . 


statt  finden,    wobei    wir   die   Reihe   in    zwei   Theile  zerlegen, 
nämlich: 

i  j  1    •  «  j^  ^-3  .  4    ^       ,  1.3.6...  (2i»-l)  .  ^ 
secorss  1  +  ^  sm%-h  ^  sm*a?+....  +    2.4.6...(2«)     ®      * 

1.3.5...(2n.fl) 
+  2.4.0...  (2«+2)  ^""^  "^  + 


Denkt  man  sich  im  zwdten  Theile  für  sina?  die  bekannte  Reibe 
or  —  g-^> -h  6tc  gesetzt  und  die   Potenzirungen   ausgeführt,   so 
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würde  eine  Reihe  zum  Vorschein  kommen,  welche  mit  der 
(2it-h2)ten  Potenz  von  x  anfinge  und  überhaupt  von  der.  Form 
wftre 

jr^^+a  +  Ä;r««+4  +  K^x^^^- , 

wobei  es  auf  die  Werthe  vonÄo»  ^9  ^^^*  nicht  weiter  ankommt. 
Wenn  die  nunmehrige  Gleichung 

(2i»)mal  differenzirt  und  nach  gescbelbener  DMEerenziation  :r  =  0 
gesetzt  wird,  so  verschwindet  der  zweite  l]heil»  und  da  links  T^ 
zum  Vorschein  kdmmt,  so  ist  jetzt 

1  13      ' 

8)     3fa«  =  2  (^^«öM(o)  +  23  (^>*^in*4:)(o)  +  -.. 

.  1.3.5... (2ii—l),-^  ,  ^  : 

Zur  Ausfiibrung  der  hier  ansedeateten  Differenziationen  dient 
die  bekannte  für  jedes  ganze  positive  k  geltende  Formel 

0)    sin»jr==:^sjri[j^(2*)*— (2*)*-iCos2a?+(2*)*-aCos4^^ 

in  welcher  die  bekannte  Bezeicbnungsweise  der  BinomialkoellS- 
zienten 


m(wi-l)(m— 2)  ....(m— t— 1) 
"''^ 1:5511 

angewendet  worden  ist    Man  hat  nun  bekanntlich 

/l*"cosfMr=(— l)"fi*"<50»fw: , 
folglich 

(JO*«cos^)(o)=(-l)V*', 
mitbin  durch  (2ii)malige  Differenziation  der  Gleichung  d)  tat  x=0 

(Z)*»8ln«*«)(o) 
==  ^[--(2*)*-i2*»+(2A)t..4*M2*)*-.«*^ 

Wendet  man  diess  auf  die  Gleichung  ö)  fflr  ksszl,  2,  3,....fc 
an«  so  ist  durch  nachherige  Mnitiplication  mit  (•*-l)H-^ 

TImU  \Vl.  S8 
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+ 

Für  n=0  darf  man  diese  Formet  nicht  benutzen^  weil  ihre  Her* 
leitun^  voraussetzt^  dass  wenigstens  eine  Differenziation  gemacht 
worden  ist.  Aus  Nr.  2)  folgt  aber  flEfr  ar=0  anmittelbar  7o=I, 
und  nun  hat  man  weiter  T^,  T^,  T^  etc.  nach  der  obigen  For- 
mel; z.  B.  far  n=3 

=  16-180+225=61. 
II.    Eine  ganz  ähnliche  Rechnung  dient  zur  Bestimmang  tob 
8)  Ta»-!  =  (Z)*-itanjr)(o) . 

Man  hat  nämljch  zunächst  för   q^>^> — ^n 

ainx 

tSLDSCSS 


Vi  —  8in«ar 

1  1.3 

=  sina:  +  5"  ®*"'^  +  WJ  sm^x  + 


wobei  wiederum  die  Reihe  in  zwei  Theile  zerlegt  werden  möge, 
nämlich 

tan;r=sln;r +i«in»a:+  ^sin^x  + ..  +  al^J;];^]  alii*-i* 
.  1.3.5....(2»— 1)  .  ^,. 

Denkt  man  sich  im  zweiten  Theile  für  sinj;  seinen  Werth  ijesetzt, 
•o  erhält  man  eine  Reihe,  welche  mit  der  (2ft*f  l)teD  Potenz  von 
X  anfängt  und  daher. ist  audi 
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.     '  i:  .  .   .  1.3  .  .  .      .  1.3...(2ii— 3)  . . 

wobei  es  anf  die  Werthe  der  mit  K  bezeichneten  Koeffizienten 
nicht  weiter  ankommt.  Dorch  (2n — l)maiige  Differenziation  und 
Nullifizirqng  von  s  wird  jetzt,  da  der  zweite  Thell  verschwindet, 

»)IV-i=(i)*-».hu:)(o)  +g(Z>*-»8in»«)w)  +  J|(/)«^»«to»«)(o) 
.       .  1.3.5... (2m— 3), _^  .  .  ..  ,  V 

Andererseits  ist  nach  einer  bekannten  Formel   . 

sin«*-»»a;  ^giäK^A— l)*-isina:--(2A— l)»-s6in3ar+ ...], 
woraus  man,  unter  Rficksicht  äuf  die  Gleicbrngeik^ 
Z>*^^infta:=:  (— l)«+i|A«»-icosfu:, 

leicht  die  folgende  ableitet: 

(/)a«-isin«^Ja:)(o) 

Demzufolge  geht  die  Formel  ^9)  in  die  nachstehende  ülier: 

10)       (-l)«+i7'^_,t=  lo.!"»-» 

+  i.^F3i.l--»-3o.3«-»] 

+  ^-  ^  [5a.l««-i-5,.3*.-i+5o.6««-i] 


+ 


+  ....J:(2»-lV(2it-l)*'-i], 

welche  der  unter  Nro.  7)  Terzeicfaneten  völlig  analog  gebildet  ist} 
man  erhSlt  aus  ihr  ffir  n=l,  2,  3,  4  etc. 

TjäI,   7,02,  n==W.  IV=:272.... 

Ifierans  lassen  sich  auch  rfickwSrts  die  Bemonllischen  Zahlen  ab 
leiten,  wenn  man  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  1)  die  Form 
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giebt;  «o  findet  sieb  ohne  Mfihe: 

DI.    um  endlich  eine  Formel  zu  erhalten,   welche  T^  and 
7^-t  ungleich  angiebt,  bemerken  wir,  dass  die  Gleichung 

eeca:  +  tana: = tan  (  j  jr+ 5- jt) 

etatt  findet,  nnd  demnach  i&r  ein  ganzes  positives  m 
11)  r»=lZ>»tan(j«+j:r))(o) 

sein  moss.    Man  hat  nnn  weiter  ßlr  ;r  <  ^  » 

^     ,1       1    .  cosa: 

tan(j«+jar)=-j^::;g^ 

sTCOSor  +  sinjrcosj? -f-sin^jrcosar +  •...+ 8ln"*xcossr 
+  sin"»+ia:cosa:+8in""+*a:cosa:  + ..-., 

oder,  wenn  man  in  dem  zweiten  Theile  der  Reihe  RIt  sinjr  nnd 
cosjp  die  gleichgeltenden  Potenzenreihen  setzt: 

tan(jjr+2^) 
= cos:r  -f  sinaxos^r  -f-  sin^cosor  -f  .^  -|-  sin"*drcosjr 

wobei  es  nicht  auf  die  Werthe  der  mit  H  bezeichneten  Koeffi- 
zienten ankommt  Hieraus  ergiebt  sich  durch  mmalige  Differen- 
siation  und  nachher  ffir  a;=0  wegen  Nro.  11) 

Tm  =  (I>*cosaf)(o) + (Z>"sinjxo«r)(o) + (I>*sin*4?co«a;)(0) + -.. 
+  (I>*sin«axo«a;)(o) . 

Man  hat  aber 
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folgUcb  dnrch  nunalige  Diffeienziation 

/>H-isinM-ij;=(ifc.f-I)Z>»(8in»M<M») 
odar  «ngdcehrt 

und  midün  doich  ADwendang  auf  das  Frflb«i« 

12)      Tm  =1"  (I>-+»wii«)(o) + ^(D^Hin*x)w  +  ..... 

and  hier  lamen  sich  sSmmtliche  Differenzialqaotienten  der  Siaus- 
potenzen  auf  dieselbe  Weise  wie  frflher  entwickeln.  Geht  ntan 
auf  die  Unterscheidung  gerader  and  ungerader  m  ein,  so  findet 
man  für  m=:2n: 

13)  (-t)»7'„=l  +  i .  ^ [Zi.V^^-SoJS^i] 

+ •    . 

+  ....±(a«+l)o(2iH-l)*+»]; 
and  entsprechend  filr  tn=s3m — 1: 

14)  {-!)-+» 7'»._,  =  ^.^(5\,.2«-) 

+ 

+  i'  2==i  [(2ii).-,.2*--(2»).-,4^+... 
....±(2ii)o.(3«)«-]. 
Nach  der  iweiten  von  diesen  Formebi  ist  s.  B.  flir  ii=s3: 
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+  J.^[15.2«-6.4«+6«] 

=16— 1204-120sl6* 

Die  letzten  beiden  Formeln  für  T^  nnd  7Vn-n  scheinen  die  cJn- 
fachsten^  zu  sein,  welche  zur  independenteu  Bestimmung  flber- 
haupt  dienen  können.  Die  wirkliche  Berechnung  der  Sekanten- 
und  Tangentenkoeffizienten  wird  man  übrigens  anter  Anwendung 
rekurrirender  Formeln  jederzeit  leichter  haben  alu  nach  Irgend 
einer  independenten  Formel;  unter  den  zahlreichen  rekursiven 
Beziehuneeq,  we|qhe  man  zu  diesem  Zwecke  angeben  kann« 
scheint  ate  folgende 

i5)  I7l0  Tai — nif^  7m*e  +  9*4  7»— 4  — 1%  Tm  -4  +  .... 

'-5-' 


=sin- 


welche  gleichförmig  für  gerade  und  ungerade  m  gilt,  die  einfach- 
ste und  wohl  auch  nicht  bekannt  zu  sein.  Formell  tat  noch  die 
folgende  von  Interesse: 

16)    iTmH=nioToTm  +  miTiTm^^+m^T^T, 


in  welcher  einige  Aehnlichkett  mit  dem  Binomialtheoreme  liegt. 
Von  beiden  Rekursionsformeln  bt  übrigens  der  Beweis  so  leicnt, 
dass  ich  ihn  füglich  übergehen  kann. 
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Heber  die  sieh  nnendlicb  Tergr5sserii- 

den  und  die  sich  unendlich  TerUei- 

nernden  Carren^ 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  6.  H*  S  well  eng rebel 

»1  Utrqcht 


Ist  ons  der  Grad  n  und  die  Form  einer  gewissen  algebrai- 
schen Curve  f(a:,y)=0  völlig  unbekannt,  so  ist  uns  auch  unbe- 
kannt, welche  die  Form  sei  der  aus  der  Primitiven  durch  proallee 
Vergrosserung  oder  Verkleinerung  entstehenden  Curve.  Nur  wis- 
sen wir,  dass  —  wenn  wir  den  Cfoordinaten-Ursprung  als  im  Ver- 
grosserungs-Centrum  liegend  uns  denken,  d.  h.  in  demjenigen 
Punkte,  wovon  die  VergrOsserung  ausgeht,  und  der  daher  bei  der 
VergrOsserung  seinen  Ort  nicht  wechselt  ~  die  resultirenden  Cur- 
ven  respective  durch  die  Gleichungen 

angedeutet  werden.  Anders  dagegen  verhält  sich  die  Sache  im 
Limitfall  0=: OD,  da  alsdann  nur  ein  gewisser  Theil  der  Primiti- 
ven auf  me  Form  der  Resultirenden  Emfluss  hat,  diese  aber  vom 
gansen  fibrigen  Theil  der  Primitiven  unabhängie  ist,  so  dass  man. 


die  Primitive  f{x^)z=:0  möge  uns  übrigens  vOTUg  unbekannt  sein, 
doch  schon  die  Form  der  resultirenden  Curven 

/"(ftr,  Oy)=rO  und  f(oox,  aoy)  = 

vorhersagen  kann. 
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Betrachten  wir  erstens  die  unendliche  Verkleinernng:  Es  re* 
dacirt  sich  alsdann  der  ganze  ¥001  Coordinatenursprudg  endlich 
entfernte  ThetI  der  Primitiven  beim  Uebergang  zur  analogen 
Carve  aufdiesen  Ursprungpunkt  selbst»  sodass  nur  noch  die  unend- 
lich entfernten,  d.  h.  die  asymptotischen  Zweige  der  Primitiven 
zu  betrachten  übrig  bleiben.  Wäre  nun  die  Primitive  /(^9^=0 
eine  gewisse  Gerade  ax+by +1=^0,  ao  würde  sich  für  die  Curve 
f(<x>x,  aDy)=:0  die  Gerade  ax  +  6ff=0,  d.  h.  eine  durch  den 
Coordinaten- Ursprung  gehende,  der  Primitiven  parallele  Gerade 
ergeben.  Es  wird  daher  auch  allgemein,  bei  der  unendlichen 
Verkleinerung  einer  beliebigen  Primitive  /|[^,^)=0,  jede  ihrer 
Asytnptoten  in  eine  den  Coordinaten-Urspruug  in  nämlicher  Rich- 
tung durchgehende  Gerade  sich  abändern.  Da  nun  jede  algebrai- 
sche Curve  eines  gewissen  Grades  n  im  Allgemeinen  n  reelle 
oder  imaginäre  asymptotische  Zweic^e  hat,  welche  sich  unendlich 
zu  ihren  Asymptoten  annähern  und  bei  der  unendlichen  Verklei- 
nerung noch  inniger  mit  diesen  verschmelzen  und  daher  mit  die- 
sen verwechselt  werden  dürfen ,  so  ergiebt  sich ,  dass  die  vaus  der 
Primitiven  fn(x,y)^0  entstehende  Curve  ^(oeu^,  qo^)=0  im  All- 
gemeinen  eine  neue  Curve  nten  Grades  ist,  welche  jedoch  die 
Specialität  besitzt,  dass  sie  aus  einem  durch-  den  Coordinaten* 
Ursprung  gehenden  Strahlenbüschel  von  n,  den  Asymptoten  der 
Primitiven  parallelen.  Geraden  besteht 

Das  nämliche  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung,  dass  jede 
Curve  nten  Grades  (siehe  Plücker  in  seiner  Theorie  der 
algebraischen   Curven)  betrachtet  werden  kann  als 

fnix,if)=[(aix+biy+})  (a^+öiy+l) ....  (a«x+6«y+l)]  +F(.r,y)==0, 


wo 


aiX+biff+l=0^    a^pp+b^yi-l^O  etc. 


die  n  reellen  o4.er  Imaginären  Asymptoten  der  ff^(x,y)=^0  bedeu- 
ten.   Durch  ;;malige  Verkleinerung  erhalten  wir  die  Curve 

fn(px,py)=[aipx+bipy+i) — (a^x+bnpg+l)]  +  F(px,py)^ 

d.  h.  die  Curve 

[(010:+%  + 1) {onX  +bny  +  i)]  +  4  F(j:,y)=0, 

welche  sich  durch  die  Annahme  p='oD  auf  die  Curve 

(ajorf  A,y)(aga:+6ay) ....  (a«a: +&«y)=0, 
d.  h.  auf  den  oben   erwähnten  Strahlenbüst-hel  redncirt 
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Vfeuim  wir  diese«  an  aaf  den  epecieUeo  Fall,  dasa  diePit- 
miatwe  ein  Kegelschnitt  aei:  In  diesem  Fall  kOnnen  wir,  da  alle 
Asynototen  einander  In  einem  gemeinschaftUGhen  Punkte  durch- 
schneiden,  die  unendliche  Verkleinerung  auch,  wenn  wir  das 
Verkleinerung8«Centmm  in  diesen  Durchschnittspunkt  der  Asym- 
ptoten verlegen,  als  ein  unendliches  Annähern  der  Curre  zuiluren 
Asymptoten    betrachten,  d.  h.  wir  können  uns  die  Primitive 

(a:  +  cy)(a?+dy)  +  «=0 

ndt  der  Analogen 

durch  solch  dne  Verwandtschaft  verbunden  denken,  welche  aus 
der  die  Asymptoten  zu  ^ihren  Situations-Azen  habenden  Affinität 

im  Limitrall  ;^=od,  .9=00  hervorgeht.  Man  pflegt  in  den  Lehr- 
büchern gemeiniglich  nur  einfach  anzugeben ,  dass  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades 

bei  einem  ^wissen  Zusammenhang  zwischen  den  (3oeflicienten 
ABCDEF  BKih  auf  ein  System  Zweier  Geraden  reducirt,  ohne 
dass  man  nfiher  die  Moglicnkeit  solch  einer  Formveränderung  des 
Kegelschnitts  anzeigte.  Eine  bessere  Einsicht  des  Vorganges 
erhält  map,  dunkt  mich,  wenn  man  zugleich  angibt,  was  denn 
eigentlich  der  Kegelschnitt  in  diesem  Limitfall  erleide,  und  wenn 
man  ihn  entweder  als  sich  unendlich  nach  seinem  Centrum  zu 
verkleinernd  oder  aber  ranendlich  seinen  beiden  Asymptoten  als 
S^tuations-Axen  einer  affinen  Transformation  sich  annähernd  sich 
denkt, 

Betrachten  wir  jetzt  die  unendliche  Vergrosserung  einer  be- 
liebigen algebraischen  Curve  /ii(jr,f/)=:0.  Bei  dieser  Veränderung 
hat  nur  der  unendlich  kleine,  in  der  unmittelbaren  Mähe  des  Ver- 

Srusserungs-Gentrums  liegende  Theil  der  Primitiven  auf  die  Natur 
er  analogen  Figur  Einfluss,  da  der  ganze  übrige  Theil  der  Pri- 
mitiven beim  Deber^ang  zur  Analogen  sich  in's  Unendliche  ver* 
Itert  und  daher,  weil  nur  von  algebraischen  Curven  die  Rede 
war,    nicht  weiter  berücksichtigt  werden  braucht,   da   sonst  die 


Digitized  by  VjOOQIC 


422 

analoge  Fig«r  sioh  in  anendiicfaer  Entfernmig  vom  Goordioaten- 
Draprang  um  dieaen  windeo  und  daher  aaden  tranacendenten 
Curven  gerechnet  werden  mfiaate.  £a  wird  nun  bei  der  Prinwürcn 

....  +  Fs+Gy  +  H=zO 

im  Allgemeinen  H ^0  sein,    d.  h.    es  wird  im  Allgemeinen  der 

Coordinaten  -  Ursprung  und  daher  auch  das  Vergrosserunss-CoB« 
trum  sich  nicht  auf  der  Cmrve,  sondern  irgendwo  ausserhalb  ihr 
befinden,  sodass  bei  der  unendlichen  Vergrosserung  im  Allgemei- 
nen die  ganze  Primitive  f(x^y)T=zQ  sich  unendlich  vom  Coordina* 
ten- Ursprung  entlemty  und  daher  die  Analoge  f(f^x,  flhv)=:0  im 
Allgemeinen  eine  Curve  Oten  Grades  wird,  d.  h.  amr  Gleiehung 
BzjiO  sich  reducirt.  In  specielien  Fällen  jedoch  kann  es  sich 
ereignen,  dass  in  der  Gleichung /n(a;,y)  =  0  der  Coefificient  ^deo 
Werth  0  hätte,  so  dass  die  Primitive  das  Vergrosserunes-Cen- 
.trum  durchstrich,  und  zwar  in  einer  Richtung, 'deren  Winkel  mit 

der  Richtung  der  Coordinaten-Axe  ^=0  durch  arc.tg.(— ^)    an- 

fedeutet  würde.  Es  wird  alsdann  der  in  der  unmittelbaren  Nähe 
es  VergrSsserungs- Centrums  liegende  Tbeil  der  Primitiven,  bei 
der  unendlichen  Vergrosserung  sich,  mit  Beibehaltung  ihrer  Rich- 
tung, zu  einer  Geraden  ausdehnen,  sodass  die  analoge/s(0ir,Oy) 
==0  —  wenn  wir  wiederum  ihre  unendlich  entfernten  Windungen 
ausser  Betrachtung  lassen  —  sich  zu  der  Geraden  Fa:  +  Gy^=0 
oder  allgemeiner  zu  der  ihr  parallelen  Geraden  Fa:+Gy+Kz=ß  redu- 
cirt In  noch  specielleren  Fällen  kann  es  sich  ereignen,  dass  die 
Primitive  im  Coordinaten-Urs^ning  ehien  Doppelpunkt  oder  Ober- 
haupt einen  ofachen  Punkt  hätte.  Es  wird  aisoann  die  Analoge 
/^((&,Öy)s=0  eine  Curve  ^ten  Grades  sein,  und  «war  eine  ans 
q  Gera<len  bestehende ,  welche  den  0,  der  Primitiven  im  Coordi- 
naten -Ursprung  zu  ziehenden  Tangenten  respective  fiarallel  laufen. 

.  Es  ist  aber  wohl  zu  beachten ,  dass  bisher  immer  nur  von 
algebraischen  Curven  die  Rede  war,  sodass  unsere  Behaup- 
tung, dass  die  unendliche  Terklelnerung  oder  Vergrosserung  einer 
beliebigen  Curve  ^(^»v)=0  im  Allgemeinen  immer  ein  System 
von  n  oder  g  Geradelt  hervorbringt,  nicht  geradezu  auf  transcen- 
deute  Curven  übertragen  werden  darf,  sondern  bei  diesen^  statt 
eines  Systemes  von  Geraden,  bisweilen  neue  Curven  hervortre- 
ten. Nehmen  wir  z.  B.  die  logarithmische  Spirale  9=lg.r, 
und  verkleinern  oder  vergrossern  wir  sie  nnendlicnmal,  so  er^t 
sich  in  beiden  Fällen  —  nur  soll  im  letzten  Fall  das  Vemosse- 
rungs- Centrum  im  Centram  der  Spirale  angenommen  werden  — 
eine  neue  Curve,  welche,  so  wie  die  Primitive,  einerseits  sich 
mit  unendlich  vielen  Windnngen  in's  Unendliche  erstreckt, 
andererseits  nnendliche  Male  um  das  Vergrosserangs«  Gentrom 
sieh  henimdrebt  und  sich  ihm  immer  mehr  nähert.  Da  nämlicb, 
bei  unserer  Lage  des  Vergrösserungs-Centrams ,    die   unendliche 
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VerkleineruDg    oder   VergrSsseraDg    einer    Primitiven  f{Tp<p)^=iO 
reepective  dorch  das  Gleicbungen- Paar      „/-a^     oder  durch  das 

Paar  ~'Z.l^  aoagedrückt  wird,  so  ändert  sich  die  Primitive 
^=:Ig.r  in  die  Curven 

9'=  9=lg-r =Ig.  (  o6Xr')=  +  00  +  Ig-f, 

9' =9)=lg.r =!g .  (OxO  =  —  00  +  Ig.r' . 

In  beiden  Fftllen  ist  daher  die  resultirende  Gnrve  eine  neue  loea- 
rithmische  Spirale,  welche  aus  der  Primitiven  als  auf  diese  Weise 
entstanden  gedacht  werden  kann,  d^s  |}je  ganze  Primitive  sich 
unendliche  Male  um  den  Coordinaten* Ursprung  gedreht  hStte,  und 
welche  mit  4er  Primitiven  nicht  nur  durch  die  Verwandtschaft 
der  Aehnlldkeit,  sondern  auch  —  ^egen  der  Bedingung 
^'=9  —  durch  diejenige  der  Aebnlichkeit  mit  ähnli- 
cher Lage  verbunden  ist.  Ob  sie  aber  mit  der  Primitiven  coin- 
cidire,  hängt  davon  ab,  ob  jede  ihrer  Windungen  nach  Beendi- 
^gung  der  unendlich  vielen  zur  Vergrusserong  oder  Verkleinerung 
erforderlichen  Umdrehungen  auf  eine  der  Windungen  der  Primitiven 

geräth  oder  aber  sich  zwischen  zwei  Windungen  der  Primitiven 
efindet;  was,  da  die  Anzahl  od  dieser  Umdrehungen  unbestimmt, 
ist,  unbestimmt  bleiben  nniss. 
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AaflSsung^  des  Malfattrscheii 
Problems. 

Von 

Herrn  H.  Seheffler, 

Bad-Condnctear    bei    den  Uenoglich   Brannechweigifchen  Eiienbakflen 
zu  Brnnnschweig« 


Da  ich  die  nachstehende  Auflusang  des  Malfattischen  Pro- 
blems zu  einer  Zeit  gefanden  habe,  wo  mir  von  einer  bereite 
veröffentlichten  Losnn^  desselben  noch  Nichts  bekannt  war;  so 
vermuthe  ich,  dass  dieses  Verfahren  wesentlich  von  den  whon 
vorhandenen  Auflösungen  verschieden  und  demnach  die  Publika* 
tion  desselben  gerechtfertigt  sein  wird. 

Nach  diesem  Problem  sollen  in  ein  Dreieck  ABC  (Tat  IX. 
Fig.  2.)  drei  Kreise  beschrieben  werden»  von  denen  jeder  sewei 
Seiten  des  Dreiecks  und  die  anderen  beiden  Kreise  berührt 

Dass  die  Mittelpunkte  E,  F,  G  der  gesuchten  Kreise  auf 
den  Ualhirangslinien  AD,  BD,  CD  der  Winkel  des  Dreiecks 
liegen  müssen,  leuchtet  ein.  Zieht  man  EF  und  füllt  von  £  and 
F  die  Perpendikel  EJ,  FK  auf  AB\  so  muss  EJ  der  Radius  des 
um  E  beschriebenen,  FK  der  Radius  des  um  F  beschriebenen 
Kreises  und  EF  muss  die  Summe  dieser  beiden  Radien  sein. 


Nun  seien  zur  Abkürzung 

fr,  c  die  den  Ecken  A,  B^ 
CA,  AB  des  Dreieci 

2a,  2/?,  2/  die  Winkel  bei  A,B,  C; 


a,  b,  c  die  den  Ecken  A,  B,  C  gegenüberliegenden  Selten  JBC, 
CA,  AB  des  Dreiecks; 
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p»  q,  r  die  Linien  AD,. SD,  CD; 

h  die  LSnge  der  von  D  auf  die  Seiten  des  Dreiecke  geftilten 
Perpendikel  DL,  DM,  DN, ;  welche  sfimmtlich  dem 
Radius  des  in  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  gleich 
sind; 

e,  f,  g  dit  LSn^e  Yon  den  Fasspnnkten  dieser  Perpendikel  nach 
den  Spitzen  A,  B,  C  iea  Dreiecks,  also  die  Längen 

AM=iAN,    BN=BL,    CL=CM; 

scp  3f,  z  die  gesuchten  Halbmesser  der  nm  £,  F,  6r  zu  beschrei- 
benden Kreise. 

Zieht  man   EH  parallel  zu  AB;    so  hat  man  In  dem  recht- 
winkligen Dreiecke  EFH 

EB=V^EF^^Fa^=  ViEJ+FK)^(FK'EJ)^  =2  ^ETFR, 
d.  i.  da  man 

EH=JK=AB^AJ^BK=.c^^^^:^^ 

hat» 

(1)  e-^cot«--ycotü=2V^, 

und  symmetrisch  hat  man 

(2)  ,         6— *coty— crcot«=2V^MP, 

(3)  a— ycot/5— «:oty=2V^. 

Dividirt  man  jede  der  drei  Gleichungen  (1),  (i),  (3)  durch  x,  lost 

X     y      \ 
eine  jede  derselben,  indem  man  -9^9  —  wie  drei  Unbekannte 

«  2     j      z 

behandelt,  flir  —  auf,   was  sehr  leicht  ist,  da  jede  Gleichung  in 

Beziehung  zu  dieser  Unbekannten  vom  ersten  Grade  ist,   und 
schreibt  zur  Abkürzung 


(*) 


x=v1.   r=V|.   ^=\fh 


80  kommt  resp.  aus  (2),  (3),  (1) 

(6)  Z>=j-(X*cota-|-2j:-|-cQt]f), 
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(7)  Z»=J^(F»cotp  +  2r+coty), 

(6)  Z»tt:  i  (X»eetu  +  2  Jf  F  +  F«c*tft . 

c 

SMtt  man  dIeWerthe  roti  Z^ans  GMchnng  (5)  und  (6)  einaii« 
der  gleich 9  multiplicirt  die  linke  Seite  vor  der  Klammer  mit  — ^ 

und  in  der  Klammer  mit  ~r—a>    die  rechte  Seite  vor  der  Klam- 

sinp 

mer  mit  — ^  und  in  der  Klammer  mit  -r-^  .berucksichtigtdann, 
cosp  sina  " 

dass  wegen  a:fr=8in2a:sin2j9=:8inocosa:sin^cosj} 

810/3  sin« 

6co8a      acoaß 

ist,  streicht  also  links  und  rechts  die  vor  der  Klammer  stehen- 
den gleichen  Grössen,  multiplicirt  hierauf  beiderseits  mit  Binaamßt 
addirt  dann  links  sio^a — sin^a  und  rechts  sio^jS— sio^/},  beachtet, 
dass  links  die  beiden  Glieder 

.  .  .  «       sino  sincsin/? 

coty.cosasma— 8«««=  ^  cos(a +y)  =  — jjljj^ 

denselben  Werth  haben»  i«le  rechts  die  beiden  Glieder 
cotycos/Jsin /} — sin^j? , 

dass  dieselben  also  auf  beiden  Seiten  gestrichen  werden  können ; 
so  stellen  sich  beide  Seiten  der  Gleichung  als  rollständige  Qua-. 
drate  dar»  und  die  Ausziehung  der  Quadratwurzel  ergibt 

(8)  JTcostf + sinais  Fcos/S  +  sin/} 
oder 

JCcoso-—  Fco8/}=8io/}— sina 

und  wenn  man  för  X  und  F  ihre  Werthe  ans  (4)  wieder  einföhtt 
und   mit  V*rmultiplizirt» 

(9)  cosaV^jp—  cos/JV"y=(sin/J— 8ina)VT. 

^  Symmetrisch  muss  man  haben 

(10)       cos/JVj^— cosyVT=(slny— sin/J)V^, 
»  (11)        coS7Vr*-cos«ViÄ(8lncjr— 8inr)Vy. 
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Dorcb  Addition  je  zweier  dieser  drei  Gleichungen  verschwin- 
det Eine  Unbekannte  und  man  erhält  für  das  Verhältniss  der  ande- 
ren beiden  folgende  W;ertbe: 

>.  ov  £  _  /slny— sing  -f  co8i?\ 

^  y       Vsiny— s»n/3+coSa/«' 

/13)  f5  =  /sin/g-sing-t-cosAa 

^    '  ^  ~"  \smß — sin/-f*eosa/    ' 

•  ^  1        \sina— 8iny+  cos^/ 

Diese  Ausdrücke  fassen  sich  unt«r  Berücksicbtigüiig  der  Beziehung 

«  +  iS+y=90o 

leicht  in  folgende  Formen  bringen,    von  denen  bald  diese,   bald 
jene  einen  bequemeren  Gebrauch  veratatttt: 


«+y  *      ^^.     ß 


s 


l+«inayU-|co«|}y' 

» 

u        ß  +  jS  «  ,  y   « 

^'^V     y      y+<8/  ""v,  ,x     «/ 

costcos^-cT-  i-Ftane-o 


—  /*^-Hofig\  /l+6iny\ 
""  Vl-f 'S»«/  U+cosy/' 


_/l+£0gjJ\/l+8iny\ 
—  Vl+ain/J^Vl+cosyy- 
llieroach  «tehen  die  gesuchten  drei  Radien  in  fojgendea  Proportion; 
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=r__ÜÜZ_'i  :r_!üi_i;r__!üi_ 

'-co8(450-|)  coa(46<>-|)  m8(46«»-|) 


oder 

.1  1.1 


(19)  ar:y:z=-^ ^ 


(i+tangiy»    (l+tatig|y     (l+tang0* 


oder 


^    '  ^         l  +  8iDa   1-1-810/3  l-f-siny 

Kons trut reo  lasseü  sich  drei  LinieD»  welche  den  gesDoh- 
teo  Radien  proportional  sind»  am  leichtesten  nach  der  Formel (20); 
berechnen  dagegen  lassen  sie  sich  am  teichtesten  nach  der 
Formel  (18). 

Um  die  Formel  (^)  zu  einer  geometrischen  KonstmktioD 
geschickt  zu  machen ,  schreiben  wir  dieselbe,  indem  jd,  ^,  r  die 
obigen  Bedeutungen  haben , 

aXS  xi  V  i^ P+P"^^^  .y+y cosff , r+ycosy 

^    ^  '^'       p+psina  9-f^sin/3  *r«f  rsiny 

-E±?:2±f.r±Ä, 
oder,  wenn  /  irgend  eine  beliebige  Lfinge  bezeichnet. 

Solche  drei  Linien ,  wie 


(m)'-  (HiX^)' 


welche  den  gesuchten  Radien  a,  y,  z  proportional  sind,  lassen  sich 
ungemein  leicht  darstellen.  Man  braucht  nur  auf  dem  Einen 
Schenkel  eines  beliebigen  Winkels  (Taf.  IX.  Fig.  3.) 
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OP,  OQ,  OR  resp.  =  p+Ä,  ^+A,  r+Ä, 

auf  dem  anderen  Schenkel 

OJB,  OF,  OG  resp.  =  p+«,  ^+^  r+^ 

zu  machen,  P£,  QF,  ßCr  zu  ziehen  und  durch  einen  beliebigen 
Punkt  Zr  des  ersten  Schenkeis  (wofür  0X=1  wird)  die  Linien 
LX^  L¥,  LZ  resp.  parallel  PE,  QF,  RG  zu  ziehen.  Alsdann 
besitzen  die  Linien  uX»  OY,  OZ  die  verlangte  Eigenschaft» 
indem  man  hat 

x'.ffix—OXiOYiOZ.^ 

Beschreibt  man  nun  mit  den  Radien  OX,  O  Y,  OZ  drei  sich 
gecenseitig  berührende  Kreise»  was  sehr  leicht  ist,  legt  um  die- 
selben nach  Taf.  IX.  Fig  4.  die  gemeinschaftlichen  Tangenten; 
so  bilden  die  letzteren  ein  Dreieck  AB*C,  welches  dem  gegebe- 
nen ABC  ähnlich  ist  Zieht  man  dann,  wenn  £',  F*^  &  die 
Hittelpunkte  der  verzeichneten  Kreise  sind,  durch  A  und  JP  die 
Linie  AF  und  durch  A  und  G^  die  Linie  AG\  so  fuhren  diesel- 
ben zu  den  Mittelpunkten  F  und  G  zweier  gesuchten  Kreise.  Den 
Mittelpunkt  E  dds  dritten  Kreises  liefert  eine  >durch  G  mit  G'E* 
parallel  gezogene  Linie.  GE\ 

Ausdrücke  für  die  absolute  Länge  eines  jeden  der  gesuchten 

Radien   erhält  man,    indem  man  die  Werthe  von  2r  =  —     und 

z 

Y=^    aus  Gleichung  (16)   und  (17)  in  Gleichung  (7)  substituirt. 

Da  hierin  2=Y  -  ist;  ao  ergibt  sich  nach  einigen  Transforma- 
tionen mittelst  bekannter  trigonometrischen  Formeln: 

sin-s-sin^cos-srcos-s-  cos -5*- 

■  (23)        i=18cV2:  -^ ^ ^-~ ^ 

cosycos  -5- 

und  symmetrisch 

.   «  .   y       ß       a+/3      ß+y 
^  sm  -x-sin  ^  cos  -^  cos  —5-  cos  ^^ 

(24)      y=26V2-— ^ ^T7 

COSJSCOS  -n^ 


Theil  XVI.  29 


Digitized  by  VjOOQIC 


430 


(25)     «=2«V2.— 2 ± t-rr- 


co8acos=-s- 


Diese  letzteren  Ausdrücke  eignen  sich  besonders   aar  arttfa- 
raetiseben  Berechnung  der  gesuchten  GrOssen. 


lieber  die  S:iitstebnii§r  der  Flftclien 
des  zweiten  Orades. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytecbniachen  Schule  zo  Carlarnhe. 


Man  pfleet  gewOhnlrch  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten 
Grades  zwischen  drei  Veränderlichen: 

der  Betrachtung  der  Flächen  zweiten  Grades  zu  Grunde  zu  legen 
und  dann  von  da  aus  die  Arten  dieser  Flächen  abzuleiten  und  sie 
zu  betrachten.  Es  ist  jedoch  zweckmässiger,  zunächst  die  ver- 
schiedenen Arten  derselben  gesondert  zu  untersuchen  und  erst 
nachher  die  obige  allgemeine  Gleichung  tveiter  zu  verfolgen.  Am 
Einfachsten  wird  die  Anschauung  dieser  Flächen  hervorgerufen 
werden ,  wenn  man  sie  durch  Bewegung  von  Kurven  zweiter  Ord- 
nung entstehen  lässt.  Es  Ist  mir  nicht  nekannt«  ob  diese  Entste« 
hungs weise  der  Flächen  zweiten  Grades  allgemein  bekannt  Ist^ 
ich  will  dieselbe  desshalb  hier  aufffihren.  Kugel-,  Kegel-  und 
Zylinderfläche  übergehe  ich  aus  dem  angeführten  Grunde. 
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Das  Ellipsoid. 

denk«  weh  io  der  Ebene  xz  (ieh  iwlmie  dflfti  auf  eiaaiider 
senkrechte  KoordiDatenebeneii  aa)  ftiae  EUipae»  deren  Htttelpiinkt 
mit  dem  AnfaDgapunkt  der  Koordinaten,  deren  eine  Axe,  2a >  mit 
der  Axe  der  x»  aeren  andere»  9cr,  mit  der  Axe  der  z  znsammen- 
fölit;  femer  in  der  Ebene  der  fn  eine  ähnliche  Ellipse,  deren  Mit- 
talpunkt  abermals  mit  dem  Anfangspunkt,  deren  Axe  26  mit  der 
Ajld  der  y,  deren  andere  Axe  &  mit  d^r  Axe  der  z  eosammen« 
PÜ\L  Parallel  der  Ebene  der  xy  lasse  man  nun  eine  veränderliche 
Ellipse  sich  so  bewegen,  dass  die£ndpunkte  ihrer  beiden  Haupt* 
axen-sich  immer  in  den  beiden  vorigen  Ellipsen  befinden.  Man 
verlangt  die  Gleichung  der  entstehenden  Fliehe. 

Denken  wir  uns  die  bewegliche  Ellipse,  deren  Hauptaxen 
immer  in  den  Ebenen  der  xz  und  yz,  parallel  den  Axen  der  x 
undy,  sich  befinden,  in  der  Entfernung  h  von  der  Ebene  der  jry, 
so  werden  ihre  Halbaxen  sein: 

a)    parallel  der  Axe  der  ^r,    da  die  Gleichung  der  Ellipse 
in  der  Ebene  der  xz  ist 

5^  +  ?='- 


gleich 


.V"i=?- 


b)     p. 
d< 


arallel  der  Axe  der  y,  da  die  Gleichung  der  Ellipse  in 
er  Ebene  der  yz  ist 

gleich   ftyi-S 

Di«  GUkhuagMi  4w  beveglichen  EMipse  in  der  aDg«ifCilirten  Lage 
■iMi  rolgioh 

-•     ■     »•     =1.  .=*, 


eliminirt  man  h,  so  erhfittmaoj4f(  Gli?icbwg  dar  g^^e^chten  Fläche 
Die  Fläche  der  Ellipse  in  dieser  Lage  ist 
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Daraus  folgte  dass  der  Inhalt  eines  Schnitts,  dessen  GnmdlXehe 
diese  Ellipse ,  dessen  Höhe  Sh,  gleich: 


nab 


(^->- 


also  das  Stuck  des  Körpers,  das  zwischen  der  Ebene  der  ow  nnd 
einem  mit  ihr  parallelen  Schnitt,  dessen  Entfernung  von  der  Ebene 
der  a:y  z  ist,  ist  gleich: 


TtabJ  '(^1- ^ dh—nab (*-  ^a) 


Setzt  man  z==c,    so  erh&lt  man  den  Inhalt  des  halben  EUipsoids 

=rj*a6re— jj= -Q- a6c, 
also  der  des  ganzen  Ellipsolds 

=  ^abc. 
Uebrigens  ist  die  Fläche  eine  In  jeder  Weise  begrenzte. 


Das  Hyperboloid   mit  einem  Fache. 

Man  denke  sich  in  der  Ebene  der  xz  eine  (donpeltheilige) 
Hyperbel,  deren  reelle  Axe  2a  mit  der  Axe  der  x,  deren  imagi- 
näre 2c  mit  der  Axe  der  »  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  An- 
fangspunkt zusammenfällt;  eben  so  denke  man  sich  in  der  Ebene 
der  yz  eine  Hyperbel,  deren  reelle  Axe  26  mit  der  Axe  der  y, 
deren  imaginäre  2c  mit  der  Axe  der  z  zusammenfällt,  wenn  der 
Mittelpunkt  zugleich  im  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist.  Man 
sieht  nun  leicht,  dass  vier  Hvperbellarme  Ober,  vier  unter  der 
Ebene  der  a:y  sich  beflnden.  rfun  lasse  man  eine  Ellipse,  paral- 
lel der  Ebene  der  xy  sich  so  bewegen,  dass  die  Endpunkte  Ihrer 
Hauptaxen  immer- auf  den  Hyperbelarmen  sich  befinden.'  Man 
fragt  nach  der  Gleichung  der  entstehenden  Fläche. 

Die  Gleichung  der  ersten  Hyperbel  Ist: 

a?«      «•    .,  '  ^ 

die  der  zweiten: 
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Denken  wir  uns  nun  die  bewegliclie  Ellipse  In  der  Entfernung  k 
von  der  Ebene  der  xjf,  so  sind  •ihre  Axen: 

a)    parallel  der  Axe  der  x : 


Y'+^. 


b)    parallel  der  Axe  der  y: 

Demnach  aind  die  Gleichungen  |der  Ellipse: 

^ ^ .  =  1,    z=*. 


i'*^^(}^ 


woraos  ab  Gleichung  der  erzeugten  Fläche: 

Dieselbe  erstreckt  sich  nach  zwei  Selten  hin  ins  Unendliche,  be- 
steht aber  aus  einem  zusanamenhängenden  Stücke. 

Der  Inhalt  des  Ranmes>  innerhalb  der  vier  Hyperbelarme, 
und  zwischen  der  Ebene  der  ay  und  einem  in  der  Entfernung  % 
mit  Ihr  parallelen  Schnitte  ist: 

Jede  der  Hyperbeln  hat  Asymptoten,  deren  Gleichungen: 
för  die  erste         ar=dt"~»>    '  y=0; 

filr  die  zweite       «=    —z,      x=0, 
•'         c 

Lfisst  man  nun  eine  veränderliche  Ellipse,  genau  wie  so  eben, 
sich  auf  den  Asymptotenarmen  beweeen,  so  findet  man  als  Glei- 
chung des  entstehenden  AsymptotenKegels : 


«•      Ä*      «•     ^ 
5i  +  |z-?=0. 
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Der  Inhalt  dßs  Stficks   zwLscheo   der  Spitze  und  einem  mit  der 
Ebene  der  xy,  in  der  Entfernung  s  parallelen  Schnitte  ist: 

o 

80  datfs  das  zwischen  Kegel  und  Hyperboloid  liegende  KOrperstfick: 

itabx 
ist, 

Das  Hyperboloid  mit  zwei  Fäcnern« 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  der  xz  eine  Hyperbel»  deren 
reelle  Axe,.2c  mit  der  Axe  der  2>  deren  imaginäre  Axe  2a  mit 
der  Axe  der  a:  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Anfangspunkt 
zusammenfällt;  CBmer  eine  zweite  Hyperbel  in  der  Ebene  der  i/s, 
deren^  reelle  Axe  2e  wieder  mit  der  Axe  der  z ,  deren  imaeinäre 
26  mit  der  Axe  der  y  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Anfangs- 
punkt zusammenfalle.  AJan  lasse  nun  eine  Ellipse  (sowohl  unter 
als  über  der  Ebene  der  a:y)  sich  parallel  der  Ebene  der  ^  so 
bewegen,  dass  die  Endpunkte  der  Hauptaxeu  beständig  aui  den 
vier  Hyperbelarmen  seien.  Man  verlangt  die  Gleichung  ^er  erzeug- 
ten Fläche. 

Die  Gleichung  der  Hyperbel  in  der  Ebene  der  a%  ist 

der  in  der  Ebene  der  yz: 

Sei    nun  die    bewegliche  Ellipse   in    der  Entfernung  h  von  der 
Ebene  dißt  a^y,    so  sind  ihre  Hauptaxen: 

a)    parallel  der  Axe  der  xi 


Y^.. 


b)    parallel  der  Axe  der  yi 
Also  sind  die  Gleichungen  der  beweglichen  Ellipse: 
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(^•)*"(^0 


^ ==1,    z=A, 


woraus  onn  als  Gleichung  der  erzeugten  Fliehe  folgt: 

Diese  FISche  besteht  aus  zwei  ganz  getrennten,  sonst  aber  glei- 
chen Stächen ,  deren  Entfernung »  Scheitel  Ton  Scheitel»  gleich 
2c  ist.  Das  Körperstück  vom  Scheitel  bis  zu  dem  mit  der  Ebene 
der  xy  in  der  Entfernung  x  parallelen  Schnitte  ist: 

Die  Gleichung  des  Asymptotenicegejs  Ist,   wie  oben: 

Das  Stück  desselben,  vom  Anfangspunkt  bis  zu  dem  obigen 
Schnitte  ist: 


^r>= 


Sc» 
so  4iM  das  swiscbeD  Kegel  und  Hyperboloid  befiodlicbe  Sttek: 

ist 


Das  elliptische  Paraboloid 

Denken  wir  uns  In  der  Ebene  der  xz   eine  Parabel,    deren 
Hauptaxe  mit  der  Axe  der  %,    deren  Scheitel  mit  dem  Anfangs- 

pnnkt  zusammenfftlU»  und  deren  Parameter  —  ist;    ferner  eine 

zweite  Parabel,  deren  Scheitel  gleichfalls  im  Anfangspunkt  liegt, 
die-  In  der  Ebene  der  yz  sich  so  befindet,  dass  ihre  Hauptaxe  mit 

26« 
der  Axe  der  %  zusammenfällt  und  ihr  Parameter  —    ist.  Je  nach- 

c 

dem,  ob  c  positiv  oder  negativ  ist,  werden  vier  Parabelarme 
über  oder  unter  der  Ebene  der  xg  sich  befinden.  Man  lasse  nun 
eine  Ellipse,  wie  im  Frfiheren,  sich  parallel  der  Ebene  der  xy 
bewegen,   so'  dass  die  ^ Enden  ihrer  Hauptaxen  auf  den  vier  Pa- 
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rabelarmeo  sich  befinden     Welches  ist  die  Gleichang  der  entste- 
henden Fläche? 

2a* 
Die  Gleichang  der  ersten  Parahel  ist  a:*=  — z,   der  zweiten 

y'= — ».  Daraus  folgt >  dass,  wenn  die  bewegliche  Ellipse  in  der 

c 

Entfernung    h  von    der  Ebene  der  ay  ist,    die  Axen   derselben 


a 


Y   —    und    b\  '—  sein  werden,  so  dass  ihre  Gleichungen] 

1,     z==A 


siody  woraus  nun  als  Gleichung  der  erzeugten  FlSche  folgt: 

a«"^6«""c  • 

Diese  Fläche  liegt  ganz  auf  einer  Seite  der  Ebene  der  wy\  der 
Anfangspunkt  der  ICoordinaten  ist  ihr  Scheitel.  Zwischen  dem 
Scheitel  und  einem  mit  der  Ebene  der  xy  in  der  Entferoung  s 
parallel  gelegten  Schnitte  ist  das  Korperstuck 

/•»2Ä«,       «afta« 


^/'7  3*  =  ' 


Diese  Fläeheoräume  wachsen  also  mit  dem  Quadrat  der  Ordinate 
X.  Der  Inhalt  eines  Kegels,  der  denselben  Scheitel  und  densel- 
ben Schnitt  zur  Grundfläche  hätte,   wäre: 


,  2z    iE       27r 
c 


^*~'J=3^^*''' 


so  dass  das  Hyperboloid  um  die  Hälfte  behr  ist. 


Das  hyperbolische  Paraboloid. 

Denken   wir  uns  in  der  Ebene  der  ücz  eine  Parabel  vom  Pa- 

2a* 
ranleter    —  >    deren  Hauptaxe  auf  der  Axe  der  z  liegt,  und  deren 

c 

Scheitel  in   den  Anfangspunkt  fallt;    sodann  eine  zweite  Patabel 

26* 
vom  Parameter  — -  -7-,    deren  Hauptaxe  gleichfalls  auf  der  Axe 

der  z,  die  Parabel  selbst  in  der.  Ebene  der  yz  sich  befindet,  wäh- 
rend der  Scheitel  wieder  mit  dem  vorigen  zusammeniällt.  Es  ist 
klar,    dass  jetzt  zwei  Parabelarme  nach  oben,   zwei  nach  unten 
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gehen.  Man  lasse  dud  zwei  Hyperbeln  von  der  Ebene  der  xy  aus, 
parallel  mit  dieser  Ebene,  sich  so  bewegen,  dass  die  Scneitel 
ihrer  reeUen  Hauptaxen  sich  auf  den  Parabelarmen  befinden,  wäh- 
rend die  Hyperbeln  konjugirt  sind,  d.  h.  die  reelle  Axe  der  einen 
gleich  der  imaginären  der  andern,  wenn  die  Hyperbeln  gleich  weit, 
abstehen  von  der  Ebene  der  xy.  Welches  ist  die  tSIeichung  der 
entstehenden  Fläche? 

Es  ist  klar,  dass  eine  Hyperbel  sich  nach  oben,   die  andere 
nach  unten  bewegt    Wir  müssen  nun  kwei  Fälle   unterscheiden. 

1)    Sei  c  positiv.    Alsdann    ist  die  Gleichung  der  ohern  Pa- 
fabei  ^r^ss-— 2,  der  uptem  ^=:<^ --- &    In   der- Entfernung  A 

i^t  die  reelle  Axe  der  obem  Hyperbel  aV  — ;  in  der  Entfer- 
nung — A  ist  die  reelle  Axe  der  untern  6  V  — •  Demnach  smd 
die  Gleichungen,  der  obern  Hyperbel : 


c  c 


der  unteren: 


c  c 


In  beiden  Fällen  folgt  als  Gleichung  der  eraengten  Fläche: 

2)    8ei  c  negativ.    Alsdann  ist  die  Gleichung  der  obern  Pa- 
26*  2a* 

rabel  «*== «»    der  untern  a:*= — x.    Die  reelle  Axe  der 

^  c  c 

obern  Hyperbel  in  der  Entfernung  h  ist  6^ r  '    ^^^    andern 

in  der  Entfernung  ^h:    oV ;  also  die  Gleichungen  der  obem 

Hyperbel : 


jL 


c  c 


=  1,  s=*; 


der  untern: 
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J!l__ 


c  c 


=  1,   x=-.*; 


worau«  wieder  ab  GleicbuDg  der  Fläche: 

In  jedem  Falle  sieht  man,  besteht  die  FiScbe  aus  Tiei;  Theileo, 
die  sich  ins  Unendliche  erstrecken.  Diese  vier  Theile«  stehen 
sich  gewissermasseo  im  Kreuz  entgegen.  Da  für  den  Fall  k=A 
die  obere  Hyperbel  sowohl  als  die  untere  sich  in  die  Linien 

verwandein,  so  vereinigen  sich  die  vier  StScke  in  diesen  zwei 
Linien,  die  nichts  Anderes  sind,  als  die  Asymptoten  der  Hy- 
perbel 


Weitere  Untersuchungen  dieser  Fläche  liegen  flir  den  Augen- 
blick ausser  unserer  Betrachtung.  ^ 
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Heber  Ijamberto  Satz  Ton  der  Üna- 
dratur  paraboliscber  §ectoren« 

dem  Herausgeber. 


Das  schune  Theorem  von  Lambert  oder  Euler  über  die 
Quadratur  parabolischer  Sectoren  ist  in '  der  Astronomie  bekann- 
ter wie  in  der  Geometrie;  aber  sehr  mit  Unrecht,  da  seine  geo- 
metrische Eleganz  gewiss  eben  so  gross  ist  wie  sein  Nutzen  in 
der  Astronomie  bei  der  Berechnung  der  als  Parabeln  betrachte- 
ten Cometenbahnen.  Es  ist  daher  sehr  zu  wünschen ,  dass  das- 
selbe bald  völliges  Bärgerrecht  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten erhalte,  was  bis  jetzt  leider  noch  nicht  der  Fall  ist. 

Man  findet  diesen  schönen  Satz,  in  Verbindung  mit  verschie- 
denen astronomischen  Lehren  und  in  unmittelbarer  Beziehung  auf 
diese,  in  der  eleganten  kleinen  Schrift  von  Lambert:  Insignio- 
res  orbitae  cometarum  proprietates.  Aug.  Vindelic. 
1761.  §.  83.  und  auch  in  seinen  Beiträgen  zum  Gebrauche 
der  Mathematik.  Thl.  III.  S.  257.  In  der  Theoria  motns 
coTportiro  coelestium.  p.  119.  hat  jedoch  Gauss  nachge* 
wiesen,  dass  die  erste  Erfindung  dieses  schönen  Satzes  eieent* 
lieh  Eni  er  gebührt.  Schon  vor  einer  langen  Reihe  von  Janren 
habe  ich  fiir  denselben  einen  Beweis  in  (Trelle's  Journal  der 
reinen. und  angewandten  Mathematik.  Tbl.  XVL  S*  2L 
gegeben,  welcher  bloss  ganz  elementare  Betrachtungen  der  ana- 
lytischen Geometrie  in  Anspruch  nimmt,  und  habe  verschiedene 
andere  Sätze,  namentlich  auch  einen,  wie  ich  glaube,  merkwür- 
digen Ausdruck  fiir  den  Flächeninhalt  eines  parabolischen  Seg- 
ments, hinzugefägt  Indem  ich  aus  zufälliger  Veranlassung  diesen 
Gegenstand  jetzt  wieder  aufnehme ,  will  ich  im  Folgenden  einea 
Beweis  des   in  Rede  stehenden  merkwürdigen  Theorems  geben. 
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der  zwar  auf  einer  einfiBkchen  Betrachtang  mit  Hillfe  der  Intej^ral- 
rechnuDg  beruhet ,  sonst  aber  sich  bloss  elemeotarer  aoalytisch- 
trigonometrischer  Rechnungen  und  einiger  keiner  Schwierigkeit 
unterliegenden,  arithmetischen  Transformationen  bedient  Üebri- 
gens  würde  es  auch  leicht  sein,  die  Anwendung  der  Integral- 
rechnung mittelst  der  bekannten  Quadratur  der  Parabel  ganz  zu 
umgehen ,  und  dann  wfirde  der  Aufnahme  des  folgenden  Beweises 
in  die  Elemente  der  Kegelschnitte  nach  meiner  Meinung  nichts 
entgegen  stehen.  Die  Substituirung  einer  ganz  elementaren  Be- 
trachtung für  die  im  Folgenden  angewandten  wenigen  Integral- 
formeln ,  —  die  übrigens  ganz  allgemein  bekannt  sind ,  —  kann  ich 
aber  hier-  fiiglich  den  Lesern  volbtändig  überlassen. 

Die  allgemeine  Polargkiddang  der  Parabel  ist  bekanntüch 

wo  der  Winkel  (p  von  dem»  von  dem  Brennpunkte  der  Parabel 
nach  iherm  Scheitel  gezogenen  Radius  vector  an  immer  nach  der- 
selben Seite  hin,  etwa  nach  der  Seite  hin,  auf  welcher  die  po- 
sitiven Ordinaten  genommen  werden,  von  0  bis  390^  gezinlt 
wird;  also  ist 


t*-     ''• 

IftcoSg-^J* 

und  folglich 

2^9=^ 

/»•ay       p*     ^s»* 

„,,       1    ^  - 16          l    . 

Bezeichnen  wir  aber, 

iodem  wir 

9)<180» 

annehmen,  den  Flächeninhalt  des  zwischen  dem  von  dem  Brenn- 
Dunkte  der  Parabel  nach  ihrem  Scheitel  gezogenen  Radius  vector 

jp  und  dem  Radius  vector  r  enthaltenen  Sectors  der  Parabel  durch 

5,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung 

also  nach  dem  Obigen 
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*-16j  1    - 

Nun  findet  man  aber  leicht  nach  einer  bekannten  Integralformei 

o    cos  2  9»  cos  2  9        cos ^9» 

•der 

S)       cos  2  (p^  cos  2  y 

^  j        l+2co»2  9>* 

=  3tang2<p. j . 

coss-y* 

Also  ist  Bach  dem  Obigen 

p%         i       l  +  ScosjV* 
S=^  lang  J9.  j — ~  . 

cos  o  9* 
Nun  ist  aber 

eosi9«=^, 
aise 

s.n2  9.»=l-£=-^. 
and  folglich,  weil 


J9<800 
ist,  also  810  59)    and    coSq  9>  positiv  siod: 


.    l  V4r— «  1  Vp 
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folglich 

1      Vl&q 


Femer  findet  man  leicht: 

H-2coa^y«  _  2(ar+p) 


cos  5- 9* 


P 


'2 

I 

Folglich  Ut  nach  dem  Obigen 

Bezeichnen  wir  nun  überhaupt  den  zwischen  den  beiden 
Vectoren  r  und  r'  enthaltenen  Sector  der  Parabel  durch  &,  und 
nehmen  in  dem  Falte ,  wo  r  und  r^  auf  einer  und  derselben  Seite 
der  Axe  der  Parabel  liegen,  an,  dass  r^  grösser  als  r  sei,  so  ist 

indem  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zelebeo 
nimmt,  jenachdem  die  Vectoren  r  und  r'  auf  einer  und  derselbeD 
Seite,  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe  der  Parabel  liegen. 

Die  yon  den  Vectoren  r  und  r*  mit  der  Axe  der  Parabel  ein- 
geschlossenen und  auf  bekannte  Weise  genommenen  Winkel  be- 
zeichnen wir  durch  q>  und  9%  so  dass  abo 

,= — E ^= E 


4cos2  9*  4  cos  2  9** 

ist,  und  den  too  den  beiden  Vectoren  r  und  r'  mit  einander 
geschlossenen,  nach  der  Seite  der  Parabel  hin  liegenden  Winkel 
wollen  wir  im  Folgenden  durch  6  bezeiehnen» 

Betrachten  wir  nun  zuerst  den  Fall,  wenn  die  Vectoren  r,  r^ 
auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel  liegen»  iiod 
nehmen  erOsserer  Bestimmtheit  wegen  an,  dass  diese  Vectoren 
beide  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  Parabel   liegen  und 

r^y-r  sei,  so  sind  offenbar  coSq  9    und   cos^  9>'   beide  positiv, 
also  nach  dem  Obigen 

ic^asr^  2C0S3^' 
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oder 


folglich 


Vp= äcoszj  q> .  Vr,      Vp  =  2cos  5  9'.  Vr' ;  " 


cos  2  9>.  Vr  =  cos  5  9'.  Vr*. 


Naa  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 


also 


folglich 


oder 


abo 


<p'=ip  +  e,    q>=z(p'^e; 


cos  2^ .  Vr==cos2  C^+ö)»  Vr% 
cos  2  (pWr'  =1:5  cos  2  (y'— Ö).  i/r ; 


Vr        "^4^y+^)  1.1  1 

V?==  1 =  co8,jd-sin2Ötang29, 

cos  59 


j  Vr— cosj^tV»^ 

taDg29>= i , 

siiiöö-Vr' 


j  Vr'— coSgÖ.Vr 

tang2f)'= j— . ^ . 

siSgd.Vr 
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Weil^nnn 

ist»  so  ist»  wie  man  leicht  findet: 

.                          r'sin  2  ö* 
cosa  qp«= i •^ZZ ' 

co8«9'«= 1 — ;, 


also  nach  dem  Obigen        \ 


4rr'sinäÖ* 


P= 


r  +  r'— 2CO856.  Vr?" 


'2^ 
Hieraus  folgt  mittelst  leichter  Rechnung: 

4r(Vr  — coSgö.VrO* 
4r  — p= 


und 


1  ^—    * 

r  +  r'— 2cos2Ö.Vrr' 

4r'(Vr'— cosaÖ.Vr)« 

*^-P= 1 ZZL- 

r  +  r'-acos^Ö.  V^rr' 


r+r*— 2coSoö.  VrF  +  2r'sino^ 

2r+p=2r j — :: ^ 

r+r'— acosgö.  Vri^ 

r+r'— 2cos5d.V7iP+  2rsin|d« 

^+p=ir^ -=- 1 -^ 

r+r'— 2cosgd.Vn^ 
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1  1 

Weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  tang  5  g>   und  tang  5  4p' 

beide  positiT  sind,  so  sind  nach  dem  Obigen 

Vr  —  cos^  ö.  Vr',     Vr'  — cos^ö  .  Vr 

respective 

negativ ,  positiv ; 

abo  nach  dem  Vorhergehenden 

2(Vr-cosöd.VrOVr 

Y  r+r'— 2co8 2 Ö.V;?" 

2  ( Vr'  -  cos  5  6 .  Vr)Vr' 


Y  r  +  r'-.2co85d.  Vn^ 

Nach  gehuriger  Substitution  in  die   aus  dem  Obigen  bekannte 
Formel 

0=  Jj  Vp.|(2r'+p)V4i^p-{2r+p)V4;^| 

ergiebt  sich 

—  = 
Vp 

r'Cr+r'— 2coS5d  .Vi^+  2r8in^Ö»)(Vr'-cos  Jd.Vr)Vr' 
(r+r'-2cos  J  Ö .  V^)\  r  +  r'— 2cos  J  Ö.W^ 

r(r  +  r'— 2cos  ^  Ö .  V^rF  +  2r'«in  ^  Ö«)  (Vr— cos  ^  ö  .Vr')Vr 

(r  +  r'  — 2cos|d.Vty")y  r  +  r'— 2cos^d.V"rr^ 

Der  Zähler  der  Summe  der  beiden  BrSche  auf  der  rechten  Seite 
des  Gleichheitszeichens  ist 


Theil  XVI.  '  30 
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(r  fr'— 2co8|e,Vr?")(r'(Vr'-co8^«.  Vr)Vr' 

+  r  (Vr— cog^  e.VrO  Vr) 

+  Siysin^  Ö"  {(Vf—cos  jö  .Vr)Vr'  +  (Vr-cos  ^  ftVrO  Vr  l 
=  (r+r'-2coa^Ö.Viy")tr»+r'»-0'+r')co8gÖ,V17't 

+  2rr'sln|d*(r  +  r'— 2co8  J  e .  VT?") 
=  (r+ 1^-2006  ^  0.  VnÖ  tr»+>''^-(>'+r')co8^ö .  ViF+ar/ain?«»} 
=  (r+r'—2  cosle .  Viy){(r+rO*-{r-HrOcos  ?Ö .  VfK -2rr'co8|ö»J  - 
Setzt  man  jetzt ' 

(r  +  rO"—(r  +  rO  cos  Jö  .Vj^"— 21^008  ?  ö»  =0, 

und   tost    diese    quadratische  Gleichung  in  Bezog  auf  r-f  r*   als 
unbekannte  GrSsse  aur,  so  erhilt  man 

I2co8jd.Vi^ 
l 
— cos^Ö.Vrr'  ; 

also  ist 

(r+rO^-fr+rOcos^ö.Vn^-arr'co«  |d« 

==(r  +  r'  +  coß,^d.VlS^)(r+r'-2co8?6.V;^),       ' 
Qbd  folglich  obiger  Zähler 

(r+r'+cos2Ö.V'iV)(r  +  r'-2co8,^6Vrr^)*. 
Daher  ist  oach  dem  Obigen  ' 
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oder 

Weil  diese  Formel  in  Be^ug  auf  r  und  r'  völlig  symmetriscb 
ist»  80  ist  es  nun  nicht  mehr  nuthig»  auzmiehmen«  dass  r'  der 
grossere  Radius  veetor  sei^  ipdem  man  vielmehr  in  dieselbe  jede 
zwei  beliebige  auf  einer  und  'derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel 
liegende  Vectoren  einfuhren  kann.  Auch  ist  es  natürlich  nicht 
weiter  nothig  anzunehmen ,  dass  r,  r^  auf  der  positiven  Seite  der 
Axe  der  Parabel  liegen. 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  betrachten ,  wenn  die  Vectoren 
r«  t  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe  der  Parabel  liegen,  und 
wollen  för's  Erste  grosserer  Bestimmtheit  we^en  annehmen ,  dass 
r  auf  der  negativen »  r*  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  Pa- 
rabel liege. 

Weil  in  diesem  Falle  unter  der  so  eben  gemachten  Voraus 

1  1  ,  .     . 

Setzung  offenbar  cos 59  negativ  und  cobö9>'  positiv  ist,  so  ist 

Vr= 5^.         Vr'=— ^ 


oder 


folglich 


T— •        vi-= j — 

2co8  Q  9  2cos  o  ^f 


Vp==:— 2cos29)Vr,  v7>=2co8,j9)'.  Vr'; 


cos  ö  9. Vr = -*•  cos  2  9>'  •  Vr' . 


Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 


also 


y'=9+ö— 3600,      9  =  9'— Ö+360O; 
jtp'  =  g(<p+e)-180o,     j9=^(9'-ö)  +  180«; 


30* 
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folglich  nach  ^em  Obtgeo 


cos29>'-Vr'=cos2(9'— ö) .  Vr; 


worans  ganz  eben  so  wie  yorher 


un 


80  wie 


und 


tang^9= — j , 

sin^Ö.yr' 

tang^  <p'= j 4 

sing^.Vr 


4iT'8injÖ« 

p=^ T — zzr* 


4r(Vr— cosgö-VrO^ 
4r-p'= j 


4r'(Vr'— cos^Ö.Vr)« 
r+r'— 2co8«Ö.ViV 


r+r'— 2008,^6.  Vr?'+2r'8in  2  Ö* 

2r-fp=2r j 3; 

r+r'-.2cos2Ö.Vrr' 
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r  +  r '— 2co8 1 Q .  Vt?'-{^  2rsiD  a  ö« 

2r'  +p=2r'  -: = j =— 

r+r'-2cosäö.Vfy 


folgt 


Weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  tang  59)  negativ  und 

1 

tang  n  9'^ positiv  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

Vr— cos  2  ö .  Vr  ,    Vr'  —  cos  ^  6 .  Vr 

respective 

positiv,  positiv; 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

2(Vr— cos zyB.  Vr')Vr 


y  r+r'— 2cos^d.Vr7" 
2(Vr' -cos «6  .Vr)Vr' 


y  r+r'— 2cos?Ö.Vit' 

Nach  geboriger  Substitution  in  die  aus  dem  Obigen  bekannte 
•  Formel 

ergiebt  sich 

r'(r+r'-.2cos|6.Vn^+2rsin  ^Ö»)(Vr'— cosj  Ö.Vr)Vr' 

(r+r'— 2cosJe-Vr?;)  Y  r+r'— 2cos^  Ö.ViV" 
r(r  +  r'-2cos  ^  S .  V*^+2r'sin  ^  6«)  (Vr-cos  g  0 1  Vr')  Vr 
(r+r'— 2cos g«.V^)  y  r+r'-2cos2  Ö.Viy 
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welches  wieder  gaoz  dieselbe  Formel  wie  obeo  ist.  Also  ist  auch 
in  diesem  Falle  ganz  wie  oben 

e=^  Vp.(r+r'+cos^6.Viy)Y  r+r'— 2cos|ö.Vri^  , 

und  da  diese  Formel  in  Bezug  auf  r  und  r^  i^ollig  symmetrisch 
ist«  SP  ist  es  nicht  notbiff,  dass  r  auf  der  nesativen,  r'  auf  der 
positiven  Seite  der  Axe  der  Parabel  liege ,  sondern  es  kann  auch 
umgekehrt  sein. 

Als  Resultat  der  ganzen  vorigen  Betrachtung  ergiebt  sich, 
dass,  wenn  r,  r'  zwei  beliebige  Vectoren  der  Parabel  sind,  und 
6  den  von  diesen  beiden  Vectoren  eingeschlossenen,  nach  der 
Seite  der  Parabel  hin  liegenden  Winkel,  der  von  0  bis  360^ 
wachsen  kann,  bezeichnet,  in  völliger  Allgemeinheit  der  Flächen- 
inhalt des  parabolischen  Sectors  @  durch  die  Formel 

0  =  gVp.(r+r'+cosJd.  V7?)Y  r+r'^2cos|ö.VT?" 

dargestellt  wird. 

.  Bezeichnet  nun  $  die  Sehne  der  Parabel,  welche  die  End- 
punkte der  beiden  Vectoren  r,  r'  mit  einander  verbindet,  so  ist^, 
jenachdem 

oder 

180o<d<360*' 

ist,  nach  den  Lehren  der  ebenen  Trigonometrie  respective 

f«=r*-Jr'«— 2rr'cos6 


oder 

also  allgemein 

und  folglich 

also 


**  =  r«+r'«— 2»t'cos(360<^~  ö) ; 
i«=r2+r^~5!rr'cosd. 


cosd  =  - 


'hr* 
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2coe2,d'=  1  +       jrr'      =       ^    ~ ' 


1^     (r+r')a— t" 


und  hieraus,    weon  man  das  ober«  oder   untere  Zeichen  nimmt,    ^ 
jenachdem 


oder 


ist: 


oder 


0<d<18(K> 
180o<6<360ö 


cos  5  ö=+ —     '  ^1^ , 


2co«^ö.V7T^=l:V(r+r')*— f«  • 
Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

wenn  man  immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt ,  jenach- 
dem der  von  den  Vectoren  r,  r^  nach  der  Seite  der  Parabel  hin 
eingeschlossene  Winkel  ein  concayer  oder  ein  convexer  Winkel 
ist,  was  auch  im  Folgenden  stets  festgehalten  werden  soll. 

Nun  setze  man 

V  r+r'TV  (r +rO*^J*=Va:T  Vy  * 
so  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt: 


r+r'TV>+rO«-««=dr+yT2Var.Vy, 

und    folglich    durch  Vergieichong   der  rationalen  und    irrationalen 
Theile  auf  beiden  Seiten: 
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also 

(a:-y)«=(ar+y)«-4a:y=«*, 

woraus,  indem  jetzt  keine  Beziehung  der  Zeichen  zn  den  obigen 
Statt  finden  soll, 

folgt  9  so  dass  man  folglich  die  beiden  Gleichungen 

hat  9  aus  denen  sich 

ergiebt    Da  nun  im  Obigen 

positiv  genommen  ist,  so  muss  man 

setzen  y   weil  von 

das  obere  Zeichen  einen  negativen  Werth  liefert,  der  hier,  eben 
weil 

positiv  genommen  worden  ist,  nicht  statthaft  ist 

Dies  vorausgesetzt  kann  man  nqn  leicht  ©  auf  folgende  Art 
ausdrucken: 

also  ist,  wenn  man  multiplicirt : 
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68 


oder 


oder  auch 


g=(^*-')'<^^)' 


e=ßyf'l(r+r'+f)«T(r+r'^)IJ. 


Dies  ist  der  merkwürdige  Ausdruck  fSr  den  Flächeninhalt 
eines  parabolischen  Sectors^  welcher  gewohnlich  nach  Lambert 
benannt  wird,  aber  eigentlich ,  wie  wir  oben  bereits  bemerkt  haben, 
schon  früher  von  Eni  er  gefunden  worden  ist.  Ausser  dem  Para- 
meter der  Parabel  ist  also  bloss  die  Kenntniss  der  beiden  einen 
Earabolischen  Sector  begränzenden  Vectoren  und  der  dem  densel- 
en  gleichfalls  besrenzenden  Bogen  der  Parabel  angehörenden 
Sehne  nothig,  um  dessen  Flächeninhalt  mittelst  der  Lambert'schen 
Formel  berechnen  zu  können. « 
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Bestimmung  der  liängre  der  auf  einen 
Heffel  irewlckelten  filchraulbenllnie. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  poljtechtaitcl^en  Schule  sa  Carlsruhe. 


Eine  Gerade  bewege  sich  am  eine  andere,  indem  sie  mit  ihr 
beständig  denselben  Winkel  a  macht  und  sie  beständig  in'  dem- 
selben Ihinkte  trifft  Auf  ihr  bewegt  sich  ein  Punkt  gegen  letztere 
hin:  welches  ist  die  von  ihm  beschriebene  Kurve ,  wenn  beide 
Bewegungen  gleichförmig  sind? 

Die  fragliche  Kurve  ist  eben  die  in  der  Aufschrift  genannte. 
Sei  also  y  die  Winkelgeschwindigkeit  der  bewegten  Geraden,  ß 
die  Geschwindigkeit  de^  bewegten  Punktes»  und  nehmen  wir  eio 
rechtwinkliges  Koordinatensystem  so  an,  dass  die  feste  Gerade 
darin  die  Axe  der  z  ist;  die  Ebene  der  a:y  sei  so  gewählt,  dasj» 
der  bewegliche  Punkt  anfanglich  in  ihr  liegt;  femer  sei  die  Axe 
der  a  so  genommen,  dass  die  bewesliche  Gerade  anfänglich  in 
der  Ebene  der  xz,  also  der  beweglicne  Punkt  in  der  (positiven) 
Axe  der  ac,  und  die  (positive)  Axe  der  Jf  sei  so  gewählt,  dass 
die  Bewegung  der  Geraden  von  der  positiven  Axe  der  x  gegen 
die  positive  Axe  der  y  geht 

Am  Ende  der  Zeit  i  liegt  die  bewegliche  Gerade  so,  dass 
ihre  Projektion  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  yt  macht,  während 
der  bewegliche  Punkt  in  ihr  um  die  Länge  ßt  gegen  den  festen 
Punkt  gegangen  ist.  Sei(Taf.IX.Fig.5.)  O  der  Anfangspunkt  der  Koor 
dinaten,  O^  die  Projektion  der  beweglichen  Geraden  (am  Ende  der  Zeit 
t)  auf  die  Ebene  der  xy,  so  macht  die  bewegliche  Gerade  selbst 
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mit  der  Bbene  der  xy  den  Winkel  o*— «*    ferner  Ist  wOB^zyt 

Ist  also  die  Entfernung  des  Durchschnittspunktes  der  beweglichen 
Geraden  mit  der  Aze  der  z  von  O  gleich  a,    so  Ist  die  jLSnge 

jener  Geraden  gleich  ,  die  von  OBiatga,  Ist  D  die  Pro- 
jektion des  beweglichen  Punktes  auf  die  Ebene  der  xy  in  der- 
selben Zeit^  so  ist  BDzzzßtsina,  also  CD:=,ai&a — /3sina.^.  Sind 
also  X,  y,  z  die  Koordinaten  des  beweglichen  Punktes  am  Ende 
dec  Zeit  t,  so  hat  man: 

X  =?  (atga  -*-  ßtamq)  C08(yt)  ,\ 

y  =3  (fltga — ßtsXna)  sin(y«)  J      (I)  v 

z  rs/J^.cosa.  / 

Durch  Elimination  von  t  erhält  man  die  (zwei)  Gleichni^en  der 
beschriebenen  Kurve  (Schraubenlinie.)  Aus  der  letztem  Gteichung 
ergiebt  sich: 


(2) 


pcoso 
Bo  dass  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  sind: 

«=(a-?)tg«.C««(-^;;j-), 

y=(«-r)tg«.8iii(^). 
Eben  so  erhält  man  hieraus: 

als    Gleichung    der    von    der    bewegten   Geraden   beschriebenen 
Kegelfläche. 

Soll  die  Schraubenlinie  auf  einem  Zylinder  vom  Halbmesser 
T  sein,  so  ist  a=:Qo,  atga=r,  azt=0,  also 

a:=rco8(yt),   y  =  rsin(yO,  »=/3^;] 
jr=rcos^^l,      ^=rsinr^J^^>  (4) 

Der  Wee,  den  der  bewegliche  Punkt  zurücklegt,  während  die 
bewegliche  Gerade  eine  Umorehung  vollendet,  heisst  die  Höhe 
des  Schraubengangs. 
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in 
NnD  erfolgt  eine  vollständige  UmdrehuDg  in  der  Zeit  — ,     dem- 
nach ist  die  Hohe  des  Schraubengangs  -^*      Heisst   mao    die- 

Y 
selbe  h,  so  ist 

ß h       y  _2jip 

also  sind  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  (2): 

y=(«-,)tg«.8iD(^-); 
die  der  (4): 


(6) 


(6) 
.   /2ttx\  I 


2«  , 

Setzt  man  zur  Abkärzung  -j-zak,  so  ergiebt  sich  aus  (5): 

somit  die  Länge  des  Bogens  der  Kurve»   wenn  er  von  %-. 
gerechnet  wird: 

^/•^i+*«tgv«-«)«a«- 

0 

Setzt  man  a— z=iy,  zsa— y»  so  ist  dieselbe: 

a 

Integrirt  man,  so  ergiebt  sich  als  fragliche  Länge: 
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^Vl+Ä^aatg»«  -  ^  Vl+Ä«tg^.(a— z)2» 

.  JL  ■  Y         aMg«-fVH^a^A«tg«tt         >^  ^^ 

"^  2Artga    *^V(a— 2)Atg«  +  Vi  +  (a-z)«Ä«tgW  ^ 

Will  mao  die  Länge  derScbraabttolioie  bis  zum  volleodeten  nten 
Umlaufe  (n  auch  eine  gebrochene  Zahl) ,  so  hat  man  2=3-7-  cos« 
au  setzen.    Die  vorkommenden  Logarithmen  sind  natürliche. 

Für  den  Fall  des  Zylinders  ist  atga=r>  a=0,  a=QD,  also 
die  Länge: 


j: 


\ri+k^Sz=z  Vl+Äar2.2,  (8) 


wie  bekannt 


J*fir  z=a  bort  die  Kurve  in  der  Spitze  des  Kegels  auf;  also 
ist  ihre  ganze  Länge: 

lVl  +  aHHg^a+  2^- log(aAtg«+V  l+a^k^tg^a).  (9) 

Man  findet  leicht»  dass  die  Tangente  an  die  Kurve  (2)  im  Punkte 
(Xf  y,  1)  mit  der  durch  denselben  Punkt  gehenden  Lage  der  be- 
weelichen  Geraden  einen  Winkel  S  macht,  bestimmt  durch  die 
Gleichung 

costf=    ^  ,  (10) 

Vl+kHgMa-z)^ 

und  im  Falle  der  Kurve  (4): 

dessgleichen,  dass  die  Normale  an  die  Kegelfläche  (3)  in  diesem 
Punkte  senkrecht  auf  der  Tangente  der  Kurve  in  demselben  Punkte 
steht 

Wenn  man  die  Kegelfläche  in  eine  Ebene  abwickelt,  so  legt 
sich  die  Schraubenlinie  ebenfalls  in  die  Ebene.  Ihre  Gleichung 
findet  sich  folgendermassen. 

DieLinie  ilB(Taf.IX.  Fig.6.)  drehe  sich  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit xsina  um  J,  während  £r  gegen  A  mit  der  Geschwindigkeit  ß  hin- 
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schreitet.  Die  eotstandeoeKurve  ist  die  Abwickeluiig  der  Schraabeo- 
lioie,  wenn  man  die  einzelnen  Theiie  dieser  Kurve ,  statt  fortlau- 
fend an  einander  zu  liegen ,  von  einander  trennt.  Denkt  man  sieb 
nSmIich  B  als  Anfangspunkt  and  beschreibt  mit  AB  einen  Kreis, 
so  wird  die  so  eben  gesuchte  Kurve  ein  oder  mehrere  Umläufe 
machen  9  bis  sie  in  A  ankommt.  Man  wähle  nun  zwei  Linien /l^, 
AD  so,  dass  der  Bogen  BD^=:2aniga  (dem  Umfang  der  Grond- 
fläche  ii%B  Kegels) ,  lege  nun  nach  einander  an  Au  u.  s.  f.  um 
A  Wirtkel  gleich  dAD,  und  lege  die  zwischen  ihnen  befiodlichen 
Stücke  der  Kurve  in  derselben  Lage  in  den  Winkel  BAD,  so 
werden  diese  Stücke  die  Abwickeluagen  der  Schranbenlini«)  «eiD, 
während  die  Fläche  ABD  die  Abwickelung  der  KegelflSche  ist. 
Da  der  Punkt  B  den  Weg  2ajttfa  macht  m  derselben  Zeit^  in 
der  oben  eine  Umdrehung  der  Linie  ^fi  statt  hatte,  so  lässt  sieb 
leicht  die  Winkelgeschwindigkeit  von  AB  bestimmen.  Sei  näm- 
lich T  diese  Zeit,  so  ist 

aYtga,T=2antga,     r=-r  . 

Ist  nun  y'  die  Winkelgeschwindigkeit  von  AB  In  dieser  letzten 
Bewegung,  so  ist,  da  AB=' 


aa  /ti9  = 

coso 

a 
cosa 

y.t= 

=2a9rtga. 

T  = 

29nBina 

2» 

'7' 

/rzysin«. 

demnach 

(12) 

wie  oben  angegeben  wurde. 

Nehmen  wir  :i  als  Anfangspunkt  von  Polarkoordinaten,  und 
sei  AC  die  Lage  der  erzeugenden  Linie  am  Ende  der  Zeit  i,  so 
ist  die  Lage  von  B  (B^  bestimmt  durch 

Winkel  BAC^yBina.t, 

AB' =2--^ /J<; 

coscr       ^ 

also,  wenn  BAC='Q,    AB'^r: 


p=ysina.^,     r= ßi; 

'  '  cosa      ^  ' 
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r=-^ -r4—,  (13) 

€08«         kaina  ^ 


eioe  archimedische  Spirale. 
Ihre  Länge  findet  sich: 

^  y*^  ^(«Atg«-p)»  +  13«  (14) 

O 

Um  die  einem  Umgang  entsprechende  Länge  zu  finden,  muss 
man  von  ^=:0  bis  ^=2;Fsinor  integriren. 

Man  setze  QzziktgcLX»  so  erhält  man  aus  (14): 

~^y^Vl+A«tg«a(a-a:)aa^,        (15) 


cosa. 


und  mn  die  Länge  eines  Umgangs  zu  finden,    muss   a?= — r — 

gesetzt  Virerden.    Da   diess   genau  mit  Obigem  zusammenstimmt,       « 
so* folgt  daraus,  das  die  Kurve  sich  unverkürzt  abwickelt,  was  zu 
erwarten  war. 
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Helber   die   Bestimmani?   des   Mitfel- 
pimktes  einer  Fläche  zweiten  Ctradtss. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J«  DLsnger 

an  der  polytechnischen  Schule  su  Carlsrnhe. 


Stellt 

die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  dar,  so  werden,  wenn 
diese  Fläche  einen  Mittelpunkt  bat,  die  Koordinaten  desselben 
^0'  ,Vo*  *o  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

_     (BC-D^)G+(DE-CF)H+(DF    BE)J 

_      (DE^CF)G+{AC-^E^)H+{EF--AD)J 
yo—'-'     AßC-'ÄD^'-BE^-^CF^+iDEF      ' 

_      (ÜF-^BE)G+(EF^AD)ff+(^B^F*)J 
"«— ""      ABC-^m-^SE^CF^+^DEF 

Ist  nun  der  Nenner  dieser  Ausdrficke  nicbtNuIl,  so  hat  die  FiScbe 
einen  Mittelpunkt.  Sie  hat  aber  deren  unendlich  viele,  wenn  zvrar 
der  Nenner  Null,  zugleich  aber  alle  drei  Zähler  auch  Null  sind. 
Nun  ist  aber,  sobald  der  Nenner  Null  und  einer  der  Zähler  Null, 
jeder  der  zwei  anderen  Zähler  Null. 

Heispen  nämlich  die  drei  Zähler  Zj,  Z,,  Z^,  der  Nenner  ßf, 
so  findet  man  leicht,  dass 
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EZi+DZ^  +  CZs—'-JN. 

Ist  DUO  z.  B.  nebst  iV=0  auch  Zs=0»   so  fofgt  hieraus: 
ülZi  +  FZa=0, 
FZi  +  BZ«=0, 
J5Zi+DZa=0; 

woraus  noth wendig  Zi=:Z2=0,  was  den  Satz  beweist. 

In  diesem  Falle  liegen  die  Mittelpunkte  zuweilen  in  geraden 
Linien  (bei  zylindrischen   Flächen). 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  FIfiche 
betrachten.    Hier  ist: 

Also  Z|=:Z2=Z3=:iV=0.    Denken  wir  uns  aber  zuerst  G^H 
:=sJ»  SO  ergiebt  sich: 

:ro_  {BC^Bfi) + (DE-CF)  4  (DF^BE)     ^ 
i^—      DF-^BE+EF^AD+AB-^F^     "-^' 

$0  _DE'^CF+Aa-E^+EF'-'AD^ 
xo  -^DF^BE+EF^AIHAB^-F»-^^' 

d.  h.  alle  Hittelpunkte  liegen  auf  der  Geraden ,  deren  Gleichungen 

•  .r=22,    y==3z 

sind.    Die  Fläche  selbst  ist  ein  elliptischer  Zylinder. 


Thcil  XVI.  31 
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SSU^enschaften  der  iperaden  Kegel  und 

Keselstumpfe  -  mit   spbäriseb  90 

krfimmten  Orundfläelien. 

Von  dem 

Herrn  Schalrath  J.  H.  T.  Müller 

zn  Wiesbaden. 


konische  Flächen  bestimmt,  welche  die  durch  jene  Punkte  gehende 
Gerade  zur  gemeinschaftlichen  Axe  haben,  so  dass  der  Mittel- 
punkt der  einen  konischen  Fläche  ausserhalb,  und  der  der 
andern  innerhalb  der  Kugel  liegt. 

Hier  soll  von  derjenigen  konischen  Fläche  ausgegangen  wer- 
den, welche  ihren  Mittelpunkt  ausserhalb  der  Kugel  hat,  and 
zugleich.  ^'>p''  angenommen  sein.  Die  Eigenschaften  der  andern 
Fläche  ergeben  sich  später  sogleich  aus  denen  der  ersten,  wenn 
Q^'  negativ  genommen  wird. 

Aus  jener  Verbindung  des  konischen  Raumes  mit  der  Kugel 
entstehen : 

1.  zwei  Kegel  C,  C"  mit  den  sphärisch  gekrGiam- 
ten  Grundflächen  C,  G"f  deren  Axeu  sich  um  den 
Kugeldurchmesser  unterscheiden , 

2.  und  ein  Kegelstumpf  <C  mit  den  beiden  sphäri- 
schen Grundflächen  b'  und  G",  welcher  den  Kugel- 
durchmesser  zur  Axe  hat  und  dem  Unterschiede  jener 
beiden  Kegel  gleich  ist. 
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3.  Der  Halbmesser,    die  Oberflftcbe,   der  Inhalt  der  Kugel 
soll  immer  mit 

r,        K,       21 

bezeichnet  werden. 

4.  Legt  man  durch  die  Peripherien  der  Kugelkreise  G\  G" 
Ebenen,  so  sind  die  Hohen  der  zugehörigen  Kugelabschnitte  Ti\ 
V  gleich 

r(I  —  cosp') ,     r(l — cosp") ; 

folglich  ist 

Czsim^.  sinip'«=sinip'«.  K\ 

G"=:4«r».sin4p"2=sm4p''«.« . 

Hieraus  erhält  man  die  Kugelkeael,  welche  G'  und  G"  zu  Grund- 
flachen und  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zur  Spitze  haben,   gleich 

4 


und 


4 


Werden  diese  um  die  zugehörigen  Kegel  mit  ebenen  Grand- 
flftchen  vermindert»  so  erhält  man; 

5.    Die  Kugelabschnitte 

3l'=3  ;rr«  (4slolp'«  —  sinp'^cosp'); 

31"=  j-  »r»(4sinip"»-ginp"«cosp") . 

D^  4sin^p*=l-^cosp,  so  ist 

4sins'sinp^ — 8inp\*osps=2 — 3cosp-f  cosp' 
=  CA+cösp)  (1— cosp)*, 


folglich  auch 


oder 


3( = g-  «r«.(2+co8p)  ( I  — cosp)* 


sr 
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a  =  sinj^^  (2-f  coB^)  •  & . 

6.  Der  Kegelstumpf  mit  den  ebenen  Grundflächen  (?■, 
Gii ,  deren  Peripherien  mit  denen  von  G'  und  G"  asusammental- 
len,  ist 9  wie  man  sich  alsbald  fiberzengt, 

=  j  wr»  (cos^'  +  eos^'O  (biuq'^ + sin^'sin^'' + Bing"^ . 

Wird  dieser  um  die  beiden  Kugelabschnitte  V,  H"  vermehrt, 
so  entsteht  unser  Kugelkegelstumpf  C  und  man  erhält  nach 

Division  mit  ^m*': 

^ .  <C=(cos^'-t-cosp")(sin^'>-|-sin^'sin^"-fs'np''*) 

+  4sini^'*— sin^'^cos^' + 4sin  Jp"*— sin^"'eo8p", 

und»    nachdem  man   das  Product  entwickelt  und  das  Granze  ver- 
einfacht hat» 

^  .€=sin(p'+^'0  (sin^'+sinp'0+4«ini9'«+4sinl^''« 

=2sini(^+^'0oosj(^'+^'0-28in4(9'+^'0co8^9'-9'') 
+4sin4^'«44sin4^"«. 
Da 

sini,-+sinl,-=i=p:.+  ^25^^ 

=  l-cosj(^'+^'0cos~(9'-^'0, 

so    ist,    wenn    die   Gleichung    durch    4   dividirt   worden,    fveil 
j«r*=Ä  ist» 

|=sini(^'+p'0'cos  J(^'+^'Ocos  ~  (^'-9"; 
+  l-cos|(^'  +  ncosg-((?'-^") 

Es  ist  demnach 

C  =  |  l-cos2(e'+VO'cosj(o'-p'0).Ä* 
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d.  i.  Der  Inhalt  eines  Kagelkegelstumpfs  wird  ee- 
funden,  wenn  man  die  dritte  Potenz  des  Cosinus  aer 
halben  Summe  der  Radien  beider  Grundflächen  mit  dem 
Cosinus  des  halben  Unterschieds  derselben  multiplicirt 
und  diesem  von  1  subtrahirten  Producte  die  zugehörige 
Kugel  zur  Einheit  giebt. 

Denkt  man  sich  diesen  Stumpf  aus  der  Kugel  herausgeschnit- 
ten» 80  bleibt  ein  von  einer  Kugel-  und  einer  Kegel-Zone  Degrenz- 
tes  Zweiflach  übrig,  dessen  Inhalt 

Ä-<C=cos  cj(^'+(>'0'cosi((?'-e'O.Ä 

durch  eine  sehr  einfache  Formel  gegeben  ist. 

7.  Dm  den  zu  denselben  Grundflächen  gehurigen  Kegelstumpf  zu 
finden 9  dessen  Seitenkanten  einander  unverlängert  schneiden, 
setze  man  q"  negativ,  wodurch  man 


»-<C  =  cosi((?'  +^'Ocos~(^'-^")».» 


erhält. 


Demnach  ist  ffir  diesen  Fall  das  Product  aus  dem  Co- 
sinus der  halben  Summe  der  Radien  in  die  dritte  Potenz 
des  Cosinus  ihres  halben  Unterschieds  der  Coefficient 
der  KugeL 

8.  Wird  in  (6)  (^*^q"=zq  gesetzt,  so  erhält  man  einen 
Kugelcylinder,  aessen  Axe  durch  den  Kegelmittelpunkt  geht, 
und  es  wird^ 

C  =  (I— cos^»).Ä. 

Der  Kugelcylinder  ist  daher  gleich  der  Kneel  multipli- 
cirt mit  der  Ergänzung  der  dritten  Potenz  des  Cosinus 
vom  Grnndflächenradius  zu  1. 

Wird  aus  der  Kugel  ein  Kugelcylinder  herausgeschnitten, 
dessen  Grundflächenradius  =60^  ist,  so  ist  die  so  ausgehöhlte 
Kugel  acht  mal  so  klein  als  die  Kugel  selbst. 

9.  Macht  man  dagegen  in  (7)  ^'=0''=^,  so  entsteht  ein 
Kugelkegelstumpf,  dessen  Seiten  einander  im  Mittelpunkte  der 
Kugel  halbiren  und  es  ist  dann 

C=(l— cos^)S=s2sin|^*&. 

Die  auf  solche  Weise  ausgehöhlte  Kugel  ist  demnach 
der  mit  dem  Cosinus  des  Grundflächenhalbmessers  mul- 
tiplicirten  Kugel  gidch.    Vergl.  (4.) 

Fflr  p=60o  sind  also  beide  kSrper  einander  gleich. 
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10.    Setzt  man  ^''=0,  so  entsteht  eia  Kugelk^el,   dessen 
Spitze  im  Gegeopiinkte  des  Mittelpaokts  von  G'  liegt    Hiernach 


wird 


<£=  (1— cosg-  ^*) .  Ä  =  j(l— cos^)  (3-f  coB^).ai. 


Fflr  p=:90o  wird  <C=  j»,  für  ^=60o  wird  »— €=5 |«r». 

U.    Wenn  in  (6)  die  Seitenkante  des  Kegelstompfs  mit 
tb  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass 

4f«=2r»a  +  cos(^'+9'0). 
oder 

f=rcos5-(^'+p'') 

ist. 

Die  Verbindung  dieser  Gleichung  mit 

ö:=tl-cos|(^'+p'0'cos^(9W01.  5-«r» 


giebt 


Da 


a— €=k4cos  2  (q'  +  q")  cos  j  (^'  —  ^'0  •  3  »••««•  • 

Es  ist  daher  der  ausgehöhlte  Korper  einem  Kegel  gleich, 
welcher  die  Seitenkante  des  Stumpfes  zum  Grundflächen* 
durchmesser  und  den  Kugelradius  zur  Höhe  hat,  wenn 
man  dieJsen  Kegel  mit  dem  vierfachen  Producte  der  Co 
sinus  der  halben  Summe  und  der  halben  Differenz  der 
GrundflSchenhaibmesser  multiplicirt 


2cos  2  (p'  +  9")  cos  ff  (p'— P'O = cosp' + cosp'' 


und 

rcosp'+rcost^" 

gleich  der  mit  a  zu  bezeichnenden  H5he  des  Kegelstampfs.  mit 
ebenen  Gnindflächen  ist,  so  hat  man  auch 
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Daroach  iat  die  koniscb  ausgehöhlte  Kugel  doppelt  so 
gross  als  ein  gewohnlicher  Kegel,  welcher  die  Sei- 
tenkante des  Stumpfes  zum  Durchmesser  der  Grundfläche 
und  den  Abstand  beider  Kreisebenen  zur  Höhe  hat. 

\%  Geht  der  Stumpf  in  einen  Kugelcylinder  über«  so  wird 
in  (ll).,.a^2$  und  man  erhält 

4 

Die  cylindrisch  ausgehöhlte  Kugel  ist  also  enier  Kugel 
gleich,  welche  die  Seitenkante  des  Cylinders  zum  Durch- 
messer hat. 

13.  Es  bleiben  jetzt  noch  die  beiden  Ergänjzungskegel 
des  Kugelkegelstumpfs  zu  betrachten,  welche  entstehen,  wenn 
der  Mantel  des  letztern  bis  zum  Durchschnittspunkte  erweitert 
wifd,  und  von  denen  der  erste  <C'  den  convexen  Kugelkreis  G', 
der  andere  C  den  concaven  &*  zur  Grundfläche  hat. 

Die  zugehörigen  Kegel  mit  ebenen  Grundflächen  Gi,  G^ 
seien  <Ci,  (Cn  und  ihre  Höhen  qj,  0^,  folglich  Of — a|i=:a. 
Vergl.  (Jl.). 

Dann  ist 

a  =  (cos^'  +  cos^")^ 

und  die  Halbmesser  von  6|,  Gi^  =rsinp',  rsinp''  und  man  erhält 

COSp'+COSp"        ,      ,  '      ,      .^  r   t        /A 

«*  =  sinp--^siB^^-'^^'"^=^'"^^^*  ^^^-^^'^ ' 

Daher  sind  die  ebengrundflächigen  Ei^nzungskegel 
Ci  =  j  ;jrVm^'»cot  j  (e'-^'O» 

€u  =  l  «r«sin^"«cot  \  (^ WO . 

Wird  €1  um  den  Kugelabschmtt  31'  vermehrt  und  €^i  und  2'' 
vermindert,   so  erhält  man  die  gesuchten  Kugelkegel  C',  <E"  und 

es  ist,  wenn  man  (5)  benutzt,  und  beiderseits  durch  ^»r'dividirt: 
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Wird  rechts    das  dritte  Glied  avf  den  Nenner  des  ersten  ge- 
bracht, so  erhSit  man 

und  durch  eine  leichte  Umformnng  des  Coefficienten  von  sin^"*: 
Daher,  wenn  man  noch  sinp^  verwandelt: 

Wenn  man  den  Sinus  der  halben  Summe  der  Grund- 
flftchenhalbmesser  durch  den  Sinus  ihres  halben  Unter- 
schieds dividirt,  so  erhält  man,  filr  die  Kugel  als  Ein- 
heit, den  Inhidt  jedes  der  beiden  Ergänzungskeeel, 
wenn  man  jenen  Quotienten  mit  dem  Quadrate  des  Co- 
sinus der  äälfte  des  zugehörigen  Radius  multiplicirt  und 
dieses  um  1  vermehrte  oder  verminderte  Product  mit 
dem  Quadrate  des  Sinus  der  Hälfte  desselben  Radius 
multiplicirt 

14.  Wird  in  (13)  .  .  g"  negativ  genommen,  so  erhält  man 
das  andere  zu  denselben  Grundflächen  gehurige  Paar  von  Kueel- 
kegeln,  wodurch  sich  hier  bloss  der  Quotient  beider  Sinus  umkenrt. 

16.  Da  nach  (4)  sin^o^.Jl  den  Inhalt  eines  Kugelkegels  giebt, 
.welcher  g  zum  Grundflächenbalbmesser  und  den  Mittefpunkt  der 
Kugel  zur  Spitze  hat:  so  werden,  wenn  man  in  (13)  die  erste 
Endgleichung  umsin^p'^.K  vermindert,  die  zweite  aber  um  sinJp'^.ZL 
vermehrt»  zwei  Doppelkegel  ^',  ^'  entstehen,  deren  gemein- 
schaftliche Spitzen  der  Kegelmittelpunkt  und  die  Spitze  derErgäu- 
znngskegel  sind  und  welche  bezienungsweise  die  Peripherie  von 
G\  G"  zur  Randkante  haben. 

Der  Inhalt  derselben  ist 

l.sini(£^+i>'0  .    ,,  ^ 

4    sini(p' — (>")      ^ 
Hieraus  erhält  man  unmittelbar 
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Es  verbalteD  sich  daher  diese  Doppelkegel  wie  die  Qua- 
drate der  SiDus  der  sphärischeo  Halbmesser,  mit  denen 
ihre  Kanten  beschrieben  worden. 

Das  andere  Paar  von  Doppelkegeln  wird  eben  so  bebandelt« 

16.  Erff&nzen  die  sphärischen  Halbmesser  p^  9''  der  Grund- 
flächen der  Kugelkeffel  £'«  C"  einander  zu  180^,  so  wird  die 
äussere  konische  Fläche  eine  Berührungsfläche  an  die 
Kugel,  und  man  erhält  alsdann,  nachdem  die  iBudgleichungen  in 
(13)  durch  31  dindirt  worden, 

g  =  8in4(?'>J;::j3^.co8  5-g'«+M 

COSrtP'* — cosg' 

=  sinjp'*, 7 , 

1^  —  cosp' 

und  wenn  man  Im  Zähler  cosp'  durch  cosn-p'^^sinip'^  ersetzt. 


6in4£^ 


cosp' 
cosjtg^^ 


», 


cosp' 
In  diesem  Falle  muss  <C'^C:=2l  sein. 

17.  Ffir  die  Innern  Kegel  geht,  wenn  p'-|-p''  =  l^  wird, 
die  konische  Fläche  in  eine  Ebene  über  und  die  Kugelkegei  wer- 
den zu  Kugelabschnitten,  deren  Summe  der  Kugel  gleich  ist. 

18.  Werden  die  Azen  der  Kneelkegel  C>  d"  mit  a',  a'' 
bezeichnet,  so  erhält  man  aus  (12)  und  (4)  fiir  die  aus  sein  Kegel: 

d      cospHcosp"  .     /  ,  ,  ' 

sin(p^-t-p'0  +gmp'-^8inp^^ 

"*"  siup' — SIDp" 

«.-0  «inip^cosjp^^ 


8ioi(,.'-9'0 

-''•   8lnK()'-p'0 
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19.  Ist  p  die  Spitze  des  äussern  und  q  die  des  iDoem 
Kugelkeffelpaares,  sowie  o  der  Mittelpunkt  der  Kugel»  so  ist 
op=6  die  gemeioscbaftliche  Axe  der  Doppelkegel  ^,  ^\  und 
mau  hat  b^a'^^=:a"  +  r.  Daher  ist  aus  (lo)  oaui  einer  leichten 
Umformung 


und  ffir  oq=c 


^-sini((?'-^'0     ' 


woraus  die  geometrische  Bedeutung  der  in  (13)  und  (15)  vorkom- 
fnendeiJ  Sinusquotienten  hervorgeht. 

Auch  folgt  augenblicklich  aus  diesen  beiden  GleichuBgeu» 

dass  das  Rechteck  aus  den  Axen  op»  oq  der  beiden 
Doppelkegelpaare  gleich  dem  Quadrate  des  Kugelhalb- 
messers ipt 

20.  Endlich  sind  noch  die  Seltenkanten  2t\  2g"  der 
äussern  Ergänzun^skegel  zu  bestimmen.  Sie  ergeben  sich  leicht, 
wenn  man  sich  erinnert»  dass  in  (II) 

war.    Man  erhält  nämlich  filj  die 

äussern  Innern 

Ergänznngskegel 

sinp^ ^_       8mQ' 

aing  _      sing" 

'^■"sinU^'-^")''  ^  "•sinW^'+p")  ""'' 

aus  deren  Verbindung  sich  wiederum  die   in  (19)  yorkomraenden 
Sinusquotienten  ergeben. 

Diese  einfachen  Beziehnneen  zwischen  einem  konischen 
Räume  und  der  Kugel»  deren  Zahl  sich  leicht  vermehren  Hesse, 
bedfirfen  zu  ihrer  Uerleitung  bloss  der  Bekanntschaft  mit  den  Ele- 
mentenc|er  Stereometrie  und  der  Goniometrie  und  eignen  sich  dadurch 
zu  in  sich  zusammenhängenden  Uebungen»  ähnlich  den  in  den 
»»Geometrischen  Ausläufern"  von  mir  zusammengestellten.  Mit 
dieser  Bemerkung  m5ge  die  Mittheiiung  dieser  Kleinigkdt  gerecht- 
fertigt sein. 
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Uelber  die  BestlmmuDff  der  symmetri- 

seben  Fiuktionen  der  l^urzeln  einer 

C^leichun^. 

(Nach  Abel  Transon^   in  den  f^ouvelles  Annales  de  Ha- 
tbämatiques.    Fävrier  et  Mars  1850.) 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  poljteebnUchen  Scbnle  sa  Carls  ruhe. 


§.  1.. 

se 
(n)  Wurzeln  der  öleichung 


Seien  F(x),  q>(x)  ganze  Funktionen   von  xi  a,  6.  c die 


F(a:)=0,  (1) 

so  ist  bekanntlich 

Mültiplicirt  man  nun  beiderseitig  mit  g>(x),    so  erhält  man 
r(:p),(p(x)_  q>(x)  .   q>{x)  _//^v  .?(«).   9>(b)  . 


wenn  man  (falls  diess  tbunlich  ist)>  w(x)  durch  x—a,  x — 6  u.  s. 
^w.   dividirt,    bei   welcher   Division   aie   Reste   bekanntlich  <p(ä), 

9(6), sind,   so  dass  f(x)  eine  ganze  Funktion  von  x  lat,   um 

einen  Grad  niedriger  als  q>(x).    Bringt  man  die  zweite  Seite  auf 
einerlei  Nenner ,  so  ist  ^ 
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weno  ^  bedeutet,  man  solle  die  Operatioo  auf  alle  Wurzeln  a, 
hy ausdehnen^  also  z.  B. 

Zy(a)=9(a)  +  9>(*)  +  9W+ (4) 

ist.  Daraus  folgt  offenbar,  dass  man  die  symmetrische  Funktion 
(4)  erhält,  wenn  man — p,  .  nach  fallenden  Potenzen  von  j?  ent- 
wickelt und  den  KoefGbEienten  '"VftX  /nimmt. 

Da  man  hat 

F{x)=^,  (1) 

so  kann  man  hierdurch  ai^  ausdrücken  vermittelst  der  niederem 
Potenzen  von  x^  so  also  dass  etwa 

Ä"=— fta;*-*— ja^a?»"^— ....;    (5) 

ebenso  kann  man  :e"+^,  j^H-^^....  ausdrücken  durch  Potensen  von 
x^  niederer  als  die  nte.    Z.  B.  aus  (6)  folgt 

«^*= — piX^'^p^pE^-^ — ...; . 

setzt  man  hier  für  a!^  seinen  Werth  (5) ,  so  erhält  man  den  ver- 
langten Ausdruck  von  af^^\ 

In  dieser  Weise  kann  man  überhaupt  vorläufig  die  Grosse 
F'{x)tp{x)  durch  niederere  Potenzen  von  x  ausdrücken,  als  die 
nte,  und  man  wird   etwa  ehalten: 

,  •F(:r)9(a:)  =  *ijr»-i  +  Aaa;«-«  + (6) 

Hat  man  diessgethan,  so  ist  in  (3)  offenbar /(j;)=dO  und  man  hat: 

9(a)  +  fp(b)  +  9){c)  + =*i  •  (7) 

Vermittelst  der  gelehrten  Methoden  wird  man  also  immer  die  sym- 
metrische Funktion 

9>(fl)  +  9>(A)+vW  + (4) 

der  Wurzeln  der  Gleichung  fXa:)=0  ausdrücken  können. 


$.2. 

Gesetzt  nun,  es  handele  sich  um  die  synunetris^e  Funktion 
zweier   Buchstaben 
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Zqijia.  6), 

die  mao  durch 

2fp{x,y)  (8) 

darstellen  kann^  wobei  bemerkt  werden  muss,  dass  Z  bedeutet, 
Xg  y  sollten  alle  Wertbe  annehmen  (§.  1.)»  oder  alle  Verbindun- 
gen dieser  Werthe  zu  zwei. 

Man  dividire  nun  zunächst  F(x)  durch  x — a>  uod  sei  Fi(x) 
der  Quotient,  so  dass  b,  c,..,.l  die  (it — 1)  Wurzelnder  Gleichung 
Fi(x)=:zO  sind.    Aus  §.  1.   folgt  nun,    dass  der  Koeffizient  von 

—   In  der  Entwickeiung  von 

die  Summe  '  ''^   ' 

(p{a,  b)  +  9(a,  c)  + +  g>(a,  0 

ist    Stellt  man  nun  diesen  Koeffizienten  durch  ^(a)  dar,  so  ist 

^9(a:,y)=^(a)  +  ^6)+  ^(c)+.....  +^(0, 
und  man  wird   die  verlangte  symmetrische  Funktion  durch  Ent- 
wickelnog  des  Ausdruclu  — jryT-      finden. 


$.3. 
Man  habe  die  B]rnunetriscbe  Funktion  dreier  Buchstal!en 

so  wird  man  zuerst  das  Polynom 


(x-a)  {x-b)—'*^"' 


bilden.    Sucht  man  nnn  den  Koeffizienten  von  —    in    der    Ent- 

X 


Wickelung  von 


Ft'{x)q>(a,  b,  X) 
F,(x) 


SO  ist  derselbe  gleich 
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SO  dass  man  die  symmetrische  Funktioa  S^iy,  z)  zu  berechnen 
hat',  was  nach  §.  2.  geschieht. 

Dass  man  so  fortfahren  kann,   ist  klar. 

Dass  es  hinreichend  ist,  ganze  Funktionen  zu  betrachten,  ist 
leicht  einzusehen,  da  eine  jede  nicht  ganze  rationale  Funktion 
der  Quotient  zweier  ganzen  ist,  tind  zugleich  auch  jede  rationale 
Funktion  einer  oder  mehrerer  Wurzeln  einer  Gleichung  ersetzt 
werdep  kann  durch  eine  ganze  Funktion  dieser  Wurzein.  (Serret, 
Cours  d'Alg^bre  superieure  2me  legen  pag.  19.  suiy.). 


§•4. 

Man  sieht  leicht  aus  dem  Vorstehenden,  dass  jede  symme- 
trische i^anze  Funktion  der  Wurzeln  einer  Gleichung  eine  ganze 
Funktion  der  Koeffizienten,  ohne  irgend  einen  numerischen  DiTi- 
sor  ist;,  so.  wie  dass  man  sie  durch  algebraische  Divisionen  er« 
hält,  bei  denen  der  Koeffizient  des  ersten  Gliedes  in  den  Divi- 
soren immer  der  Einheit  gleich  ist.  Besonders  geht  die  erste 
Behauptung  klar  aus  der  zweiten  Methode  des  §.  1.  hervor. 


§.  5. 
Sei 

j-»+j(?ia:«-i+/?4a?«-*  +  .....+p»=0  (9) 

die  gegebene  Gleichung  (F(a;)=0),  also  p^,  j%, deren  Koef- 
fizienten mit  den  Zeigern  1,  2,..m.  Denken  wir  uns  nun  irgend  ein 
Produkt  solcher  Koeffizienten,  so  heissen  wir  den  Zeiger  dessel* 
ben  die  Summe  der  einzelnen  Zeiger,  indem  man  Sorge  trägt, 
den  Zeiger  eines  Buchstabens  so  viel  mal  zu  zählen,  als  dieser 
Buchstabe  vorkommt^  So  ist  z.B.  der -Zeiger  desProdnkts  pi^V» 

=3.1+ 4.2  f  5= 16. 

Besteht  eine  Funktion  aus  mehrern  Soleher  Produkte ,  so  heissl 
der  h5ch9te  Zeiger  der  einzelnen  Glieder  der  Zeiger  der  Funktion. 
So  ist  also  von 

der  Zeiger  ^. 

Man  habe  nun  eine  symmetrische  Funktion  einer  oder  meh- 
rerer Wurzeln  der  Gleichung  (9),  so  heisst  der  höchste  Grad  der- 
selben die  höchste  Summe  der  Exponenten  der  einzelnen  Glieder. 
Ist  diese  Funktion  nun  durch  die  Koeffizienten  von  (9)  ausgedrückt» 
so  hat  sie  einen  gewissen  Zeiger  und  man  kann  nun  nachweisen^ 
dass  der  Zeiger^einer  symmetrischen  Funktion  ihrem  Grade  gleich  ist 
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Id  Bezag  auf  die  symmBtcischeo  FunktloDefn  eioes  Buchsta- 
bens genügt  es ,  den  Beweis  zu  liefern  ftir  die  Funktion  £Aa^, 
wo  A  eine  Zahl  ist  Um  die^e  Funktion  zu  erhalten,  muss  man 
dividiren  ($.  L) : 

tAmai^-^+*  +  2l(m— 1)^13^-^+"  + 

Sei  der  Quotient 

so  ist 

^r  =  —  Pi  qr^i  r-  Ptqr-^ —  ...••  — Pr^o  +  {m-'T)ApT . 

Da  aber  qQr=zAmj  also  den  Zeiger  0  hat,  so  hat  allgemein  fr  den 

Zeiger  r.    So  demnach  hat  der  Koeffizient  von   — ,  d.  i.  qn^  den 

sc 

Zeiger  n,  was  den  Satz  beweist. 

Wäre  ^selbst  eine  ganze,  rationale  Funktion  der  Buchsta- 
ben »,  so  hätte  fo  denselben  Zeiger  nf  wie  A,  also  qn  {ASa!»^) 
den  Zeiger  n'-\-n. 

In  Bezug  auf  die  Funktionen  zweier  Buchstaben  genügt  es, 
die  Funktion  Zj/^^'  zu  betrachten. 

Heisst  man  die  zweite  Art,  in  §.  1.  aufgeführt,  die  durch 
Reduktion,  so  dass  wir  also  unter  Reduktion  der  Funktion /^(o^Wo?) 
verstehen  die  Operation,  vermöge  der  alle  Potenzen  von  o:  die 
höher 
vermit 
wenn 
telst  der  Gleichung  F^(^)=0  vornimmt    Da  aber 


Fj(a:)=«— i+a 

«"»-«  +    o« 

+  Pi 

+  Pia 

+  f% 

aü^-^^. 


so  ist  klar,  dass  man  hierdurch  eine  Funktion  n>{a)  erhalten  wird, 
so  dass  in  jedem  ihrer  Glieder  der  Grad  von  a  mit  dem  Zeiger 
des  Buchstabens  0  die  Summe  n-^-n'  beträgt,  so  dass  die  Reduk- 
tion, die  darauf  folgt,  nämlich  der  Grösse  i^(.r) /^(o;),  vermittelst 
jp(a;)=0,  eine  Funktion  vom  Zeiger  n-^-n'  giebt. 

So  kann  man  leicht  fortfahren. 

Wenn  man  .  eine  allgemeine  Gleichung  vom  mten  Grade  mit 
zwei  Unbekannten  x  und  y  hat,  so  geben  die  Zeiger  der  Koeffi- 
zienten von  X  zugleich  den  Grad  derselben  in  y  an.  Der  voran- 
gegangene Lehrsatz  lehrt  somit  den  Grad  in  y  einer  jedai  sym* 
metrischen  Funktion  der  Wurzeln  Xi,  x%,t.,.Xm  kennen. 
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Eben  so  dient  dieiier  Satz  aacb  zu  Abkürzungen  der  in  den 
ersten  Paragraphen  angegebenen  Recbnungen* 


S.  6. 

Sei  n  der  Grad  der  symmetriscben  Funktion,  m  der  vonfX^). 
Wenn  n<fft,  so  kann  man  in  F(x),  Fi(a:),  F^(^x)  u.  s.  f.»  eben 
80  in  P{x),  Pi(aO»  ^a(^)  u*  ^'  ^*  aI^®  Koeffizienten  weglassen, 
deren  Zeiger  hoher  als  n  ist,  was  unmittelbar  aus  dem  vorigen 
Lehrsatze  folgt. 

Ganz  eben  so  wie  in  $.  1.  kann  man  leicht  folgende  Sätze 
beweisen : 

Die  Summe  der  Werthe«  welche  die  ennze  Funktion  .a9>(6} 
erhält,  wenn  man  darin  a  und  6  durch  alle  Vvurzeln  der  Gleichung 
F(jr)  =  0  ersetzt,  zu  je  zwei  auf  alle  möglichen  Arten  verbunden, 
ist  gleich  dem  mit  verkehrtem  Zeichen  genommenen  zweiten  Gliede 

FCx)q)(x) 
des  Restes  in  der  Division  — p(  \     *    Dessgleichen  ist  Zabip{p) 

^eich  dem  mit  verkehrtem  Zeichen  genommenen  dritten  Gliede; 
Ilabcqi{d)  sleich  dem  eben  so  genommenen  vierten  Gliede  n.  s.  w., 
was  aus  (o)  unmittelbar  hervorgeht. 


5.7. 

Man  verlange  die  Bestimmung  von   Z(flb% 

Nach  %.  6«  ist  hier  bloss  eine  Division  nothwendig.  Sd  fX^)=0 
die  Gleichung: 

a^  +  pi«"*"* + ft«*"""*  + +  Pm = 0, 

so  wird  man  nur  auf  die  vier  ersten  Glieder  achten  raflssen.  (§.  0. 
erster  Satz.).  Es  genflgt  also,  den  Koeffizienten  von  ^  in  der 
Entwicklung  von 

F(x) 
zu  bestimmen 
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nur*  +  (11»— l)pi«»+ (i»-a^li*+(m^-SithJi;\it'+  Pia^+P^+  Pt 


fPi*'  +Wi 


'S 


Demnach  ist  das  zweite  Glied  des  Restes  —dpa  +PiP%r  also 


XIJIV, 

Heber  diefikshwiiiirwiiCrsdaiier  des  eln- 

facben  upd  des  ziisamiiienir<^etzten 

FeBdels. 

Von  dem 

Herrn  Plrofessw  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  sn  Carlsrnhe. 


Schwingt  ein  einfaches  Pendel  (Taf.  LX.Fig.7.)von  der  Länge 
/=  CA,  ist  CB  eine  Vertikale,  C^die  anfängliche  Lage,  von  der  aus 
das  Pendel  ohne  Anfangsgeschwindigkeil  geht,  CJB  die  Lage  am 
Ende  der  Zeit  t,  MCB:=(p,  ACB=a,  so  findet  man  f  nach  der 
Formel : 


-nr 


2^4/      Vcos9 — cos« 

(man  sehe  z.  B.  Poisson  Mechanik  §.  182.)» 

Setzt  man  hier  cos9>c=]— ^«  cosir=sl«-/3,  also 

1 


0) 


&      VSLr  —  «*  '' 

s^  ergeht  sich :  ' 

Theil  X¥l.  SU 
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(2) 


Um  hieraus  die  Zeit  T  zu  fioden ,    welche  der  KSrper  braucht, 
um  nach  Bzn  kommen»  hat  man  bloss  9>=0  zu  setzen.  Demnach 

Man  setze  in  dieser  Formel  xs^ßtf,  so  giebt  sie: 

und  trifft  somit  zusammen   mit  der  im  Archiv  Theil  XIII.   S.  5. 
§.  16.  I.  aufgestellten  Formel,  wenn  dort 

-'=i=-F-^     also  «.=y'Ep^.|„| 
ist.    Da 

so  folgt  aus  jener  Formel,  dass 

(sn7'V|)'=l.     »(7Vf)=+l; 


<3) 


also 


J^f=M,   T=S^i, 


9'  (^ 


wenn  M  der  zu  m=ism^  gehSrige  Modolarqnadnuit  Ut   (Andiiv. 
Theil  XI.  S.  400.  §.3.  (5)).    Für  asO  oder  m=0  ist  Mr=z* 


Digitized  by  VjOOQIC 


479 

was  die  bekannte  Fotmel  flli^  die  Scbwiaguneen  des  eiafachen 
Pendekist 

Ein    zneamroengesetates.  Pendel  schwingt  bekannUieb 

genan  wie  ein  einfaches  von  der  Länge  ^-g  *  wenn  K  das  TrSg- 

heitsmoment  des  Körpers,  S  dessen  Masse  und /Z  die  Entfernung 
des  Schwerponkts  von  der  Aufhängaze  ist  Die  Schwingangs* 
daoer  T  ist  alse 


''^W^ 


SRg' 


(5J 


Hier  ist  a  der  anfkngliche  Winkel ,  den  die  Linie  RvdM  der  Ver- 
tikalen machte.  Es  durfte  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  sein, 
diesen  letztern  Satz  auf  elementare  Weise  abzuleiten. 

Es  stelle  PQ  (Taf.  IX.  Fig.  8.)  ein  zusammengesetztes  Pendel  vor, 
das  sich  um  eine  horizontale  Axe^ili?  dreht.  G  sei  sein  Schwerpunkt, 
P  sein  Gewicht  Die  Senkrechte  GC  auf  AB  heisse  R.  Man 
wird  sich  nun  das  Gesaronitgewicht  des  Körpers  in  G  vereinigt 
denken  können,  so  dass  in  G  die  vertikale  Kraft  P  angreift. 
Diese  zerlege  man  In  zwei,  eine  nach  GC,  die  andere  senkrecht 
auf  GC  gerichtet.  Die  erstere  trägt  zur  Umdrehung  des  Pendels 
Nichts  bei;  die  letztere  ist  Psin^),  wenn  q>  der  Winkd  ist,  den 
R  mit  der  Vertikalen  macht.  Dje  Umdrehung  um  die  Axe  AB 
"geschieht  folglich  durch  ein  wirksames  Kräftepaar,  dessen  Moment 

PRs^^fp  (6) 

ist. 

Sei  nun  a  irgend  ein  Element  (Atom,  Punkt)  des  Korpers, 
dessen  Gewicht  p  ist;  sei  ferner,  in  der  wirklich  stattfindenden 
Lage,  y  die  Winlcelgesch windigkeit  des  Pendels  um  AB',  i^f'xhte 
Beschleunigung,  so  sind  ry^  r^  die  Geschwindigkeit  und  ihre  Be- 
schleunigung rar  den  Punkt  p ,  wenn  dessen  (senkrechte)  Entfer- 
nung von  der  Axe  AB  gleicn  r  ist  Hat  aber  p  die  Beschleuni- 
gung r^,  so  wirkt  auf  dieses  Element,  in  der  Richtung  der  Be- 
wegung, also  senkrecht  auf  r,  die  Kraft  ^^*),  d.  h.  ein  dre- 
hendes Paar,  dessen  Moment 

9  9 


*)  OiMo  Formel  ist  immer  leicht  absnleiteo.  Denn  wirlct  auf  das 
Gewicht  P  die  bestaodige  Kraft  Q^  so  ist  dir  Beschleunigong  ^=^, 
nach  der  Formel  Piff^O*x.    Hier  ist  P^Py  X=zr^,  also 

^      P  '  9 
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Ist  Da  alle  Paukte»  über  oder  nnter  der  Axe,  Ko  f^kidier  Rieh« 
tuDg  dr^en,  so  kann  man  alle  diese  Paare»  die  in  paralMeB, 
auf  AB  senkrechten  Ebenen  wirken»  in  ein  einziges  sosammen- 
aetaen^  dessen  Mooient 


S(^)  =  fs(^'  (7) 


wenn  S(pr>)  bedeutet»  dass  die  GrSssen  pi^,  auf  alle  Psnkte  des 
Korpers  bezogen»  addirt  werden  sollen»  und  welches  Paar  in 
einer  auf  AB  senkrechten  Ebene  wirkt.  Dieses  letzte  Paar  muss 
vorhanden  sein»  wenn  die  Beschleunigung  ^  statt  haben  soll. 
Wirklich  vorhanden  ist  das  Paar  (6)»  das  in  einer  auf  AB  senk- 
rechten Ebene  wfarkt.  Daraus  folgt»  dass  ^  so  bescbaffeb  seto 
muss»  dass 


^Ä(pf«)=Pfisiny» 


(8) 


Denken  jvir  uns  nun »  der  KSrper  PQ  stelle  ein  ein&ches  Pendel 
▼on  de^  Länge  /  und  dem  Gewichte  Q  dar»  so  ist  offmbar  in  (8): 

zu  setzen»  und  die  entsprechende  Beschleunigung  ^f'  findet  sich: 
•!•—  ^  ÖÄsing»_    sin<p 

Solleo  nun  das  ein&che  und  das  zusapimengesetzte  Pendel  in 
dieser  (9»  entsprechenden)  Lage  gleiche  Bewegung  haben»  so 
muss  '^rs^'»  d.  h. 

sein.  Da  hier  (p  nicht  mehr  vorkommt»  so  gilt  es  unabhängig  ron 
9)4  d.  h.  das  einfache  Pendel  von  der  Länge  «^^^^^  hat  genau  die« 
selbe  Bewegung»  wie  das  zusammengesetzte.  Bekanntlich  heisst 
--  die  Masse  des  KOrpers;  ist  sie  =S»  so  ist  P=Sg,  und  wenn 
i  das  Trägheitfilm oment»  so  ist  5(yir')=:jflC»  also 

Heisst  K'  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  in  Bezug  auf  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gebende,  mit  AB  parallele  Axe»  so  ist» 
wie  leicht  abzuleiten: 
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Ä' 


Nach  dem  Vorgang  tod  CorioliB  (BerechnuDS  des  Ef- 
fekts der  HascDinen)  wäre  es  zweckmSssiger»  die  Sumine 
S(pf^  geradezu  als  Trägheitsmoment  K  zu  bezeichnen »  so  dass 
dann 


'PS' 


(11) 


und 


Jf==£'  +  ß«P,     l=pj^  +  R.     (12) 

Weitere  Entwiekelnngen  hienron  m  geben,  Kegt  jetzt  nicht  in 
meiner  Absicht;  ohnehin  ist  es  nieht  schwer,  die  Theorie  des 
Reversionspendeis  aus  der  letzten  Gleichung  abzuleiten,  was 
eanz  elemeatar  geschehen  kann,  wie  ich  diess  andh  immer  beim 
Üoterricht   tbne.    Die  Formel  QSi)   ist   somit,    unter   der   letzten 


(6) 


vporin  als«  t  die  ZtAt  bedeutet,  die  verfitesst,  wShrMd  die  Linie 
G(XR)  von  ihrer  Snssersteo  Liae,  wo  sie  den  Winkel  et  mit  der 
Vertikalen  machte,  zur  vertikalen  Lage  gehi  Was  den  Werth 
▼on  M  betrifft,  so  ist  ßlr: 


a  ^0,     Jf  =  ä» 

0=20,  ^=1,6709]. 
«=4»,  M=tJ»W. 
«=eo,  ilf=  1,57187. 
«=8»,  ilf=t,57271. 
0=10».  Jlf=  1,67379. 

ttÄia«,  Jlf=i:l,ö751I. 

a=U»,  »«=1,57667. 
a=16»,  Jtf^  1,07848. 
«=18«,  Jf  3=  1,58054. 
a=20*,  iirc=  1,58984 


«=22»,  jr=l,58S39. 

«=24«,  ilf=  1,58819. 

a=26»,  Jf=i:l,S9iaS. 

«=28«.  ilf=  1,59456. 

«=30o,  Jir=l,59ei4. 

«=32»,  yif=  1,60197. 

a:±:34o,  3^1,60606. 

a=3Ö«,  »=1,61045. 

a=38o,  U^ifiVK». 

a=40o,  ilf=  1,02002. 

d.  8.  Vf. 
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Uejbiuifrsaufiralben  fttr  Sclifller. 


Aajfgftben  von  dem  Henm  Profecsor  Dr.  JiDieiigei*  ob  dei^  polytecfaiii- 
schen  Sdiale  so  CäeUralaft. 


8d  O  (Taf.  IX.  Fig.  9.)  die  Spitze  eiBer  Parabel,  OC  dereo 
Axe  und  ibre  GleichuDg : 

Mao  mache  OC^zOD^j-^  xiehe  an  irgend  eineD  Punkt  C  der  Pa- 
rabel die  Lioieo  DE,  CE,   so  ist' 

BE»  +  ^=C£(p+CE). 

Wär^e  aligemeiner  OC=OD:=ze,  bo  hätte  man: 


Sei  in  Taf.  IX.  Fig.  10.  OA=O0=ze,  man  mache  ODszze 
(worin  e  willlciihrlicb,  ganz  oder  gebrochen) ,  ziehe  um  Dmit  dem 
(beliebigen)  Halbmesser  r  einen  Kreis ;  an  einen  Punkt  F  in  des- 
sen Umutng  ziehe  man  die  Linien  AF  und  BF,  so  ist: 

oder  wenn  man  lieber  will: 

(I  +  t)AF*+  (1— e)  ÄF«=2[r»  +  e»(l -««)]. 
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Für  e=rO  ist  A  in  O,  aod  dann 

welcher  Satz  besonders  leicht  aasgesprochen  werden  kann. 
Für  «  =  1  ist  D  in  A,  und  dann: 

wie  natürlich. 


Iscellen* 


Bezeichnen   a,  b,  c  die  drei  Seiten  eines  sphärischen  Drei- 
ecks and  e  dessen  sphärischen  Excess,  so  ist  immer 

1  +  cos2a  +  cos26  +  cos2c  +  SScos^a*  cos  ^  **  cos  5  c'sin  5  c* 
s  cos  (a -f  & -I- c) -f  co8(a -f  6---C) -f  cos(a -f  c  ^  6} -f  cos(6 -f- c—a) . 

Diesen  Satz  hat  Herr  Armand  Hu e,    Professenr   d'Hv» 

irographie  k  Bayonne»    in   den  Noavelles  Annales  de 
lathömatiques.     Tome  X.  1861.    p.  25.   auf  folgende   Art 
bewiesen. 

Bekanntlich  ist,   wenn  'A,  B,  C  wie  gewöhnlich  die  Winkel 
des  sphärischen  Dreiecks  bezeichnen, 

ezszA^B+C—iaO^, 
sin  5  e = — cos  5  (A-^B-t- C) . 


Entwickelt  man 


eoB\iA+B+0 


mittelst  der  bekannten  Formeln 


1^ 

^  cos  2  C         j 

sm^(A+B}= — j —  cosg(a— 6), 

COStvC 
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I  singC         j 

co8j(J+ll)  =fe  — |— coi5(a+6); 
coajc 


8IIU  Cco«  j  C 


sm  ^e  = j jco«  2  (»—6)—  co«  ^  (a+  4)! , 

eosö^ 

also 

sin  secos  2  «^BasiD  H^a^injAsinC , 

folglich 

BiD  5 e*  cofiö dhsislüna^siu  ^b^shkC^. 

Diückt  man  nnn  smC*  in  don  Sotten  des  Üreieeks  ans»  «o  erhSlt 
man 

.  ^^     ,  .r-      .      (cosc — eosaeosfi)* 

_  (l-''>oosa^)(l— cos6*)->^<:o8c^^cop<|*cos6^  -f  gyqsgcysfcqgy . 
■"  sinaViD6^ 

1  -|-2cosaco6&cosc — cosa^^T-qos^^-^copc^    - 
^  '.  .  Ain«^in6' 

4cosa  cos6cosc — cos2a — cos2A — cos2c — 1 

— 1  1   • 1 i ' 

32  sin  2  a*«in  ^  b^QO^  ^  ^'^J^os  ^^' 

Führt  man  diesen  Ausdrack  von  sInC*  in  die  Gleichnng 

sin^  e*  009  5  c*=sin  5  a'sin  0  AHinC* 

ein,  so  erhält  man  nach  gehuriger  Redaction: 

1  -f  cob2ii  -f-  eos2  6  -f  cos2c  -j-  32qo8  ä  a^os  0  A^'os  5  c*  sin  ^  e* 

=  4eosacos6cosc  =:2cos(a-f-6}cosc  -|-  2cos(a— 6)cosc 

=  cos(a-f6+c)  +  eos(a+6— c)  +  cos(ä-H>-^6) + cos(6+c— ä)  , 

welches  der  sa  beweisende  Sats  war« 
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fiiterarlselier   Serlelit. 


Oeometrie« 

Der  Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Hambur- 
giBchen  mathematischen  tiesellschaft  ffir  1850enthältaiis- 
ser  den  Notizen  über  die  Schicksateder  Gesellschaft  einen  recht  interes- 
santen Aufsatz  von  Herrn  Conferenzrath  Schumacher  in  Altena: 
„Ueber  die  geometrische  Trisection  desWiokels'% 
näherungsweise  durch  fortgesetztes  Halbiren«  Selbst  für  den  Ge- 
brauch als  Üebung  bei  dem  geometrischeo ,  und^  weil  unendliche 
Reihen  dabei  in  Anwendung  kommen,  auch  bei  dem  arithmetischen 
Unterrichte  auf  Sdhulen,  mochten  wir  diesen  Aufsatz  Lehrern  der 
Mathematik  zur  Berücksichtigung  anempfehlen.  Die  beigegebene 
sehr  saubere  Zeichnung  ist  von  der  bekannten  höchst  kunstgeübten 
Hand  Herrn  Augast  Repsold's  verfertigt 


Astronomie. 

Aus  C.  L.  von  Littrow*s  Kalender  für  alle  Stände. 
1851.9  der  bekanntlich  immer  viel  Lehrreiches  enthält,  und  zur 
weiteren  Verbreitung  nützlicher  Kenntnisse  sich  sehr  geeignet  er- 
weiset, ist  ein  kleines  sehr  hübsches  Kärtchen  über  die  Erschei- 
nungen der  am  28steu  Juli  1851.  eintretenden  grossen  Sonnenfin- 
sternisse welche  in  Europa,  Asien  und  Amerika  sichtbar  sein  wird, 
nebst  einer  zweckmässigen  Erläuterung  seines  Gebrauchs,  beson- 
ders abgedruckt  erschienen.  Wir  machen  alle  Liebhaber  der  Astro- 
mie  auf  dieses  Kärtchen  aufmerksam,  da  jeder  Beobachter  der  in  Rede 
stehenden  merkwürdigen  Erscheinung,  der  nicht 'lE^erade  genaue 
Recbnunffen  selbst  anzustellen  Willens  ist,  von  diesem  Kärtchen 
nebst  seiner  Erläuterung  gewiss  vortheilhaften  Gebrauch  machen 
wird.  Die  Linie  der  centralen  Verfinsterung:  geht,  um  nur  ein 
Paar  grossere  Städte  zu  erwähnen,  nach  diesem  Kärtchen  über 
Ostrolenka,  zwischen  Elbihg  in  Westpreussen  und  Brauns- 
berg in  Ostpreussen  hindurch,  auch  nicht  weit  von  Danzig  und 
Gotbenburg  in  Schweden  vorbei.  Kdnigsberff  liegt  noch  in 
der  Zone  der  totalen  Verfinsterung,  nicht  weit  von  deren  nördlicher 
Gränze,  so  wie  auch  Warschau  noch  innerhalb  der  Zone  der 
totalen  Verfinsterung  nicht  weit  von  deren  südlicher  Gränze  liegt 
Gerade  auf  der  nördlichen  Gränze  der  totalen  Verfinsterung  liegt 
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2.  B.  Goldapp  in  Ostpreussen.  Dagegen  gerade  auf  der  sfidK- 
chen  Gränze  4er  totalen  VerfiDsteniDe  liegen  z.  B.  Tarnopol. 
Lublin,  Plock,  Hei  singborg.  Z^wat  schon  aasserhalb  der 
Zone  der  totalen  Verfinsterung,  aber  doch  nicht  weit  toii  deren 
südlicher  Gränze,  liegen  Thorn  in  Westpreussen,  Bromberg 
im  Grossherzogthum  Posen ,  Coeslin  in  Hinterpommera,  Ystadt 
und  AI a  1  m o e  in  Schweden ,  Kopenhagen;  etwas  weiter  von 
dieser  Gränze  Odessa  undLemberg.  Fflr  Greifswald  wird 
noch  ein  sichelförmiges  Stuck  der  Sonne ,  dessen  grwsste  Breite 
etwa  Vad  des  Durohmessers  der  Sonne  beträgt,  erleochtet  bleiben, 
oder  die  Verfinsterung  wird  hier  etwa  ll7s  =  tl,7  Zoll  betragen. 
Der  Anfang  der  Finsterniss  wird  hier  in  Greifswald  etwa  am 
3}.  4"*  mittlerer  Zeit  eintreten;  fär  Wien  ist  die  Dauer  der  Finster- 
niss  2  Stunden  3  Minuten^  und  nimmt  man  nun  den  Längenunti^' 
schied  zwischen  Grelfsv^ald  und  Wiefi  nach  der  Connais- 
sance  des  teinps.  1850.  2'/^  Grad  an,  bo  ist,  da  Greifswaid 
wöstlreh  vori  Wiei>  liegt,  ftlr  ersteren  Ort  die  Daii<ef  der  Finster- 
niss ^  Stunden  3  Minuten  nins  2%  %  Minuten^2  Stnnden  3  Mi- 
nuten -f  IVa  Min.  =2  St.  4*4  Min.,  so  dass  also  das  Ende  der 
FiVistetrtiss  in  Greifs wafd  etwa  um  5^  8",  5  mittlerer  Zeit  statt- 
finden wird.  Man  Sieht  aus  diesem  Beispiele,  wie  leicht  man 
mittelst  dieses  K^rtebens  die  Hatiptumstfinde  der  Finsterniss  R!r 
seinen  Wohnort  \m  Voraus  bestimmen  kann,  w*eiiigstens  mit  eioer 
Genstid^eit,  die  zuT  geborgen  Yorbereitnng  auf  die  Benbac%ton- 
ci^h  blnreleiiend  ist.  Herr  von  LIttrow  verdient  daher  f&r  die 
V0H>ffentlidinvig  dieses  hübschen  Kärtebens,  auf  das  w^r  noefanials 
aTle  Liebhaber  der  Astronomie  autbierksam  machen,  dett  w  hrntsteif 
Dank,  und  wird  durch  dasselbe  der  am  28.  JnU  nfichscten  Jahres 
zu  erwartenden  merkwürdigen  Erscheinung  gewiss  viele  ßeobach- 
ter,  die  wenigstens  mit  einer  guten  Taschenuhr  versehen  sein 
müssen,  gewinnen. 

Physik. 

Lehrgang  der  mechanischen  Na  turlehre  für  b«tbere 
Unterrichtsanstalten  von  Dr.  G.  Karsten»  Professdr  der 
Physik  an  der  Universitfit  und  an  der  Marineschnle 
zu  Kiel.  Erste  Abthe  ilung.  Aligemeioe  Physik.  Mit 
6  Kupfertafeln.    Kiel.  1851.  8. 

wenn  auch  dieses  Ijehrbncb  (Ar  hiibere  Untefraehtsanstalteii 
tiberhaupt  bestimmt  ist,  so  ist  sein  nächster  Zweck  doch  der,  auf 
der  neugegrfindeten  Seekadettenschule  in  Kiel  dem  physikaiiscbeD 
Unterrichte  als  Grumliage  zu  dieiien»  Deshalb  hat  der  Herr  Vf. 
mit  volletti  Hechte  in  Bezug  auf  Statik ,  Mechanik  und  Maschinen- 
lehre den  Kreis  dieses  Werkes  bedeutend  weiter  gesogen»  als 
dies  sonst  in  physikalischen  Lehrbüchern  zu  gescbelien  püegt. 
Denn  es  enthält  dieses  Buch  nicht  bloss  die  Lehre  von  den  f^). 
genau ntea  einziehen  Maschinen  oder  mechanischen  Potenzen  ziem- 
lieb  vollständig,  sondern  es  sind  auch  alle  fibrigen  Maschinen, 
wel«^  auf  Schiffen  und  bei'm  Schiffbau  Anwendung  finden  m5ch- 
teb,  mit  einer  für  den  vorliegenden  Zweck  ausreichenden  Voll- 
ständigkeit betrachtet  worden ,  ohne  mehr  mathematische  Kennt- 
nisse»  als  die  gewöhnlichsten  Elemeutarlehren  der  reinen  Mathe- 
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matik  voranssasetzen.  We*n  Mir  aber  auch  in  der  Mechanik 
fester  Körper  das  Buch  Tiir  hinreichend  vollständig  halten ,  so 
scheint  u^s  in  der  Uydrostatlk  und  Hyclrodynaniik  zu  wenig  gege- 
beti  tu  äeiD.  Denn  vi*as  in  §.  130.  Abiefr  dte  Lehre  tom  Metacentruqi, 
welche  ja  flir  deb  Schiffbau  r(}ck)di6htKch  der  Bestimmung  der  8täbi- 
lititt  od^r  Steife  der  »Sbhiffe  so  \ih&ndlich  Wichtig  Ut,  Redagtför- 
Akti  Ist,  haltet]  wir  hi  Bi>zug  flitf  dbi)  tl2iti|ftZH'eck  des  Buchs  doch 
in  der  That  ftlr  zu  wenig  und  ^u  üngehiigend;  und  ^beu  das- 
selbe gilt  von  §.  147.,  wo  der  Herr  Vf.  von  dem  Widerstände 
flüssiger  ILörpergegenia  ihnen  bewegte  ^MteKerper  handeil,  von  der 
ja  auoh  eine  Meups  der  wiohtigfeten  ttäutisehen  UanpÜehren,  b»  B* 
die  liefare  von  der  AbdriffI,  die  Lelirfe  ven  der  vortbeilhaOestett 
Stoiüftng  der  Seegel,  die  Lehre  vehn Seegelpmikte  u.  e.  w.  u.a.  w. 
hM^licfa  abfaSsgeli.  Geben  wir  auch  geirn  zu,  dl»s  sich  racksichtlit:b 
des  Widerstandes  der  Herr  Vf.  ui  einiger  Verlegenheit  betandeu 
haben  mag,  da  dieme  Lehre  allerdines  noch  auf  sehr  unsicheren 
GmiMllagea  beruhtet,  so  durfte  er  doch  diejenigen  Sätze  nicht  wt- 
erwühnt  lassen,  die  von  den  renodinnrtesten  Lehrern  der  Schiff»» 
batikdnst,  b.  B.  Von  Chapman»  Duhamel  de  Alonoeau,  h. 
s»  w«  allgeinein  recipirt,  und  in  der  That  keine  anderen 
sind,  als  die,  von  deaeb  schon  Johann  Bernoulli  in 
der  sehr  schCnen  Schrift:  „Essai  d'une  neu  volle  thöorie 
de  la  manoemvre  des  vaisseliux.  (Opera  omnta.  Tom.  IL 
pag.  10.)  ausging,  und  die  aooh  später  Leonhard  Euler  sowohl 
in  der  Sciebtia  navaiis,  ala  auch  io  der  Theorie  de  la 
eoiistruetion  et  de  la  manoeuvre  des  vais«eaux  zur 
Grundlage  seiner  Uutersuchungeki  macht»,  ^uch  hätte  wobi  hier« 
bei  des  in  der  Geschichte  des  Schiffbaues  merkwürdigen  Streits 
zwiHchen  Renau  und  Huysens  ^zugleich  mit  Beziehung  auC 
^en  ältesten  gründlicheren i^cnriftätelier  über  Schiffbau,  den  Pater 
Paul  Hoste,  Pro£  de  Math,  a  Touloo,  dessen  Thderici  de 
la  constrnctioe  des  vaiseeauJE  .IGU7  ia  FoL  erschien),  in 
welchem  Johann  Bernoulli  zum  Schiedsrichter  abgerufen  wurde» 
mit  einigen  Worten  gedacht  werden  kennen.  ]>ie  für  die  Lehre 
von  der  Steife  der  Schiffe  so  wichtige  Lehre  vom  Metacentmm 
beruht  dagegen  auf  ganz  sicheren  theoretlKchen  Grundlagen,  und 
heeurfte  ihrer  grossen  Bedeutnüg  wegen  auch  selbst  in  einem 
physikaliscbeb  Lehrbuche,  das  für  Schifffahrtüschulen  bestimmt 
ist,  jedenfalls  einer  etwas  weiteren  Ausführung,  als  ihr  hier  ge* 
geben  worden  ist.  Selbst  räcksichtlich  der  Bestimmung  des  De- 
placements enthält  die  Hydrostatik  zu  wenig,  und  über  die  Schiffs- 
Aichuug  (Jaugeage)  vermissen  wir  auch  Genugendes.  Aber  abge- 
sehen hiervon,  ist  bei  der  jetzigen  Sachlage  immer  schon  viel 
gewonnen,  wenn  ein  Buch,  wie  das  vorliegende,  dem  physikali- 
schen Unterrichte  auf  einer  deutschen  Schifffahrtsschnle  zum 
Grande  gelegt  wh-d,  weshalb  wir  dasselbe  herzlich  willkommen 
heissen ,  und  dem  Hemi  Verf.  Iflr  seine  Herausgabe  zu  Dank  ver- 
pflichtet sind.  Vielleicht  wird,  was  wir  nicht  wissen,  auf  der 
Marineschule  in  Kiel  noch  besonderer  Unterricht  in  der  Mechanik 
fester  und  flussi<;er  Korper  ertheilt,  wodurch  die  oben  gerflgte 
nur  ganz  obernächliche  Berührung  mehrerer  filr  den  Scniffbau 
höchst  wichtiger  Lehren  in  diesem  der  Physik  im  Allgemeinen 
gewidmeten  Lehrbuche  vollständig  gerechtfertigt  erscheinen  würde. 
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Anleitung  zum  Scbiffbau  von  G.  L.  Uggia«  kunigli' 
cbem  CoDstructeur.  Aus  dem  SchwediscEen  fibersetzf 
und  vermetirt  mit  einem  Anhange,  mehreren  Tabellen 
und  vier  Tafeln  Zeichnungen  von  Julius  Prummel, 
Schiffs- Architecten  (zu  Hamburg).  Hamburg.  1850« 
80.2  Thir. 

Der  Inhalt  dieses  Buchs  ist,  sagt  der  Herr  Vf.,  in  der  Haupt' 
Sache  ein  Auszug  aus  dem  Tractat  fiber  den  Schiffbau,  mit 
Erläuterungen  zur  Arcbitectura  navalis  mercatoria von 
F.  H.  von  €bapman.  Stockhelm.  1775.*)  Da  das  Werk  voo 
Chapman  sehr  deotlich,  ohae  grossen  Aufwand  mathematischer 
Kenntnisse  verfasst,  und  ans  laagjfihr'iger  vielseitiger  Praxis  her^ 
vorgegangen  ist  (Chapman  gilt  in  »chweden*  immer  noch  fiir 
den  grossten  Constrncteur,  und  Schweden  hat  sich  hekanntlicb 
Immer  durch  den  Bau  seiner  Schiffe  ausgezeichnet),  so  haben  sidi 
sowohl  der  Herr  Verfasser  durch  die  Herausgabe,  als  auch  der 
Herr  Uebersetzer  durch  die  Uebertragung  dieses  Werkes  auf 
deutschen  Boden,  um  Jeden,  der  sich  rar  den  praktischen  Schiff- 
bau iuteressirt,  jedenfalls  ein  Verdienst  erworben.  Der  Inhalt  Ist 
folgender:  Erklüruog  der  verschiedenen  Risse  zu  entern  Schiffe 
(Seiten  Riss.  Planten-Riss.  Spanten-Riss  u.  s*  w.).  —  tirunds&tze 
des  Schiffbaues*  —  Ueber  die  Lage  des  GravitSts-€entrunis  de» 
Schiffes,  dessen  Lufgierigkeit  und  Steife  nebst  Berechnung  de» 
Deplacements,  des  Gravitäts-Centrums  und  des  Metaeentrums« — 
Ueber  das  Segel'Areal,  den  Wirkungspunkt  des  Segelsystem» 
und  die  VerblUtnisso  des  Rundholzes«  —  Heber  die  Stauunj;  und 
BelastuM*  —  Geber  das  Areal  des  Roders  und  dessen  Breite.  — 
Tecbniscne  Benennungen  der  verschiedenen  Hauptstdcke,  worau» 
ein  Schiff  zusammengesetzt  ist,  und  ihre  Verbindung  unter  ein* 
ander  (in  zweckmässiger  Kürze  sehr  belehrend,  auch  fiir  Laien). 
—  Ueber  das  Roodholz.  —  Der  von  dem  Herrn  Uehersetzer  b^- 
gegebene  Anban^^  ist  vorzüglich  dureh  die  vielen  voilstfiodig  aus* 
ffetitihrten  numerischen  Beispiele  sehr  instructiv.  MiVge  diese» 
Werk  zur  allgeraeinen  Verbreitung,  richtiger  theoretischer  imd 
praktischer  Grondsfitze  über  den  Schiffbau  unter  den  deutscbeii 
Schiffbaumeistern  krfifligst  beitragen! 

(VergL  auch  vorher  Physikr) 


*)  Wir  henicrlien,  das*  von  der  fntnxösischen  UdbOTteCsong  dieses 
Werk«:  Traitö  de  In  conatruction  des  Tsisceaaz  et«,  par  F. 
H«  de  Chaptnnn.  Tradait  du  Su^dels  par  M.  Vial  du  Clair- 
bois  im  Jahre  1839  eine  mit  einem  nfmen  Titel  vprtehene  neue  Ans- 
gäbe  veranstaltet  worden  ist«  Diese  franzöitisdie  Delienietsung  scheint 
uns  vorxüglich  empfelilrnswertli.  Eine  deutsche  Uebersetxnag  ist,  so 
viel  wir  wissen,   nicht  emehieaeo. 
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Jitterarlsclier  Serlclit. 


Geschichte  der  Hathematlk. 

Die  Vorstellungen  der  alten  Griechen  und  Römer 
über  die  Erde  als  Himmelskörper.  I^on  Dr.  Lndw. 
Oettinger,  Grossh.  Bad.  Hofratbe  und  Prof.  der  Mathe- 
matik  zu  Freiburg  i.  B.    Fr^jburg.     1850.    4. 

Diese  116  Seiten  starke  Abhandlung  enthilt  eine  sehr  inter- 
essante Zusammenstellung  der  Vorstellungen  der  Alten  über.tf« 
£rde  als  Himmelskörper»  die  wir  den  Lesern  des  Arcbirs  zur 
Beachtung^  recht  sehr  empfehlen.  Die  Geschichte  von  der  Gestalt 
der  Erde  ist  bis  in  die  neueste  Zeit  fortgelöhrt.  Dem  AHertfaura 
gebührt  das  Verdienst,  die  Lehre  von  der  Kugelgestalt  festge- 
stellt zu  haben.  Als  eine  Eigenthumlichkeit  ist  zu  bemerken,  d^iss 
von  den  spSteren  Schriftstellern  (Cleomedes  und  Ptole- 
mSus  an  den  Orten,  tro  sie  die  Kugelgestalt  behandeln)  nicht 
mehr  die  runde  Gestalt  des  Erdschattens  bei  Hondfinsternissen, 
welche  Aristoteles  aufTCIhrte,  erwähnt  wird.  —  Ort  und  Bewe- 
guog  der  Erde  sind  Im  Alterthum  zwei  zusammengehörige  Be- 
griile.  Nur  wenige,  weiter  sehende  Männer  wossten  sie  zu  son- 
dern. Aus  den  gegebenen  Mittheilungen  geht  aber  ganz  unzwei- 
deutig hervor,  dass  Im  Alterthum  die  Grundzfige  des  coperoica- 
nischen  Systems  ausgesprochen  waren.  —  Auch  die  schiefe 
Stellung  der  Erdaxe  g^pen  die  Sjphäre  hatte  man  Im  Alterthum 
erkannt,  aber  nicht  gegen  die  Erdnahn,  also  nicht  in  der  Weise 
wie  sie  gegenwärtig  eneannt  ist  •-  Die  Gradmessangen  des  Alterthums 
sfaid  zwar  mir  als  Versuche  fQr  die  Grössenbestimmung  der  Erde 
tn  belfachten,  haben  aber  eine  geschichtliche  Bedeutung,  denn 
die  iM  Alterthum  anfgefondenen  Methoden  bilden  noch  jet^l  die 
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Grundlagen  fflr  die  Grössenbestiiiiinung  der  Erde  durcb  Grad- 
messungen.  —  Durch  die  in  dieser  Abhandlung  gegebenen  Nach- 
Weisungen  dürfte  nun  die  Behauptung  gerechtfertigt  sein»^  dass 
diejenigen  Unrecht  thun,  welche  die  Verdienste  der  Alten  in  Be- 
grändung  der  Astronomie  als  Wissenschaft  zu  entwerthen  sich 
bemühen.  —  Ptolomäus  schloss  die  Reihe  der  bedeutenderen 
Astronomen  des  Alterthunis.  Er  scheint  mehr  mit  beobachten- 
dem, als  mit  schöpferischem  Talente  begabt  gewesen  zu  sein,  und 
es  soll  sofort  seinem  Verdienste  nicht  zu  nahe  getreten  werden. 
Der  Gedanke  aber  liegt  sehr  nahe,  dass  er  Copernicus  Stelle 
hätte  einnehmen  können»  wenn  er  mit  schöpferischem  Geiste  alle 
die  Mittel  erfasst  hätte,  welche  ihm,  wie  wir  aus  seinen  Werken 
sehen,  seine  Vorgänger  als  Verniächtniss  hinterliessen ,  und  wenn 
er  sich  von  den  Sinneneindrucken  hätte  losreissen  können ,  von 
denen  sich  dieselben  schon  losgeris^sen  hatten.  Denn  gerade  er 
war  es,  welcher  (Alm.  Lib.  1.)  die  Wahrheit  der  Sinneneindrück» 
den  riebtigern  Ansichten  anderer  gegenüber  zu  begründen  suchte. — 

Dies  sind  etwa  die  von  dem  Herrn  Vf.  selbst  In  der  Vorrede 
namhaft  gemachten  Hauptpunkte,  welche  in  dieser  interessanten 
und  lehrreichen  Schrift  weiter  ausgeführt  werden. 


Geometrie. 

Geometrische  Analysis.  Eine  systematische  An- 
lei.tnng  zur  Auflösung  von  Aufgaben  aus  der  ebenen 
Geometrie  auf.  rein  geometrischem  Wege,  für  die 
höhern  Klassen  der  Gymnasien  und  Realschulen  von 
Dr.  Christian  Heinrich  Magel,  Rector  der  Realaostalt 
lu  Ulm.    Ulm.    1850.    8. 

Wir  begrüssen  diese  Anleitung  zur  geometrischen  Analysis 
mit  grosser  Freude,  in  weicher  der  Herr  Vf.  den  Anfangern  auf 
dem  von  den  griechischen  Geometern.  uns  vorgezeichneten 
trefflichen  Wege,  —  der  denn  doch  nun  einmal  der  einzig 
richtige  und  wahre  Weg  bei  dem  geometrischen  Unterrichte  bleibt, 
—  eine  sehr  gute  methodische  Anleitung  zur  Auflösung  geometri- 
scher Aufgaben  giebt.  Alle  pädagogischen  Kunststücke,  die  man 
jetzt  hin  und  wieder  nameutlich  bei  dem  geometrischen  Elementar- 
unterrichte machen  sieht,  taugen,  —  insofern  sie  nicht  bloss  eine 
ganz  oberflächliche  geometrische  Bildung  bezwecken,  die  aller- 
ings  auch  für  «manche  Individuen  ihren  Nutzen  haben  kann,  — 
nach  unserer  innigsten  Ueberzeugung  gar  nichts,  und  man  wird 
durch  dieselben  nie  einen  Knaben  zum  Geometer  machen ,  ja  sie 
werden  auch  nicht  einmal  zu  irgend  einem  praktischen  Beroi,  der 
hauptsächlich  i»  einer  nija^tbeniatischen  Grundlage  wurzelt,  tüchtig 
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heran  btideo.  Nor  Hreon  man  bei  dem  geometrischen  Unterrichto 
zar  strengen  Methode  der  Alten  zurGckkehrt,  wobei  sich  jedoch« 
was  sehen  öfter  von  uns  bemerkt  worden  ist,  immer  ooch  ein 
ffewisser  Mittelweg  inne  halten  IHsst*)^  wird  man  wahrhaft  glück- 
ßche  Erfolge  erreichen.  Am  allermeisten  gilt  dies  aber  von  der 
Auflösung  eeometriscber  Aufgaben «  wo  jede  nicht  uach  derstren- 
geo  Methode  der  Alten  versuchte  Auflösung  zu  blossem  Htsrom- 
tappen  und  Hemmsuchen  fuhrt,  ohne  alle  eiseotliche  Methode; 
nno  wird  dann  zufällig  eine  Auflösung  gefunden,  so  ist  dies  mei- 
stens nur  die  Frucht  eines  elücklichen  Zufalls ,  der  iiir  das  geo- 
metrische Talent  dessen,  der  diesen  glöcklichen  Fund  zufallig 
that,  eigentlich  gar  nichts  beweiset.  Wir  freuen  uns  daher  noch- 
mals sehr  über  das  Erscheinen  der  vorliegenden  Anleitung,  die 
einem  wahren  Bedürfnisse  abhilft,  und  heissen  dieselbe 
im  Interesse  des  wahrhaft  Frucht  tragenden  geometrischen 
Elementarunterrichts  herzlich  willkommen.  Mit  dem  vollsten  Rechte 
hat  der  Herr  Vf.  sich  ganz  an  die  strenge  Methode  der  Alten 
gehalten,  und  überall  Analysis.  Syuthesis,  Determination  und 
Beweis  von  einander  streng  unterschieden,  und  darüber  überall 
sehr  fassliche  Erläuterungen  gegeben;  sein  Buch  ist  keineswegs 
ein  gelehrtes  5  aber  dagegen  em  recht  praktisches  Buch  zu  nen- 
nen, was  vorgerückteren  Schulern  und  Lehrern,  die  in  diesen 
Dingen  noch  zu  lernen  haben  und  lernen  wollen,  ein  treflQiches 
Hulfsmittel  darbieten  kann  und  wird,  und  die  Anzahl  der  zur  Er- 
läuterung gebrauchten  Beispiele,  bei  denen  der  Herr  Verf.  mit 
Recht  weit  weniger  auf  Neues  als  auf  Zweckmässiges  ausgegan- 

fen  ist,  ist  fSr  den  Zweck,  welchen  der  Herr  Vf.  zu  erreichen 
eabsichtigte,  gross  genug.  Schon  ein  blosser  Blick  in  dieses  Buch 
thut  einedi  in  der  strengen  Schule  der  Alten  erzogenen  Lehrer  der 
Geometrie  wahrhaft  wohl,  gegenüber  dem  meistens  sehr  seichten 
und  nichts  sagenden  Geschwätz,  was  man  jetzt  namentlich  in  pädago- 
gischen Zeitschtiften  häufig  über  den  mathematischen  Unterricht  an- 
trifft Wir  haben  in  diesem  Buche  in  dem  Herrn  Vf.  freudigst  den 
„Würtem berger''  erkannt:  denn  wer  die  Geschichte  der  Ma- 
thematik und  des  mathematischen  Unterrichts  kennt,  weiss  sehr 
wohl  und  erinnert  sich  mit  dem  wärmstenDanke,  dassWürtemberg  lange 
Zeit  die  eigentliche  Pflanzstätte  der  strengen  Geometrie  in  Deutschland 
war.  Was  er  über  P  f  1  e  i  d  e  r  e  r  auf  S.  V.  der  Vorrede  sagt,  unterschrei- 
ben wir  vollkommen;  er  hätte  aber  neben  demselben  auch  noch  viele 
andere  seiner  Landsleute  mit  eben  demselben  Rechte  nennen  kön- 
nen, und  wir  werden  ihn  nicht  erst  an  Johann  Friedrich  und 
Wilhelm  Pfaff,  an  Haube^r  (den  Commentator  des  Euklides 
und  Herausgeber  archimedischer  Schriften),  an  Schwab  (den 
Herausgeber  der  Data  des  Euklides  nach  Robert  Simsen), 
an  Camerer  (den  trefflichen  Herausgeber  der  Schriften  des  Apol- 
lonitts),  an  Bohnenberger  (dessen  Astronomie  ein  wahres  Mu- 
ster geometrischer  Strenge   im  Geiste  der  Alten  ist)   und  noch 


« 


«)  M.  s.  K.  B.  im  Litprnr.  Der.  Nr.  LIV.  S.  T51.  die  Anzeige  Ton 
Schlöniileh's  anagezeic^hneter  Geometrie  des  IMaasfles,  die,  wenn  auch 
nicht  nach  der  Methode  des  Euklide«,  aber  doch  in  demselben  strea- 
gen  Gelete,  welcher  haoptsncblich  die  Geometrie  der  Alten  charakte- 
risirt,  abgefsMt  ist. 
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▼iele  aDdere  Wflrtembei^er  zu  erinnern  brauchen;  Ja  avcli  der 
trefRiche  L'HuUier^  der  eo  vieles  Au-sirezeichnete  aach  avf  dem 
Gebiete  der  reinen  Geometrie  geleistet  bat ,  and  sich  lange  bei 
Pfleiderer  in  Tfibins^en  aarhiett  (er  «agt  in  der  Vorrede  m 
setner  Principioruin  calculi  differentialie  et  integral is 
expositio  eleraentarie.  Tubingae.  1795.  |).  IL:  „Amiovs 
mens»  Dn.  Pfleiderer,  Phys.  et  Math.  Prof^  in  Uoiveraitate  Tubin- 
genai»  refogium  mihi  secum  obtuiil:  ubi  studiis  ad  levandos  dolo- 
riß  intentus,  quae  ad  novam  EHsaertationis  meae  editiotieni,  dudum 
neces8ariam  visam«  apareim  praeparaveram ,  in  ordineni  redegi,  et 
cum  amico  coramunicavi,  ipsinsque  observatic^nea  con^ului;  qao 
factum  esae  spero,  ut«  quod  puhlieo  nunc  offero.  scriptom  utile 
Sit  nee  eins  attentioneindignum")  kann  mit  hierbar  gerechnet  werden. 
Aber  solche  Namen  kennen  freilich  unsere  Plldago^en  j[etzt  nicht 
mehr;  wie  kOnnte  das  aber  auch  anders  sein,  da  »le  den  Eokli- 
des  nicht  mehr  lesen,  dessen  eifriges  Staditim  ihnen  jedoch  ge- 
wiss sehr  anzurathen  wäre! 

Einzelnes  an«  dem  Buche  des  Herrn  Recter  Magel  anzufüh- 
ren; verbietet  uns  leider  der  Raum;  um  aber  zu  zeigen,  wie  sehr, 
bei  aller  p raktischen  Brauchbarkeit  desselben ,  onne  allen  ge- 
lehrten Flitterstaat,  der  hier  sehr  leicht  anzubringe;n  gewesen 
wäre,  und  leichten  Verständlichkeit  seines  Jnhalts,  darin  der  GeiKt 
der  Alten  weht,  können  wir  uns  nicht  versagen,  zum  Schliiss  in 
der  Kurze  noch  seinen  Inhalt  anzugeben : 

Erstes  Buch.  Ueber  die  Natur  und  über  die  Theile 
einer  Aufgabe.  Die  Natur  der  Aufgabe.  Von  den  Haupt- 
bestandtheilen  einer  Aufgabe.  Von  der  Aufgabe  im  engern  t$inne. 
Von  der  Gonstruction-  Von  dem  Beweise.  Von  der  Determioa- 
tlon.-- -  Zweites  Buch.  Ueber  die  geometrische  Ana- 
lysis.  Wesen  der  geometrischen  Analysis.  Auflösung  einiger 
geometrischen  Aufgaben  durch  Anwendung  der  geonietrisc&eo 
Analysis.  Der  Zusammenbang  der  geometrischen  Analysis  mit 
der  Uonstraction  und  dem  Beweise.  —  Umritt  es  Buch.  Die 
verschiedenen  Hauptwege,  um  zur  Auflüsung  geome- 
trischer Aufgaben  zu  gelangen.  Allgemeine  Bemerkungen 
ober  diese  Wege.  Die  Auflösung  der  Aufgaben  durch  Analogie. 
Die  Auflösung  der  Aufgaben  durch  Reduction.  Die  Auflösung  der 
Aufgaben  durch  Lehrsätze.  Die  Auflosung  der  Aufgaben  durch 
Data  (möchte  man  doch  die  „Dedomena^'  oder  „Data"  des 
Euklides,  dieses  köstliche  Ueberbleibsel  aus  dem  grieehiscben 
Alterthume,  wieder  eü'rigst  studirenl).  Die  Auflösung  der  Aufga- 
ben durch  geometrische  Oerter.  —  Viertes  Buch,  Lehre  von 
den  geometrischen  Oertern.    Anhang^  Sammlung  von  Aufgaben. 


Astronomie. 

Storia  Celeste  del  R.  Osservatoria  di  Palermo  dal 
1792  al  1813.  Part«  seconda  1803—1813.  Tproo  nono 
1811-18ia  Vienna.  1849.  4.  Auch  unter  dem  Titel: 
Annalen  der  k.  k.  Stern  warte  in  Wien.  Nach  dem  Be- 
fehle Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten  her^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


817 

ansg^gebett  von  C<  J^  voo  Litlro^ir,  DU iqtor  der  Stern«^ 
Harte  und  o.  u.  Profesaor  der  Astronomie  an  der  k.  k. 
Universität  zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Sckaub,  Adjnnct 
der  Sternwarte.  32.  Tbeil.  Neuer  Folge  I2r  Band.  Ent- 
haltend Piazfei'n  Beobachtungen  in  den  Jahren  1811 
bis  1813.  Wien.  1849.4.  (M.  vergi.  Literar.  Ber.Nr.LVIU. 
S.  790.). 

Mit  diesem  Bande  ist  die  höchst  verdienstliche  Herausgabe 
der  Piazzt'schen  Beobachtungen  nun  volieAdet«  wq7U  wir  den 
Herren  Herausgebern  von  Herseo  Gtöck  wAnsciien.  Die  eifrige 
Beuuttung  dieses  ausgezeichneten  und  schwierigen  Werkes  wird 
der  Astronomie  gewiss  noch  weit  mehr  schöne  Früchte  tragen, 
als  dies  bereits  geschehen  ist,  wie  z.  B.  in  der  Aiihandlung  von 
C,  A.  F«  Peters:  Ueber  die  eigene  Bewegung  des  Sirius,  in 
der  neuesten  Nummer  der  astronomischen  Nachrichten.  (Nr.  746.) 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Liter. Ber.  N r. LVI. S. 773.) 

Jahrganj^  1850.  Erste  Abth.  (März.).  S.  233.  Pohl: 
Auszug  aus  seiner  Abbandiunp:  „Ueber  die  Siedepunkte  mehrerer 
alkoholhaltiger  Flüssigkeiten  und  die  darauf  gegründeten  Verfah- 
ren den  Alkoholgehalt  derselben  zu  chemisch-technischen  Zwe- 
cken zu  bestimmen".  —  Ausserdem  befinden  sich  in  diesem  Hefte 
eine  grossere  Anzahl  höchst  interessanter  Verhandlungen  über 
eine  Reise  um  die  £rde,  welche  von  der  k.  k.  Marine  unternom- 
men werden  soll,  und  die  Betheiliguns  der  k.  k*  Akademie  der 
Wissenschaften  bei  dieser  Reise.  Der  k.  k.  Viceadmiral  v.  Dahl- 
rup  hat  diese  Reise  zur  Cebung  der  Mannschaft  der  k.  k.  Ma- 
rine und  zur  Forderung  commercieller  Zwecke  bei  dem  k.  k. 
Kriegsministerium  beantragt,  und  der  Antrag  bat  im  Ministerrathe 
allen  den  Anklang  gefunden,  den  er  verdient.  Die  Reise  soll  mit 
einem  k.  k.  Kriegsschiffe  in  das  atlantische  und  das  stille  Meer  unter- 
nommen werden,  und  das  Schiff  soll,  statt  vom  stillen  Meere  auf  dem 
Wege  über  das  Cap  Hörn  wieder  zurückzukehren,  seine  Fahrt 
nach  W^esteu  fortsetzen  und  China,  l^am,  Singapure,  Ceylon, 
Bombay,  das  Cap  und  die  Westküste  Afrikas  berühren.  Der 
Minister  für  Handel,  Gewerbe  und  öffentliche  Bauten, Herr  v. Brück, 
fordert  die  Akademie  auf,  diese  Reise  um  die  Erde  zur  Ftirderung 
ihrer  Zwecke  zu  benutzen,  und  dass  die  Akademie  diese  Auffor- 
derung eifrigst  ergreifen  würde,  Hess  sich  bei  dem  allgemein  be- 
kannten grossen  Eifer  und  Erfolg,  womit  die  k.  k.  Akademie  sich 
der  Förderung  der  Wissenschaften  nach  allen  Richtungen  hin  wid- 
met« nicht  aiäers  erwarten,  und  wird  durch  die  in  diesem  Hefte 
mitgetheilten  interessanten  Verhandlungen,  welche  in  der  Akade- 
mie über  diesen  Gegenstand  Statt  gefunden  haben,  genussam 
bestätigt.  ' 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  April.  Mathematische  und 
physikalische  Abhandlungen,  im  eigentlichen  Sinne,  enthält  die- 
ses Heft  zwar  nicht;  dagegen  aber  viele  interessante  Aufsätze  aus 
anderen  Gebieten   der  Naturwissenschaüften,    i.  B.    der  Geologie 
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und  KrystaHographi«.  Wir  erwShnen  davon  nur  die  folgenden: 
S.  369.  V.  Horlot:  Ueber  die  Niveaus  des  älteren  Diluviume  und 
der  Miocen-Fora^ation.  —  8.  3§8.  Wedi  und  Müller:  Beiträge 
zur  Anatomie  des  zweibuckligen  Kameles  (Camehis  bactrianus). 
—  S.  426.  Bou^:  Ueber  die  Paläo-,  Hydro-  und  Urographie  der 
ErdoberflSche  oder  den  wahrscheiolicheii  Platz  des  Wassers  und 
des  Landes,  so  wie.  über  die  wahrscheinliche  Tiefe  der  Meere 
und  die  absolute  Hohe  der  Länder  und  ihrer  Gebirge  während 
der  verschiedenen  geologischen  Perioden. 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  (Mai.)  S.  504.  Anleitnng 
zur  Ausfiihrnng  von  Beobachtungen  über  die  an  eine  jährliche 
Periode  gebundenen  Erscheinungen  im  Pflanzenreiche.  Nach  den 
Ideen  von  Quetelet,  Spring,  theilweise  nach  den  Ansichten 
und  Erfahrungen  von  FritscK  (Diese  ausfuhrliche  Abhandlung 
empfehlen  wir  allen  denen,  die  sich  mit  solchen  Beobachtungen 
wie  die  in  Rede  stehenden  beschäftigen  wollen.).  —  S.  543.  In 
mehrfacher  Beziehung  interessant  ist  auch  eine  Abhandlung  von 
Simon y  in  diesem  Hefte:  Deber  die  Seen  des  Salzkammergutes. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (Juni).  S.  19.  Wilhelm 
Wertheim:  Hauptresuttate  seiner  neuesten  Untersuchungen  über 
die  allgemeinen  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung 
der  flüssigen  Körper.  —  S.  31.  v.  Ettingshausen:  Zur  iStach- 
Weisung  der  Existenz  der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen. 
Betrifft  eine  neue  Einkleidung  des  dritten  Gauss'schen  Beweises 
des  bekannten  algebraischen  Hauptsatzes,  den  wir  der  Beachtung 
unserer  Leser  eropfehleu.  —  S.  M,  Derselbe:  Beitrag  zur  Inte- 
gration irrationaler  Differential-Formeln.  Betrifft  eine  der  Berück- 
sichtigung sehr  werthe  Vereinfachung  der  in  den  Lehrbüchern 
gewöhnlichen  Behandlung  der  Integrale  von  der  Form 


/ 


—  S.  37.  Kr  eil:  Vortras  über  das  Inductions  -  Inclinatorium  an 
der  Prager  Sternwarte  und  ein  selbstregistrirendes  Metallthermo- 
meter.  —  S  46.  Pierre:  Ueber  eine  Methode  die  Spannkraft  der 
Dämpfe  in  der  Luft  direct  zu  messen.  —  S.  82.  v.  Ettinsshau- 
sen:  Bericht  über  Spitzers  Abhandlungen  über  die  höheren 
Zahlengleichungen. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (Juli.)  S.  119.  A.  v.  Et- 
tingshausen: Ueber  einige  Eigenschaften  der  Flächen,  welche 
zur  Construction  der  imaginSren  Wurzein  der  Gleichungen  dienen. 

—  S.  150.  Koller:  Bericht  über  Böhm's  Abhandlung:  „Beobach- 
tungen von  Sounenflecken  und  Bestimmung  der  Rotattlons-Eiemente 
der  Sonne.  Wir  führen  die  Hauptresultate  dieser  Abhandlung 
kurz  an: 

Neigung  des  Sonnen äquators  gegen  die  Ekliptik  ...  0^  66'  6 
Länge  des  aufsteigenden  Knotens  des  Sonnen üquators  76^  46'  9 
Tropische  Umdrehungszeit  der  Sonne 25^821  Tage. 
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Die  voD  Laiande  und  Uelambre  genaditeD Bestimmangeii 
gebeo  im  BlUtel  respective: 

70  19';    780  50/.    26,021  Tage. 

Kein  einziger  der  beobachteten  Sonnenflecken  berechtigte  zur 
Annahme  einer  eigenen  Bewegung  der  Sonnenflecken.  Ausserdem 
lieferten  die  Beobachtungen  unzweifelhaft  die  Bestätigung: 

a)  dass  die  Sonnenflecken  in  beiden  Hemisphären  der  Sonne 
gleich  zahlreich  erscheinen,  und 

6)  dass  sie  in  der  Nähe  des  Sonnenäquators  und  in  einer 
heliocentrischen  Breite  über  35<>  hinaus  nur  selten,  dagegen  in 
der  zwischenliegeiiden  Zone  am'  häufigsten  Topkommen.  >— 

S.  154.  Doppler:  Einige  Mittheilungen  und  Bemerkungen, 
seine  Theorie  des  farbigen  Lichts  der  Doppelsterne  betreflßnd. 
Herr  Doppler  legt  in  dieser  Abhandlung  der  k.  k.  Akademie  die 
neueren  von  rerschiedenen  Physikern  und  Astronomen  angestell- 
ten Forschungen  vor,  welche  zur  Bestätigung  der  Rachtiskeit  sei- 
ner Theorie  gedient  haben,  und  macht  danei  hauptsäcnlich  auf 
zwei  Memoiren  des  Herrn  Sest in i,  Astronomen  am^ollegio  Ro- 
mano zu  Rom  aufmerksam,  welche  folgende  Titel  haben: 

1)  Memoria  sopra  i  colori  delle  stelle  del  catalogo  di  Baily, 
osservatl  dal  P.  Benedetto  Sestini.  Roma  1845. 

2)  Memoria  seconda  Intomo  dl  colori  delle'stelle  del  cata« 
logo  di  Baily,  osservatl  dal  P.  Benedetto  Sestini.  Roma.  1847. 

Wir  halten  allerdings  die  Resultate,  zu' denen  Herr  Sestini 
durch  seine  Beobachtungen  gelangt  ist,  für  so  bemerkenswerth, 
dass  wir  dieselben  nach  den  von  Herrn  Doppler  gemachten  An- 
führungen unseren  Lesern  hier  mittheilen  wollen : 

1.  Die  Farbe  des  Lichtes  der  Fixsterne,  welche  keine  Dop- 
pel- oder  mehrfache  Sterne  sind,  ist  ganz  §egen  die  bisherige 
Meinung  der  Astronomen,  die  gemeinhin  nur  den  letzteren  farbi- 
ges Licht  zuerkannten,  nicht  bei  allen  die  weisse  und  eben  so 
wenig  die  gelbe,  sondern  es  finden  sich  unter  diesen  Sterne  in 
gar  nicht  unbeträchtlicher  Menge  von  oranger,  rother,  grüner, 
blauer  und  violetter  Farbe  mit  allen  muglichen  Nuancirungen  vor. 
Die  Sterne  von  gelblichem  Lichte  mit  theilweise  schwacher  far- 
biger Nuancirung  machen  beiläufig  die  Hälfte  von  allen  aus ;  solche 
von  weissem  Lichte  betragen  ungefähr  V5  und  jene  von  oranger 
Farbe  etwas  über  y^  —  so  iflso,  dass  für  die  übrigen  Farben  nur 
etwa  ein  schwaches  Y^o  ^^^  ^^en  übrig  bleibt. 

2.  Ganz  gegen  alles  Vermuthen  finden  sich  femer  diese  far- 
bigen Sterne  durchaus  nicht  .  über  das  ^anze  sichtbare  Himmels- 
gewölbe gleicbfurmig  und  noch  viel  weniger  bezüglich  der  einzel- 
nen Farben  in  gleichem  Verhältnisse  vertheilt  vor,    sondern    es 
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bat  m  dieser  Beziebang  em  aoffallender  hOchst  beacbtenmrerther 
Unterschied  statt.  Eine  genane  von  Herrn  Sestini  selber  ange- 
stellte Vergleichnng  zeigt  nämlich: 

ä)  dass  die  weissen  Sterne  am  häufigsten  in  der  nördlichen 
Himmelshälfte  und  zw^  beiläu^  zwischen  60  •*  90^  nördlicher 
Breite  sich  vorfinden,  die  sSdlichen  Gegenden  dagegen  daran  sebr 
arm  sind; 

ö)  dass  die  bei  weitem  «leisten  Sterne  mit  farbigem  Lichte 
innerhalb  einer  Zone  liegen»  welche  beiläufig  von  3(r  nSrdlicber 
bis  zu  30^  sfldlicher  Breite  reicht. 

Hier  muss  berichtigend  hinzugefügt  werden,  dass  man  sich 
durch  eine  Einsicht  in  den  beieefflgten  Catalog  leicht  davon  über- 
zeugt, dass  dieser  Gürtel  nichts  weniger  als  mit  dem  Himmels- 
Aequator  parallel  läuft. 

c)  dass  ferner  auf  der  nördlichen  Hälfte  dieser  Zone  verhält- 
nissmässig  die  meisten  blauen  und  violetten,  in  der  südlichen  hingegen 
die  meisten  orangen  und  rothen  Sterne  sich  vorfinden. 

d)  dass  es  weiter  von  allen  Partien  des  gestirnten  Himmels 
keine  gibt,  an  welcher  im  Vergleiche  zu  den  daselbst  befindlichen 
anderen  Sternen  so  viele  blaue  und  violette  Sterne  vorkommen, 
als  jene,  wo  sich  das  Sternbild  des  Herkules  befindet.  Nun  aber 
ist  es  bekannt,  dass  nach  Hers cb eis  und  Argelanders  Un- 
tersuchungen unser  Planetensystem-  mit  der  Sonne  als  seinem 
Centralkörper  iflis  der  sfidlichen  gegen  die  nördliche  Hemisphäre 
und  zwar  ungeföbr  in  der  Richtung  vom  Flusse  Eridaous  gegen 
das  Sternbild  des  Herkules  bin  sich  bewegt;  es  erscheint  dem- 
nach nur  als  eine  nothwendige  Gonsequeoz  meiner*)  aolgestellten 
Theorie,  dass  die  südliche  Himmelshälfte  verhältnissmässig  mehr 
orange  und  rothe,  die  nOrdliehe  dagegen  mehr  blaue  uoad  violette 
Sterne  zählen  müsse,  so  wie  insbesondere  in  der  Gegend  wo  sieb 
beiläufig  Herkules  befindet,  von  allen  die  meisten  blauen  und  vio- 
letten vorkommen  müssen.  Aus  gleichem  Grunde  rouss  auch  die 
südliche  Himmelshälfte  bedeutend  ärmer  an  Sternen  geringerer 
Grosse  sich  zeigen*  als  die  nürdliche.  Ich  habe  in  meinen  frühe 
ren  Abhandlungen  des  letzteren  Umstandes  ausdrücklich,  des  tot- 
hergehenden  wenigstens  andeutungsweise  erwähnt,  und  die  Be- 
obachtung bat  meine,  wie  es  mir  schon  damals  schien,  gegrün- 
dete Vermuthung  nicht  zu  Schanden  werden  lassen. 

3.  Das  farbige  Licht  der  einfachen  oder  der  als  solche  gel- 
tcnden  Fixsterne  ist  gleich  jenem  der  Doppel-  und  mahrfachen 
Sterne  höchst  wahrscheinlich  einer  Aenderung  unterworfen,  die 
jedoch  von  viel  längerer  Dauer  ist  als  jene  bei  den  meisten  Dop- 

Selsternen.    Für  diese  Ansicht  sprechen,  wenn  auch  nur  wenige, 
och  gut  constatirte   Beobachtungen. 


')    (ä.  h.  Herrn  Doppfer*«) 
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Jfehsi  der  bereits  bekannten  imQallepden  Farbvecftmienuig  des 
Sirivs  ffibrt  Herr  Seetini  nenerlicbst  noch  den  Stecn  b  in  den 
Zwillingen  an,  welcher  Stern  im  Almaffest  als  roth  bezeichnet 
wird,  während  ihn  doch  heut  zu  Tage  Jedermann  zu  den  ent- 
schieden weissen  rechnet. 

4.  Endlich  hat  Herr  Sestini  *  durch  seine  Beobachtungen 
verbunden  mit  einer  sorgfaltigen  Vergleichung  früherer  daraufbe^ 
züglicfaen  Angaben»  die  Anzahl  der  bereits  bekannten  an  Farbe 
veränderlichen  Doppelsterne  noch  um  mehrere  vermehrt,  wiediess 
aus  seinem  Memoire  von  1845,  pag.  II.,  und  aus  jeneti  von  1847, 
pag.  10.  zu  ersehen  ist. 


Termf achte  Schriften« 

Bulletinn  de  l'Academie  Royal«  des  seiences,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  Tome  XVI. 
Urne  Partie.  1849.  Tome  XVIL  Ire  Partie.  1850.  (Vergl. 
Literar.  Ber.  Nr.  LI.  S.  714.). 

Tome  XVL  ILme  Partie.  1849.  p.  17.  De»  proportions 
du  Corps  humain;  par  M.  A.  Quetelet.  Troisiöme  articfe  (Voir 
4e  deuxieme  articie.  T.  XV.  Ilme  Partie,  p.  16.;.  Proportions  de 
l'bomme  d*apres  les  artistes  ilaliens  de  la  reoaissance.  —  p.  28. 
8ur  Telectricite  et  sur  les  anomalies  que  cet  ^länient  m^töorolo- 

f;ique  a  pr^sentees  dans  ces  derniers  temps,.par  M.  A.  Quete- 
et  —  [K  30.  Troisieme  note  sur  de  nouvelles  applieations  pu- 
rieuses  de  la  persistance  des  impressions  dela  rätjne;  par  Sl  J. 
Plateau.  —  p.  39.  Note  sur  la  polarisation  des  electrodes  du 
voltam^tre;  par  M.  P.  Loyet  —  p.  251.  Methode  particuli^re 
pour  d^terminer  la  collimation  d*une  Innette  m<^ridienne,  k  Taide 
des  observations  astronomiques ;  par  M.  le  capitaine  Liagre.  — 
p.  254.  Qnatridme  note  sur  de  nouvelles  applieations  curieuses 
de  la  persistance  des  impressions  de  la  r^tine;  par  J.  Plateau. 
—  p.  282.  Sur  r^lectricit^  de  l'air  pendant  les  neuf  premiers  mois 
de  rannte   1849;    [)ar  M.  Quetelet.  —  P«  343.  Notice  sur  une 

ßrojection  g^ograpbiqae  nouvelle;  par  M.  M«  Donny.  —  p.  345. 
I^moire  sur  les  points  brillants  des  courbes  et  des  surfaces ;  par 
M.  De  Beer.  —  p.  347*  Notice  sur  la  d^composition  electro-chimi- 
que  par  des  voltanietres  differeuts;  par  M.  Maas.  —  jp.  391. 
Notice  sur  une  proiection  g^ographique  nouvelle,  par  MM.  F.C.  L. 
Donny  et  F.  M.  L.  Donny  (S.  vorher.).—  p. '413.  Sur  la  d^- 
composition  electro-chimique  par  des  voltam^tres  diffi^rents;  par 
M.  Maas  (S.  vorher);  —  p.  545.  Memoire  sur  la  th^orie  des 
räsidus  quadratiques  par  M,  Sc  haar.    Happort  de  M.  Timm  er* 
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man  8.  —  p,  S46.  Sar  un  ph^nomöne  m^t^roioglqae;  par  M.  Edn. 
de  Seiys-Longchamps.  — 

Tome  XVn.  Ire  Partie.  1850.  p.  3.  Sur  r^lectriciti^  atmo 
aphMque;  par  Dl.  A.  Quetelet.  —  p.  13.  Sur  le  nain  Jeao 
Haonema,  dit  Tamiral  Trorap;  par  M.  A  Quetelet.  —  p.  13i 
Sur  les  points  focaux  de  Tellipse;  par  ML  le  capitaine  Liagre. 
Id  diesem  Aufsatze  discutirt  der  Herr  Vf.  den  foigeoden  von  üub 
aufgestellten  Satz: 

,,11  existe  sur  le  grand  axe  de  Tellipse  un  nombre  infiDide 
points,   situ^s  deux  k  deux  k  ägale  distance  du  centre,    et  tek» 

aue  les  rayoDS  vecteurs  men^s  de  cliaque  couple  a  un  mtoe  point 
e  la  courne^  sont  11^  eotre  eux  par  unerelation  indöpendaDte 
de  la  Position  de  ce  point.'*  | 

,^Les    abscisses    de    ces    points   focaux   sont  de  la  lorme 

— ^_2    »    '®  nombre  n  pouvant  receroir  toutes  les  yaleois 

^nti^res  et  positives^  depuis  z^ro  jusqu'a  Tinfini"  wo  unter  aood 
6  die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  verstanden  werden.  E«  scheint 
dieser  Gegenstand  nicht  uninteressant  zu  sein,  und  wohl  eine  noch 
weitere  Untersuchung  zu  verdienen  als  die  von  dem  geehrten 
Herrn  Verf.  hier  mitgetheilte  im  Ganzen  nur  kurze  Betracfatmi^ 
siebt.  —  p.  216.  Note  sur  les  tremblements  de  terre,  resseotiseB 
1849,  par  M.  Alexis  Perrey.  p.  2!25.  Supplement  aux  ootes 
sur  les  tremblements  de  terre  ressentis  en  1847  et  1843.  ~  p.  328. 
Sur  les  variations  de  pression  atmosph^rique  et  de  temp^ratore, 
ä  la  fin  de  janvier  et  an  commencement  de  f<^vrier  1860.  Lettre 
de  M.  A.  Perrey.  —  p.  344.  Sur  un  nain  beige.  Note  commaQ- 
auee  par  M.  Q nestelet.  — •  Notice  «ir  une  formule  ponr  calcolo 
leiasticite  de  la  vapeur  d'eau,  par  M.  Henri  Brückner,  d'Aix- 
la  Chapelle.  Die  auf  diese  Weise  überschriebene  Abhandlong 
enthält  aber  auch  noch  verschiedene  arithmetische  BemerkuDgeo 
über  die  Verwandlung  der  Wurzeln  in  Kettenbrüche,  die  Loga- 
rithmen und  die  Reihen.    Wenn  man 
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p_      (m  +  l)(2jit+l)2a 
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U.      8.      W. 

setzt,  80  ist  nach  dem  Herrn  Verf.: 
1  1 


^■*'D+  etc. 


£,  424.    Sur   les    variations  aonuelles  da  magn^tisme  terrestre  k 
mxelles;    par  M.  Quetelet.   —    p.  425.    §ur  les  täUgraphes 
^lectriques;   par  M.  Quetelet.  -— 

Ausserdem  eothalteo  diese  beiden  Bände  noch  viele  andere 
interessante  Mittheilungen ,  namentlich  meteorologischen  Inhalts. 


Sabscriptions -Anzeige. 

Bei  A.  C.  Kronberger,  Buchhändler  in  Prag,  und  J.  F. 
Gress«  Buchhändler  in  Wien,  wird  auf  folgendes  Werk  Sub- 
scription  angenommen: 

Tafel  siebenstelliger  Logarithmen  der  Sinus  und 
Tangenten  für  jede  Secunde  des  Quadranten.  Heraus- 
gegeben von  Jakob  Phil.  Kulik,  ordentlichem  Profes- 
sor der  hohem  Mathematik  zu  Prag.  Erste  auf  dem 
Continente  von  Europa  veranstaltete  Ausgabe., 

Welchem  Mathematiker  ist  es  unbekannt,  wie  lästig,  zeitrau- 
bend und  ungenau  die  Interpolationen  werden,  wenn  mittelst  der 
gewöhnlichen  Tafeln,  welche  nach  Minuten  fortlaufen,  die  einem 
gegebenen  Winkel  zugehörige  trigonometrische  Function,  oder 
umgekehrt,  zu  dieser  der  correspondirende  Winkel,  oder  endlich, 
wenn  beim  Uebergange  von  einer  trigonometrischen  Function  zur 
andern ,  diese  mit  der  erforderlichen  Schärfe  bestimmt  werden  soll. 
Ein  anderer  Nachtheil   der  gewöhnlichen  Tafeln  ist  noch,   dass 
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die  natflrlicheu  Logarithmen  der  Fuoctionen»  weiche  aus  dem  log. 
eoAx  hergeleitet  werden ,  sich  mittelst  derselben  auf  keine  be- 
friedigende Weise  berechnen  lassen.  Allen  diesen  Ünzukdmm* 
lichkeiten  wird  aber  durch  dieses  Werk,  welches  sowohl  für  jede 
Secunde  des  Quadranten  die  Logarithmen  der  Sinus  und  Tan- 
genten,  als  auch  in  den  ersten  18  Graden  die  Cosinus  in  mehr 
als  7  Decimalstellen  liefert,  abgeholfen. 

Bedingungen  der  Herausgabe. 
Dieses  ausQöDruckbogen  bestehende  Werk  erschein  t  nur,  wenn 
sich  eine  rege  Theilnanme  unter  den  deutschen  Mathematikern 
daffir  ausspricnt.  Das  Ganze  wird  aus  6  Lieferungen  bestehen,  und 
der  Ladenpreis  jeder  einzelnen  Lieferung  bei  den  jetzigen  hohen 
Preisen  des  Papieres,  Satzes  und  Druckes  nur  auf  1  Thaler  ge- 
stellt werden ;  hiedurch  erhält  der  Abnehmer  das  Werk  um  6  Tna- 
ler  in  die  Hände,  während  die  Shortrede' sehen  Tafeln  in  Edin- 
bürg  hier  über  30  Thaler  kosten,  und  dabei  mit  so  kleinen  Typen 
gedruckt  sind,  dass  sie  unausbleiblich  auch  die  besten  Augen  zo 
Grunde  richten  müssen. 

Sobald  der  erforderliche  Aufwand  zur  Herausgabe  des  Werkes 
durch  Subscription  gedeckt  sein  wird,  nimmt  der  Druck  seinen 
Anfang,  und  wird  ohne  Unterbrechung  durch  2  Jahre  fortgesetzt 
und  beendigt.  Für  durchaus  reinen  correcten  Druck  mit  neuen 
Lettern  auf  gutem  festen  Papier  wird  gesorgt.  Beim  Erscheinen 
der  ersten  Lieferung  wird  auch  die  letzte  berechnet,  und  es  wer- 
den ausser  den  bestellten  Exemplaren  nur  so  viele  abgezogen ,  als 
zur  Deckung  der  allenfalls  sich  ersehenden  Defecte  erfordert  wer- 
den. Jede  Buchhandlung  Deutschlands  nimmt  Subscription  an. 
Die  Namen  der  p.  t.  Herren  Subscribenten ,  welche  dieselben  deut- 
lich geschrieben  mittheilen  wollen,  werden  dem  Werke  vorgedruckt. 


Nachschrif^t  des  Herausgebers. 

Ich  mache  auf  diese  »Tafeln  alle  Mathematiker  aufmerksam, 
und  die  grosse  Wichtigkeit  einer  durch  diie  einzelnen  Secunden 
des  Quadranten  fortschreitenden  Tafel  leuchtet  wohl  von  selbst 
ein ,  da  das  Interpoliren  doch  immer  eine  sehr  lästige  Arbeit  ist 
und  die  Rechnungen  erschwert.  Ich  wünsche  daher  sehr,  das« 
dieses  Unternehmen  des  geehrten,  durch  andere  ähnliche  Unter- 
nehmungen schon  hinreichend  bekannten  Herrn  Vfs.,  recht  rege 
Theilnanme  unter  den  Mathematikern  finden  mOge.   .  G. 
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TiXIll. 

Jilterarlisfclier   IBerieht. 


.G  e  o  d  ä  si  e. 

Cour«  deTopographie  et  de  G^odösiefait  k  T^cole 
d'application  du  corps  d'ätat  major.  Par  J.  F.  Salneuve, 
Chel  d'escadron  d'ötat  major.  Secoode  Edition.  Pa- 
ria. 1850.   3  Thlt.  10  Sgr.    & 

Sind  mt  auch  nicht  gerade  der  Meinung,  dass  dieses  Werk 
besondere  Vorzfi^e  vor  uiisern  beicannten  deutschen  Werken  der* 
selben  Gattung  hat,  so  glauben  nir  doch  die  Leser  des  Archivs 
auf  dasselbe  aufmerksam  machen  zu  müssen ,  weil  es  in  Frank- 
reich sehr  beliebt  zu  sein  scheint,  und  allerdings  eine  ziemlich 
voüstSndige  Darstcfflune  der  niedern  und  hohem  Geodäsie  liefert. 
Ausserdem  findet  man  m  demselben  auch  manche  in  Deutschland 
noch  unbekannte  Instrumente  beschrieben,  z.  B.  einige  Distanz- 
messer, die  wohl  einige  Beachtung  verdienen  dürften,  und  gross- 
tentheils  von  einem  geschickten  hohem  piemontesischen  Ofnzier, 
Herrn  Porro,  angegeben  worden  sind,  von  dem  der  Herr  Vf.  in 
der  Vorrede  sagt:  „qui,  ä  une  profonde  Instruction,  Joint  uoe  sa- 
gacitö    merveilleuse   dans    rapplloatlon    des   principes    d'optique. 

3uil  poss^de  si  bien.  On  lira  surtout  avec  int^r^t,  Je  pense,  la 
escription  de  sa  lunette  anallatique,  de  sa  fongue-vue 
cornet,  et,  surtou^  de  rappareil  propre  ä  .mesurer  les  bases*' 
über  welchen  letzteren  eine  Commission  der  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Paris,  bestehend  aus  den  Herren  Binet,  Faye 
und  Largeteau,  einen  sehr  günstigen  Bericht  erstattet  hat.  Der 
Inhalt  der  einzelnen  Kapitel  dieses  allerdings  in  mancher  Bezie- 
hung zu  empfehlenden  Buchs  im  Allgemeinen  ist  folgender. 

Livre  I.  und  Livte  H.  Diese  zwei  ersten  ^ücher  enthal- 
ten eine  ziemlich  vollständige  Darstellung  der  ebenen  und  sphä- 
rischen Trigonomeä'ie  ,•  selbst  auch  den  Binomischen  Lehrsatz, 
und  hatten  ganz  wegbleiben  sollen.  —  Livre  111.  Topogra- 
phie. C  h  a p.  I.  Notions  g^nerales.  G fa  ap.  11.  Canevas  topographi- 
que.  Chap.  111.  DiflKrens  modes  de  lever.  Instruments  propres 
ä  mesurer  'les  angles.  Chap.  IV.  Instruments  employös  ä  la 
mesure  des  distances.  Chap.  V.  Levees  au  goniom^tre  et  ä  la 
*  chaine.  Chap.  VI.  Levöes  k  la  Chaine,  alignements,  transver- 
sales.   Chap.  VIL    Instruments  k  r^flexion.    Chap.  VIII.    Ei>- 

Band  XVI.  63 
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semble  des  Operations  d'une  lev^e  relatives  k  la  plaDim^trie,  en 
combinant  tou8  las  proc^des  d<^crits  isolöment.  Chap.  IX.  Nivei- 
lement.  Chap.  X.  Nivellement  topographique  et  figur^  du  ter- 
rain.  Chap.  XI.  Du  dessin  des  cartes  topographiques.  Chap. 
XIL  Lev^es  militaires.  Chap.  XIII.  Plans  cot^s.  Chap.  XI  v. 
Copie  et  r^duction  des  cartes  et  plana.  Chap.  XV.  Compas  de 
^ropoition.  Chap.  XVI.  Emploi  de  la  bpussole  et  de  T^li- 
m^tre  ä  la  perspective.  —  Livre  l\,  Optique.  Dieses  Buch 
enthält  eine  für  den  Zweck  des  Werks  sehr  vollständige  Abhaud- 
Jung  aber  Optik  ,  worin  sich  manches  Bemerkens werthe 
findet  z.  B.  die  tunette  anallatioue  deM.  Porro.  --  Livre  V. 
G^od^sie.  Chap.  I.  Ensemble  des  Operations  geodesiques. 
Chap.  IL  Mesures  des  bases  (p.  350.  Appareil  nouveau  poar 
niesurer  les  bases  g^od^stques  par  M.  Porro.  Chap.  lil.  Me« 
sures  des  angles  et  descriptiou  des  Instruments  qui  y  sont  con- 
sacräs.  Chap.  IV.  Caiculs  relatifs  k  la  räsolution  des  triangles. 
Chap.  V.  Calcuts  des  coordono^es  des  points.  Chap.  VI.  No- 
tions de  Geometrie  analvtique,  indispensables  k  Tinteliigence  des 
formules  de  latitude.    (Hätte  auch  wegbleiben  kOnnen.)    Chap. 


VII.  Expression  analytique  de   ouelaues  lignes  remarooables  du 

^ ke.    Chap.  VIII.    Fe       '     J 

tiide  et  azimut.    Chap.  lA.    Nivellement  geodesique  et  baroine- 


spheroide  terrestre.    Chap.  VIII.    l<ormules  de  latitude,    longt- 


trique.  Chap.  X.  Projections.  —  Livre  VI.  dbservations 
et  caiculs  astronomiques.  Chap.  I.  Notions  preliminaires. 
Chap.  II.  Precession,  nutation^  aberration,  parallaxe,  refraction. 
Chap.  III.  Marche  d'une  pendule,  latitude  et  longitude  d*ua 
point;  azimut  d'un  cote.  —  Suite  de  iatfleaux  P.  a  rin- 
scription  des  angles  observes  et  des  eiements  de  re- 
duction,  ainsi  qu*auz  differents  caiculs  geodesiquefi; 
2^  auz  caiculs  astronomiques. 


.Astronomie. 

Schumachers    Tod. 

Es  ist  dem  Herzen  des  Herausgebers  des  Archivs  Bedürfnisse 
seinen  Lesern  das  Hinscheiden  eines  Mannes  anzuzeigen,  welchem 
er,  so  lange  er  das  Glück  hatte,  mit  ihm  in  vri'sseoschafUichera 
Verkehr  zu  stehen,  die  höchste  Achtung  gezollt  hat,  eine  Achtung, 
die  nie  durch  etwas  getrfibt  worden  ist,  und  auch  über  das  Grab 
hinüber  dauern  wird,  so  lange  das  Herz  des  Herausgebers  des 
Acchivs  noch  schlagen  wird.  Heinrich  Christian  Schuma- 
cher ist  nicht  mehr!  Seine  Verdienste  um  die  Wissenschaft 
zu  würdigen ,  kann  hier  nicht  der  Ort  sein.  Sie  sind  der  Welt 
bekannt  Aber  eine  kurze  Skizze  seiner  Äusseren  LebensumstSnde 
wird  und  muss  bei  so  hohem  Verdienst  den  Lesern  des  Archivs 
lehrreich  und  interessant  sein.  Ich  stehe  daher  nicht  an,  einen 
solchen  kurzen  Abriss  dieses  thätigen  und  erfolgreichen  Lebens 
^aus  der  neuesten  Nummer  von  Jahn's  Unterhaltungen  für 
Dilettanten  und  Freunde  der  Astronomie,  Geographie 
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and  Heteoroloffie.  1851.  Nr.  11.,  die  mir  Torliegt,  au  entneh- 
iiieD^  deren  hustonsche  Richtigkeit  keinen  Zweifel  Ifisst,  da  sie 
von  einem  Manne  9  Herrn  Doctor  Petersen  in  Altena,  herrührt, 
der  dem  Dahingeschiedenen  sehr  nahe  stand.  Herr  Doctor  Jahn 
hat  übri^eDs  schon  In  Nr,  3.  4,  5.  1851.  seiner  genannten  Zeit- 
schrift eme  ausfährlicbere  Darstellung  von  Schumachers  Leben 
geliefert,  die  zugleich  auch  die  wissenschaftlichen  Verdienste  des 
verstorbenen  genauer  in*s  Auge  (asst,  und  auf  die  ich  daher  in 
dieser  Beziehung  die  Leser  verweise. 

G. 

Heinrich  Chrlistlaji  SehiunaeJher*) 

Ist  in  dem  Flecken  Bramstedt  in  Holstein  den  3.  Septbr.  1780 
geboren.  Sein  Vater,  der  kSnigl.  dänische  Gonferenzratb  Andreas 
Schumacher,  dessen  Vorältern  im  16.  Jahrhundert  aus  Westpha* 
len  nach  Dänemark  gekommen  waren,  und  von  welchen  der  be- 
rühmte Griffenfeldt  abstammte,  war  in  jungern  Jahren  bei  der  dä- 
nischen Gesandtschaft  in  St.  Petersburg  angestellt,  eiiiielt  später 
eine  Anstellung  unter  König  Christian  VII.  in  Kopenhagen,  wurde 
hierauf  Kircbspielvogt  in  Bramstedt,  wo  H.  G.  Schumacher  gebo- 
ren wurde,  und  zuletzt  Amtmann  in  Segeberg,  wo  ihm  ein  zweiter 
Sohn,  AndreasAnton  FriedrichSchumacherimJahreiI782 geboren  ward. 
Er  starb  hier,  den  2.  Januar  1790,  innigst  betrauert  wegen  seines 
vortreßiichen  Charakters  und  seines  seltenen  Verstandes,  fon  Allen, 
die  ihn  kannten.  Die  Mutter  unseres  Schumachers  war  Sophie 
Hedwig  geb.  Weddy,  verwittwete  Hofräthin  Bfiscbing,  Schwäge- 
rin des  berühmten  Geographen  Busching.  Sie  starb  am  30.  Oc- 
tober  1822  in  Altona,  wo  auf  dem  Kirchhofe  zum  heiligen  Geist 
jetzt  der  Sohn  neben  ihr  in  Frieden  ruht. 

H.  C«  Schumacher  und  sein  Bruder,  die  'einzigen  Kinder 
dieser  Ehe,  wurden,  so  lange  der  Vater  lebte,  unter  seiner  Lei* 
tung  von  einem  Hauslehrer  unterrichtet.  Da  aber  die  schwächli- 
che Gesundheit  des  Vaters  diesen  nicht  hoffen  liess,  seine  hoff- 
nungsvollen Sohne  erwachsen  zu  sehen,  so  empfahl  er  sie  der 
Huld  des  damaligen  Kronprinzen,  spätem  Königs  FriedrichVI.,  der  ihn 
liebte  und  schätzte,  hoffend,  sie  würden  einst  dem  Vaterlande 
Ehre  machen.  Wie  beide  diese  Hoffnung  erfüllt  haben,  ist  hin- 
länglich bekannt,  auch  blieb  der  gütige  Monarch  ihnen  stets  nicht 
nur  Beschützer,  sondern  auch  .Freund. 

Als  der  Vater  starb,  war  der  nachherige  Pastor  in  Preetz, 
D5rf«r,  rühmlichst  bekannt  durch  seine  Topographie  von  Schles- 
wig und  Holstein,  der  Lehrer  der  beiden  Sfthne,  mit  welchen 
bald  darauf  die  Mutter  nach  Altona  zog.  Hier  besuchten  Beide 
das  Gymnasium  und  genossen  zugleich  D5rfer's  Unterricht,  der 
inzwischen  Prediger  bei  der  heil.  Geist-Kirche  geworden  war, 
und  dessen  Andenken  ihnen  stets  in  dankbarer  Ennnemng  blieb. 

*■)  Von  Ilerni  Dr.  Petersen  in  Altona  an  uns  niit  der  Bitte  am 
Aufnahme  eingesendet  Diesem  geehrten  Herrn  dafor  ergebenst  dankend, 
bemerken  wir,  dass  wir  aas  diesen  sehr  schätzbaren  Mittheiltingen ,  am 
Wiederhol  nagen  la  Termeidea,  mir  das  weggehissen  haben,  was  bereits 
S.  It  ff.  vorkommt.  Die  Red.  (der  astronoro.  Unterhaicungeo») 
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Schon  ab  Knabe  zeigte  Schumacher  eine  besondere  Vor* 
liebe  für  Mathematik;  er  verfertigte  sich  hölzerne  Uhren  und 
Instrumente,  mit  denen  er  Beobachtungen  anstellte.  Da  er  als 
Knabe  schirächllch  war  und  der  Arzt  es  ffir  höchst  nSthig  hielt, 
dass  er  einige  Zeit  seinen  Schulfleiss  einstelle  und  die  Landkift 

feniesse^  so  brachte  seine  Mutter  ihn  nach  einem  ihr  befrean- 
eten  Prediger  auf  dem  Lande «  wo  er  sehr  gern  war.  Nachdem 
er  hier  einise  Wochen  froh  verlebt  hatte,  erhielt  er  die  Nachricht 
von  seiner  Mutter,  dass  sie  das  so  sehr  sewdnschte  Buch,  Wolfs 
Mathematik,  für  ihn  gekauft  hab6,  una  nun  liess  er  ihr  keine 
Ruhe  mehr,  bis  sie  ihm  erlaubte,  zurück  zu  seinen  Studien  zu 
kehren.  Durch  Hilfe  dieses  Buches  brachte  er  es  nun  bald  sehr 
weit  in  der  Mathematik,  so  wie  er  itiberhaupt  seinen  grossen 
Reichthum  an  Kenntnissen,  auch  namentlich  sowohl  in  den  alten, 
als  in  vielen  der  neuern  Sprachen»  seinem  angestrengten  Fleisse 
und  dem  Selbststudium  verdankte. 

Er  studirte  in  Kiel  und  Guttiueen  Jurisprudenz,  beschäftigte 
sich  aber  nebenher  fleissis  mit  Matnematik.  VoYi  der  Universttlt 
brachte  er  die  musterbaitesten  Zeugnisse  der  Professoren  mit, 
die  seinen  Fleiss,  seine  Kenntnisse  und  seinen  reinen  Lebens- 
wandel rühmlichst  hervorhoben.  Im  Jahr  1806  promovirte  er  in 
Göttinnen  zum  Doctor  der  Rechte.  Hierauf  verlebte  er  einige 
^  Jahre  in  Liefland  aU  Hauslehrer  Von  dort  zurückgekehrt,  hatte 
er  das  Glück  dem  Curator  der  Universität  in  Kiel,  Grafen  v.  Re- 
▼entlow,  bekannt  zu  werden,  durch  dessen  Einfluss  es  ihm  mög- 
lich wurde,  sich  nun  ganz  der  Mathematik  und  Astronomie  zu 
widmen,  und  einige  Jalire  bei  dem  berühmten  Gauss  in  Gottingen 
zuzubringen,  der  bald  inj  ihm  den  Geistesverwandten  erkannte,  und 
ihm  Freund  ward,  welches  Büudniss  nur  der  Tod  für  diese 
Welt  löste. 

Im  Jahre  1810  oder  1811  wurde  er  zum  ausserordentlichen 
Professor  der  Astronomie  in  Kopenhagen  ernannt,  als  noch  der 
Conferenzrath  Bugge  daselbst  Director  der  Sternwarte  war,  folgte 
aber  1812  mit  Erlaubniss  seines  KOnigs  und  unter  der  Bedingung, 
nach  dem  etwaigen  Ableben  Bngge's  nach  Kopenhagen  zurück 
zu  kehren,  einem  sehr  vortheilhaften  Rufe  als  Director  der  Mann- 
heimer Sternwarte,  wozu  ihn  sowohl  der  Wunsch,  allein  einer 
Sternwarte  vorzustehen,  bestimnite,  als  auch  der  Ratfa  eines  hoch- 

festeilten  Beschützers  und  Freundes,  mit  dem  er  bis  zu  dessen 
*ode  stets  in  freundschaftlichem  Briefwechsel  stand. 

So  trat  er  im  Herbste  1813  die  Stelle  als  Director  der  Stern- 
warte in  Mannheim  an,  verheirathete  sich  aber  vorher  mit  seiner 
jetzt  um  ihn  trauernden  Wittwe,  Christine  Magdalene  geb.  v. 
Schoon,  mit  welcher  er  in  einer  höchst  glücklichen  Ehe  lebte  und 
mit  7  Kbdern,  4  Söhnen  und  3  Töchtern,  gesegnet  wurde,  von 
welchen  ihm  der  jüngste  und  älteste  Sohn  bereits  in  die  Ewig- 
keit vorangegangen  waren.  Schon  l^A  Jahr  hierauf  starb  Bugge, 
und  nachdem  er  im  Februar  1815  in  Wien  bei  dem  Könige  von 
Dänemark,  der  damals  des  Congresses  wegen  sich  dort  aufhielt 
f  Schumacher  traf  dort  auch  seinen  geliebten  Bruder,  der  Adjutant 
des  Königs  war),  gewesen,  um  ihm  wegen  seiner  zukünftigen  Stel- 
lung  in  Kopenhagen  einen  Vortrag  zu  machen,  trat  er  seine  Stelle 
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als  ordeotKeiter  Prof.  der  AstroiMNiiie  und  Director  der  Stern- 
warte dort  an.    Er  hielt  seine  Vorlesungen  in  lateinlsdieT  Sprache. 

Er  war  mU  allen  bedeutenden  Gelehrten  befreundet  und  mit 
den  meisten  auch  personlich  bekannt,  welche  Bekanntschaften 
er  theils  zu  Hause  bei  sich,  theils  auf  seinen  mssenschaftlichen 
Reisen  gemacht  hatte:  so  z.  B.  auf  der  Reise  nach  Frankreich 
und  England  Im  Jahre  1819.  Fernere  Reisen  unternahm  er  1826 
nach  Alünchen,  1834  nach  Berlin,  um  Bessel  und  Encke  zu  be- 
suchen..... Ausserdem  machte  er  jährlich  eine  Reise  nach*  Ko- 
penhagen und,  so  lange  Olbers  lebte,  auch  nach  Bremen.  Unter 
seiner  Anleitung  haben  sich  fiiv  die  Astronomie  und  Mathematik 

fanz  gebildet:  die  Herrn  Gunlaa,  Lehrer  auf  Islamjl,  Nissen> 
^eichgraf  in  Tondem,  Hofrath  Hansen,  Director  der  Sternwarte 
in  Gotna,  Hofrath  Claussen,  Observator  der  Sternwarte  in  Dorpat, 
Dr.  Peters,  Prof.  der  Astronomie  in  Königsberg  und  Dr.  Peter- 
sen seit  1827  sein  Gehilfe  bei  der  Sternwarte  in  Altena.  Ausser- 
dem haben  sieh  kdrzere  Zeit  in  Altena  aufgehalten,  um  sich  un- 
ter seiner  Aufsicht  im  Beobachten  zu  üben,  die  Herren  Professo* 
ren  und  jetzt  Directoren  von  Sternwarten:  Olufsen  in  Kopenha- 

fen.  Seiander  in  Stockholm,  Svanberg  in  Upsala,  v.  Fuss  in 
^ilna,  Agaardh  in  Lund,  Dr.  Gould  zu  Cambridge  in  Nord- 
amerika, und  in  den  letzten  Jahren  sein  Sohn  Richard  Schumacher, 
Dr.Olde,  A.  SonntJg  und  A.  Quirling. 

Welche  Fähigkeiten  er  hierdurch  der  Astronomie  zugefilhrl 
hat,  ist  zu  bekannt,  als  dass  es  hier  näher  aus  einander  gesetzt 
zu  werden  brauchte;  eben  so  was  er  selbst  ffir  seine  Wissen- 
schaft gethan Andere  bedeutende  Arbeiten,  welche  noch 

nicht  oder  nicht  vollständig  publicirt  sind,  jetzt  aber  hoffentlich 
bald  der  Oeffentlichkeit  werden  übergeben  werden,  sind:  Die 
Arbeiten  an,  der  dänischen  Gradmessung,  die  Bestimmung  der 
Länge  des  einfietchen  Pendels  durch  Beobachtungen  auf  Gülden- 
stein 1829  und  1830,  seine  Gewichtsbestimmunsen,  die  von  ihm 
veranstalteten  Chronometer -Reisen  zwischen  Altoni^  und  Lübeck. 
Ausserdem  liegen  viele  Reihen  von  astronomischen  Beobachtun- 
gen  von  ihm  vor. 

So  hoch  er  als  Gelehrter  stand ,  so  hoch  stand  er  auch  als 
Mensch.  Er  -war  der  liebenswürdigste  und  nachsichtsvollste  Gatte 
und  Vater.  In  Gesellschaften  war  er  stets  heiter  und  munter, 
und  wo  er  nur  Jemandem  helfen  konnte,  scheute  er  keine  Mühe 
und  selbst  kein  Opfer  von  seiner  Seite,  vorzüglich,  wenn  er  sich 
davon  Erfolg  fllr  aen,  dem  er  helfen  wollte,  versprach.  Er  konnte 
mit^  der  grossten  Geduld  und  ohne  Miene  des  Missmuths  dabei 
zu  zeigen,  seihst  wenn  er  mit  Arbeiten  überhäuft  war,  die  unbe- 
deutendsten und  langweiligsten  Erörterungen  anhören,  und  fand 
Immer  nachher  Zeit,  das  Versäumte  nachzuholen.  Er  wurde  von 
Allen,  die  ihn  näher  kannten,  verehrt  und  geliebt,  and  sein  An- 
denken wird  ihnen  stets  unvergesslich  bleiben. 

Ueber  die  näheren  Umstände  seines  Todes  giebt  uns  die  mit 
einem  schwarzen  Rande  umgebene  Nr.  744.  der  astronomischen 
Nachrichten  die  folgende  Nachricht: 

Am  28sten  December  1880,  Vormittags  liy,  Uhr,  entschlief 
sanft  und  ruhig,   unter  den  Erscheinungen  einer  Lungenläbmang» 
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JBeinriek  Chriitian  Sekumaehetj  Ib  seinen  am  34eii 
Septbr.  aDgefaDgeoen  Tlsten  Lebensjahr».  Schon  ein  halbes  Jahr 
vor  seinem  Ende  glaubte  er  eine  merkliche  Abnahme  seiner 
Kräfte  zu  verspuren/und  wiederholt  sagte  er  seinen  Tod  mit  dem 
Ausgange  des  Jahres  voraas.  Leberbeschwerden  bildeten  die  ob- 
jectiven  Manifestationen  seiner  kranken  Gefühle.  Sie  waren  ohne 
Zweifel«  nach  der  Ansicht  seines  vieljährigen  befreundeten  Arztes, 
Folgen  seines  Stubenlebens,  aber  auch  nicht  ausser  Beziehung 
zu  den  Zeitverhältnissen.  In  den  letzten  Tagen  des  Novembers 
nahmen  sie  einen  acuten  Verlauf,  konnten  dieses  Mal  nicht, 
wie-  es  in  den  letzten  Jahren  glGckiicher  Weise  mehrfach  der 
Fall  gewesen  war,  durch  einen,  leider  zu  kurzen  und  unvollstän- 
digen Podagraanfall  hinlänglich  abgeleitet  werden,  und  fShrtea 
nach  vielen  Schmerzen  und  Beschwerden,  welche  der  Leidende 
mit  unübertroffener  Geduld  und  Fassung  ruhig  und  gelassen  er- 
trag, den  traurigen  Ausgang  herbei. 

Er  wurde  während  seiner  schweren  Krankheit  mit  der  seltensten 
Liebe  und  Sorgfalt  von  seiner  nun  trauernden  Frau  und  ältesten 
Tochter,  Sophie,  gepflegt  Sein  Geist  blieb  bis  zum  letzten  Au- 
genblicke rege  und  uoeeschwächt ,  und  noch  am  Abende  vor  sei- 
nem Sterbetage,  da  ich  wie  gewöhnlich  ihm  die  Zeitung  vorlas, 
machte  er  durch  Zeichen  bemerkbar,  welche  Artikel  ihn  vorzüg- 
lich ansprachen,  denn  leider  wurde  ihm,  ifährend  der  letzten 
Hälfte  seines  Schmerzensiagers,  das  Sprechen  sehr  schwer,  und 
machte  jede  directe  Uaterhaltang  mit  inm  unmöglich. 

Es  wäre  eine  Vermessenheit,  wollte  ich  hier  auch  nur  ein 
Wort  über  seine  grossen  Verdienste  um  die  Wissenschaften  hin- 
zufOgen;  sein  Verlust  ist  unersetzlich,  diese  Nachrichten  sind 
sprechende  Thaten. 

Altona  1851.  Januar  5. 

A.  C.  Petersen. 

Abriss  der  praktischen  Astronomie,  vorzüglich  in 
ihrer  Anwendung  auf  geographische  Ortsbestimmung 
von  Dr.  A.  Sawitsch,  Professor  der  Astronomie  an  der 
kaiserlichen  Universität  zu  St  Petersburg.  Aus  dem 
Russischen  übersetzt  von'Dr.  W.C. Götze.  Mit  mehre- 
ren im  Originalwerke  nicht  vorhandenen  vom^  Herrn 
Verfasser  nachgelieferten  Zusätzen  und  Erweiterun- 
gen.   Zweiter  Band.    Hamburg.  1851.  8. 

Wir  freuen  uns  sehr,  schon  jetzt  den  zweiten  Band  dieses 
vortreflAichen  Werkes,  dessen  ersten  Band  wir  in  Nr.  LIX.  8. 
800.  angezeigt  haben,  den  Lesern  des  Archivs  wiederholt  zur  sor^- 
föltigsten  Beachtung  dringend  empfehlen  zu  können.  Was  wir 
über  den  ersten  Band  gesagt  haben,  gilt  auch  eanz  von  dem  vor- 
liegenden zweiten  Bande,  und  Herr  Professor  Sawitsch  hat  sich 
durch  die  Herausgabe  des  nun  in  seiner  Vollendung  vorliegenden 
Werkes  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst  erworben,  da  uns  kein 
anderes  Werk  bekannt  ist,  in  welchem  die  neuesten  Beobachtungs- 
und Rechnungsmethoden  so  vollständig  und  deutlich  entwickelt 
Wären  wie  in  dem  vorli^enden,  innernalb  des  Kreises  nämlich, 
den  «ich  das  Werk  selbst  gezogen  hat,  indem  es  hauptsächlich 
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die  geo&repbische  Ortsbestimmang  anitn  Zwedc  hat,  00  dass  es 
also  z.  B.  über  die  Berecbmiiie^der  Planeten-  and  Cometenbahnen 
nichts  enthält,  vras  aucb  je^ofalls  seinen  UmfaQg  ^n  sehr  vert 
srSssert  haben  wfirde.  Eben  so  freudig  wie  das  Verdienst  des 
Herrn  Verfkssers  erkennen  wir  aber  ancfi  wiederiiolt  das  Verdienst 
des  Herrn  Uebersetzers  an,  was  sich  derselbe  niofat  nur  durch 
die  sehr  gute  Cebertragong  dieses  Werl»  aus  dem  Rnssischsa 
in's  Deutsche  um  unsere  Taterländisobe  Literatur  insbesondere, 
sondern  auch  in  .allgemein  wissenschattlicher  Beziehung  durch 
manche  eigene  Zusätze  zu  diesem  in  so  vielen  Beziehungen  aus- 

S »zeichneten  Werke  erworben  hat  Wir  können  nicht  umhin,  deni 
erm  Verfasser  und  dem  Herrn  Uebersetaer  aufrichtigst  sn  der 
nunmehrigen  Vollendung  dieses  Werkes  Glück  zu  wilnsehep,  und 
ivollen  nun  noch  den  Inhalt  des  zweiten  Theils  im  Allgemeinen 
angeben,  so  weit  es  hier  der  Raum  gestattet. 

S  ].  Fünfter  Abschnitt  Von  den  Tcrschiedenen 
I  Methodeil  der  Lüngenbestimmung.  Dieser  Abschnitt  ^Q' 
hurt  natürlich  zu  den  wichtigsten  des  ganzen  Werks,  und  ist 
auch  auf  eine  dieser  grossen  Wichtigkeit  ganz  entsprechende 
Weise  l^ehandeit  worden.  I.  LSngenbestimmung  durch  Chrono« 
meterubertragungen  (Hier  auch  z.  B.  von  S.  13*  —  S.  16.  „Ueber 
^ne  bequeme  Methode  zur  Bestimmung  der  sogenannten  persOn« 
liehen  uleichung,  welche  zwischen  verschiedenen  Beobachtern 
stattfinden  kann'*).  —  U.  Bestimmung  des  Längenunterschiedes 
durch  besondere  momentane  Signale,  und  zwar  entweder  durch 
Pulversignale,  oder  mittelst  electromagnetischer  Telegraphen«  — 
III.  Allgemeine  astronomische  Methode  zur  Längenbestimmung, 
istens  Berecbnuns  der  Länge  aus  Mondfinsternissen  und  aus  den 
Verfinsterungen  der  Jupiterstrabanten.  2tens.  Berechnung  der 
Länge  aus  den  Sonnenfinsternissen  und  ans  den  Bedeckungen  der 
Sterne  und  Planeten  durch  den  Mond.  Man  wird  hier  Alles  finden, 
was  über  diesen  wichtigen  Gegenstand  bis  jetzt  bekannt  und  wirk« 
lieh  praktisch  anwendbar  ist  Insbesondere  machen  wir  auch  auf 
die  von  S.  133.  angegebene  Darstellung  der  „Gaussiscben  Methode, 
den  Verlauf  eloer  Sonnenfinsterniss  auf  der  Erde  überhaupt  zu 
berechnen'^  aufmerksam,  welcher  der  Herr  Uebersetzer  zugleich 
ein^[e  eigne  werthvolie  Znsätze  (Methode  des  Uebersetzers  zur 
Berechnung  des  Anfangs  und  des  Endes  der  Finsterniss,  so  ivie 
der  gr5ssten  Phase ,  mit  Hülfe  der  Gaussischen  Methode« 
Beispiel  dazu^  beigegeben  liat  Ausserdem  hat  dernelbe 
nach  dieser  Metbode  nie  totale  Sonnenfinsterniss  am  28steo 
Juli '  1851.  auf  S.  189.  ff.  berechnet,  und  dadurch  die  prak^ 
tische  Anwendbarkeit  derselben  in  ein  sehr  helles  Licht  ge^ 
setzt  Auf  S.  133.  wird  gesagt,  dass  diese  GauSsiscne 
Methode  zuerst  in  der  Dissertation  des  Herrn  G.  F.  Ursin:  De 
eclipsi  solari  die  7.  Septembris  1820.  apparltura.  Haf- 
niae  1820«  näher  erläutert  worden  sei.  Die  Methode  kann  mit 
dein  Namen  einer  Projectionsmethode  belegt  werden,  und  als 
Projectionsebene  wird  (S.  133.)  die  Ebene  angenommen,  welche 
senkrecht  auf  der  Linie  zwischen  dem  Mittelpunkte  der  Sonne 
.und  der  Erde  steht  und  in  der  Nähe  der  Conjunction  des  Mondes 
mit  der  Sonne  durch  den  Mittelpunkt  des  Mondes  geht  Vielleicht 
dürfte  es  angemessen  sein,  bei  dieser  Gelegenheit. an  eine  schon 
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Im  Jahre  1613.  ersehieoene  Dissertation  des  Herrn  Professors 
Gerling  ra  Marborj^  au  erinnerD,  welche  den  Titel  hat:  Me- 
tbodi  projectionis  orthographicae  usum  ad  calculos 
parallacticos  facilitaodos  explicavit  simuiqae  eclip- 
sin  solarem  die  VIL  Septbr.  1820.  apparituram  boc 
modo  tractataro  mappaque  geographica  illaatratam 
tanauam  exemplu'm  exposnit  CbristiaDus  LudoTicas 
Gerling.  Gottineae.  1812.  4.  In  dieser  Dissertatioa  sagt 
der  Herr.  Vf.  über  die  angenommene  Projectionsebeae  auf  p.  2.: 
»»Quanquam  vero  ipsa  haec  projectionis  methodos  ab  aliis  aliter 
tractetur,  ut  postea  videbimus,  tarnen  inter  omnes  convenlt  antun 
idemqne  planum  eliffere,  ad  quod  omnia  puncta  in  hac  ouaestione 
obviaperpendiculisdemissisreferantury  planum  puta,  in  uneam  re- 
ctam  nxae  occultae  vel  solle  eclipsin  aut  transitum  patientis  ceo- 
trum  cum  terrae  centro  jun^ntem»  perpendiculare.  In  seqnentilHis 
yero  patebit,  ex  innumeris  lis  planis»  quae  huic  conditioni  satis- 
facinnt,  o|>time  id  eligi,  qnod  ipsum  lunae  vel  planetae  solis  discam 
transmtgrantis  centrum  transiens»  corporum  horum  orbitas  cärvi- 
lin^as  ita  sequatur,  ut  semper  sibi  ipsi  parallelnm  moveatur"  — 

Die  Methode  der  Lftngenbestimmung  durch  Mondsculminationen 
hat  in  dieser  Nr.  III  des  fdnften  Abscnnttts  auch  eine  Stelle  ge* 
funden,  und  man  flndet  hier  eine  sehr  deutliche  Darstellung  der 
betreffenden  Methoden  von  Nicolai,  StruTe,  u.s.  w.  —  Sechster 
Abschnitt  Von  der  Beredinung  trigonometrischer 
Messungen.  Ausser  den  gewöhnlicheren  Methoden  haaptslch- 
lieh  die  Methoden  von  B esse I  und  Gauss,  Reduction  des  sphä- 
rischen Excesseö,  kürzeste  Entfernung  xweier  Punkte  auf  der  ärde» 
deren  geographische  Lage  gegeben  ist«  u.  s.  w.  —  Erster  An- 
hang, Beschreibung  und  Gebrauch  des  Spigelsextan- 
ten.  Sehr  ausliihrlich,  deutlich  und  praktisch.  Hierin  verschie- 
dene Methoden  der  Breiten  -  und  Längenbestimmung,  bei  denen  der 
Spiegelsextant  hauptsächlich  Anwendung  indei  Correspondirende 
Hohen.  Cnrcummendian- Höhen.  Zwei  ausserhalb  des  Meridians 
gemessene  Höhen.  Gaussische  Methode  die  PoIhGhe,  die 
Chrcorrection  und  den  Fehler  des  Instrumentes  aus  den  Zeiten 
abzuleiten,  wo  drei  verschiedene  Sterne  einerlei  Höhe  erreichen. 
Knorre's  allgemeine  Auflösung  dieses  Problems,  sowohl  för  den 
Fall,  dass  nur  drei^  Sterne  beobachtet  wurden ,  als  auch  fBr  jede 
beliebige  Anzahl  von  Sternen  ^Herr  Professor  Anger  in  Danzie 
hat  in  den  Schriften  der  dortigen  naturforschenoen  Gesellschaft 
auch  eine  Auflösung  dieses  Problems  gegeben,  wo,  so  viel  uns 
jetzt  erinnerlich  ist,  auch  schon  der  Fall  einer  grösseren  Ansah! 
von  Sternen  ausführliche  Berücksichtigung  gefunden  hat),  ße* 
Stimmung  des  Azimuths  terrestrischer  Gegenstände  mittelst  des 
Spiegelsextanten.  Bestimmung  der  geographischen  Länee  durch 
Monddistanzen.  Borda's,  Bessels  Mfethoden  u.  s.  w.  Zweiter 
Anhang.  Von  der  Interpolation.  Alles  praktisch  Wichtige 
enthaltend. 

Man  wird  aus  dieser  Inhaltsangabe,  in  welcher  der  Beschränkt- 
heit des  Raumes  wegen  bei  Weitem  nicht  alles  Wichtige  Platz 
finden  konnte,  gewiss  die  Reichhaltigkeit  dieses  Werks  erkennen, 
und  unser  Urtheil  gerechtfertigt  finden,  dass  diese8WerK  In  dem 
Kreise,  welchen  es  sich  selbst  gezogen  hat,  die  vollständigste 
Bearheitung  der  praktischen  Astronomie  liefert,  welche  wir  bis 
jetzt  besitzen.  ^^^^^^^_ 
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lilterarli^elier   Bericlit. 


II  e  ch  a  n  i  k. 


Der  Attractionscalcül.  Eine  Monographie  von  Dr. 
Oskar  Schlömilcli^  Pr^f.  der  höheren  Matnematik  und 
der  analytischen  Mechanik  an  der  R.  8ächs.  techn. 
ßildungsanstait  zu  Dresden.  Mit  einer  Figuren  tafei. 
Halle.  Druck  und  Verlaft  von  H.  W.  Schmidt.  1851.  - 
58.  S.  in  Octav. 

(Angezeigt  vom  Herrn  Professor  Dr.  Mübius  in  Leipzig.) 

Eine  mit  der  an  ihrem  Verfasser  gei^ohnten  Klarheit  und 
Schärfe  geschriebene  Abhandlung.  Sie  zerfallt  in  zehn  Paragra- 
phen: §.  1.  Allgemeine  Begriffe'  und  Formeln;  j$.  2.  Anziehung 
sehr  weit  von  einander  entfernter  Massen;  §.  3.  Anziehung  des 
abgesluroptten  Kegels;  $.  4.  Anziehung  der  Kugel  und Ku^elschaale. 
Der  übrige  Theii  der  Schrift  behandelt  das  so  vielseitig;  schon 
in  AngriS  genommene  Problem  der  Attraction  eines  Ellipsoids: 
§0  5.  Anziehung  des  homogenen  dreiachsigen  £llip«»oids ;  §.  6.  For- 
luein  liir  das  Kotatiousellipsoid ;  §.  7.  Das  Reductionstbeorem  von 
Ivory,  Der  in  diesen  §§.  vom  Verf.  eingeschlagene  Weg  ist  demje- 
nigen ähnlich,  welchen  Poisson  in  seinem  Traite  de  Mecanique,  2. 
ädit,  Tome  L  Seite  185.  und  folg.  genommen,  nur  dass  ti.  Schi, 
den  Gegenstand  auf  eine  für  den  Anfänger  fasslichere  Weise 
darzustellen  und  4ie  Schlüsse  hier  und  da  schärfer  zu  begründen 
sucht. 

In  den  drei  noch  übrigen  §§.  (8.  9.  10.)  denkt  sich  der  Ver- 
fasser des  EUipsold  durch  Flächen,  welche  seiner  Oberfläche  ähn- 
lich und  mit  inr  concentrisch  sind^  in  unendlich  dünne  Schichten 
zerlegt,  und  nimmt  an,  dass  die  Dichtigkeit,  welche  im  Vorherge- 
henden für  alle  Punkte  des  Ellipsoids  dieselbe  war,  von  einer 
Schicht  zur  anderen  nach  einem  beliebig  gegebenen  Gesetze  ver- 
änderlich sei.  Um  nun  auch  die  von  solch  einem  nicht  homoge- 
nen Eüipsoid  auf  einen  in  seinem  Innern  oder  ausserhalb  liegen- 
den Punkt  ausgeübte  Anziehung  zu  bestimmen,  beginnt  der  Ver- 
fasser den  Caicui  ganz  von  Neuem,  wobei   er  sich  des  von  I>e' 
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jeune  Diricblet  erfundenen  und  von  diesem  (wie  aus  Crelle's  Jour- 
nal für  Math.  XX.  Band,  Seite  270.  zu  ergehen)  beim  homogeneo 
Elüpsoid  in  Anwendung  gebrachten  Kunstgriffs  bedient ,  welcher 
dann  besteht,  dass  man,  um  den  Werth  eines  bestimmten  Integrals 
zu  finden,  dasselbe  mit  einer  discontinuirlichen,  gleichfalls  als  be- 
stimmtes Integra!  ausgedrückten  Function  multiplicirt,  welche  in- 
nerhalb der  Grenzen  des  ersteren  lntegrals  =  l,  über  dieselben 
hinaus  aber  =0  ist.  Er  gelangt  auf  solche  Weise  zu  einer  For- 
mel (no.  97.),  welche  die  Anziehung  des  Pttnktes  durch  ein  ein- 
faehes  bestimmtes  Integral  ausdruckt,  dessen  Grenzen  durch  die 
Lage  des  Punktes.  ^s^e|*en  das  Ellipsoid  bedingt  werden.  Hieraus 
leitet  er  schlOsslich  ein  sehr  bemerkenswerthes  Theorem  ab,  wel- 
ches eine  Verallgemeinerung  des  schonen  von  Legendre  zuerst 
nur  für  das  Rotationsellipsoid  und  später  von  Laplace  allgemein 
für  jedes  homogene  Ellipsoid  bewiesenen  Theorems  ist:  dass  die 
Anziehung  eines  äusseren  Punktes  von  einem  Ellipsoid  dieselbe 
Richtung  hat,  wie  die  Anziehung  desselben  Punktes  von  einem 
zweiten  mit  dem  ersteren  confocalen  Ellipsoid,  dessen  OberflSche 
durch  diesen  Punkt  geht,  und  dass  sich  unter  der  Voraussetzung, 
dass  beide  Ellipsoide  einerlei  Dichtigkeit  haben,  die  Anziehungen 
selbst  wie  die  Volumina  der  beiden  Ellipsoide  verhalten.  Dieser 
Satz  gilt  nämlich,  wie  H.  8chl.  zeigt,  wörtlich  auch  dann,  wenn 
man  statt  die  zwei  Ellipsoide  homogen  und  gleich  dicht  vorauszu- 
setzen, annimmt,  dass  —  wie  sich  Kef.  ausdrücken  möchte  —  bei 
dem  einen,  wie  bei  dem  anderen  Ellipsoid  die  Dichtigkeit  in  jedem 
Punkte  eine  und  dieselbe  Function  des  Verhältnisses  ist.  In  wel- 
chem der  vom  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  der  Ellipsoide  bis 
an  den  Punkt  gezogene  Radius  zu  dem  über  den  Punkt  hinaus 
bis  an  die  Oberflache  des  betreffenden  Ellipsoids  verlängerten 
Radius  steht.  Mur  muss  Ref.  hierbei  noch  bemerken,  dass  auf 
Seite  43  unten,  wo  in  drei  Zeilen  auf  das  in  d^r  Geschichte  dieser 
Untersuchungen  Epoche  machende  Legendresche  Theorem,  als 
eine  einfache  Folgerung  aus  dem  allgemeineren  Theorem,  hinge- 
deutet wird,  der  Name  Legendre's  mit   zu  nennen  gewesen  wäre, 

.    indem  ohne  solches  es  scheinen  muss,  als  ob  H.  Schi,  jenes  Theo- 
rem als  schon  entdeckt  nicht  gekannt  habe. 

Die  Geschicklichkeit,  welche  fl.  Schi,  bei  der  Entwickelung 
seiner  Formeln  fiir  das  nicht  homogene  Ellipsoid  durch  mannig- 
fache zum  Theil  sehr  kunstreiche  Transformationen  bestimmter 
Integrale  beweist,  verdient  rühmliche  Anerkennung.  Dass  aber 
dadurch  die  Theorie  der  Attraction  des  EllipSoids  eine  wesentliche 
Bereicherung  erhalten  habe,  wie  doch  der  Leser  nach  der  der  Schrift 

'  vorausgeschickten  kurzen  Einleitung  zu  erwarten  berechtigt  ist, 
muss  Referent  in  Abrede  stellen.  Denn  die  das  Endresultat  in 
sieb  fassende  Formel  No.  97.  ist  nach  Weglassung  des  Integral- 
zeichens vollkommen  einerlei  mit  der  schon  vor  längerer  Zeit  von 
Poisson  gegebenen  Formel  für  die  Attraction  einer  unendlich  dün- 
nen von  zwei  concentrischen  und  einander  ähnlichen  Ellipsoiden- 
flächen  begränzten  Schicht  auf  einen  äusseren  Punkt,  wenn  diese 
Formel  noch  mit  der  die  Dichtigkeit  der  Schicht  ausdrückenden 
Function  multiplicirt  wird. 

Man  findet  diese  Poisson'sche  Formel  überaus  einfach  herge- 
leitet in    einem   Aufsatze  Plana*s  in  Grelle's  Journal,  XX.  Band, 
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Seite  917.  und  218.  Sie  erfg^ebt  sich  hiernacli,  wenn  man  4ueri»t 
mit  Hülle  des  Ivory'schen  Theorems  die  Formel  für  die  Attractioii 
eines  Ellipsoids  auf  einen  äusseren  Punkt  entwickelt  (Legeriilre 
Traite  des  fonct.  elliut.,  Tome  I.,  pag.  554.)»  und  sodann  diese 
(das  Legendre'sche  Theorem  in  sich  schliessende)  Formel,  nach- 
dem sie  auf  passende  Weise  umffebildet  worden,-  nach  den  Di- 
mensionen des  Ellipsoids  unter  der  Hypothese  differefitiirt,  dass 
letzteres  sich  ähnlich  bleiben  soll.  —  Mit  Anwendung  dieses 
Verfahrens  würden  sich  die  zur  Schlussformel  Nr  97.  nuthiffen 
Entwickelungen,  wozu  U.  Schi,  den  Raum  von  Seite  33.  bis 
41.  und  in  hinzugefügten  an  sich  sehr  schätzenswerthen  Noten 
von  Seite  5L  bis  58.  verwendet,  auf  etwa  vier  Seiten  haben  re- 
duciren  lassen.  M. 


Astronomie. 

Uranos.  Sy^nchronisch  geordnete  Ephemeride 
aller  Himmelserschein  ungen  des  Jah  res  185  1,  erstes 
Semester,  Vom  Jahre  1846  an  herausgegeben  von  der 
Königlichen  Universitäts-Sternwarte  zu  Breslau. 
Sechster  Jahrgang.    Breslau.  J851. 

Zweck  und  Tendenz  dieser  sehr  empfehlenswerthen  Epheme> 
ride  sind  aus  unseren  früheren  Berichten  hinreichend  bekannt. 
^ir  machen  aber  darauf  aufmerksam,  dass  von  letzt  an  die  gewiss 
sehr  zweckmässige  Einrichtung  getroffen  worden  ist,  dass  die- 
selbe in  sechs  Monate  umfassenden  Heden  erscheint  Diese  Ein- 
richtung wird  der  weiteren  Verbreitung  dieser  Ephemeride  gewiss 
sehr  förderlich  sein,  da  die  einzelnen  Monate  nun  früher  in  die 
Hände  der  Beobachter  gelangen. 


Physik. 

Aufgaben  aas  der  Physik  nebst  ihren  Auflösungen. 
Zum  Gebtauch  für  Lehrer  und  Schüler  an  höheren  Un- 
terrichtsanstalten und  besonders  beim  Selbstunter- 
richt bearbeitet  von  Dr.  C.Fliedner,  Hauptlehrer  an  der 
Realschule  zu  Hanau.  Mit  91  Holzschnitten.  Braun- 
schweig. 1851.8. 

Diese  Sammlung  von  vorzugsweise  aus  dem  Gebiete  der  roa-^ 
thematischen  Physik  entnommenen  Aufgaben  scheint  uns  ihrem 
Zwecke  recht  wohl  zu  entsprechen,  und  verdient  Lehrern  der 
Physik  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden.  Die  Auflosungen 
sind  beigefügt.  Die  Aufgaben  betreffen :  Bewegung  der  Korper. 
Maass'der  Kräfte  und  Ihrer  Leistungen.  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  der  Kräfte.  Schwerpunkt  und  Trägheitsmoment.  Ein- 
fache Maschinen.  Centrifugal-  nnd  Centripetalkraft.  Wirkungen 
der  Schwerkraft  bei  Bewegungen  auf  vorgeschriebenem  Wege  (Pen- 
del). Stoss.  Reibung.  Festigkeit.  Gleichgewicht  und  Druck 
tropfbarer   Flüssigkeiten    in  Geftissen.      Gleichgewicht    zwischen 
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tropfbaren  flüssigen  und  festen  Körpern.  Specifisches  Gewicht.  Be- 
wegani;  des  Wassers.  Gieicheewicht  und  Druck  der  Loß.  Schall. 
Ausdehnung  der  Körper  durcn  die  Wärme.  Wärmecapacltät  und 
Aenderune  des  Aggregatznstandes.  Dämpfe,  besonders  Wasser- 
dämpfe.  Verbrennung  and  Heizung.  Geradlinige  Fortpflanzung 
des  Lichtfit.  Sehwinkei.  Schatten.  Geschwindigkeit  des  Lichts. 
Photometrie.  Reflexion.  Brechung.  Linsengläser.  Optische  In- 
strumente.   Magnetismus.    Electricität. 

Durch  grössere  Reichhaltigkeit  und  theilweise  erussere 
Schwieriffkeit  der  Aufgaben  scheint  diese  Sammlung  Vorzuge 
vor  der  früher  erschieneneo  Sammlung  physikalischer  Auf- 
gaben von  F.  Kries.  Jena  1843.  zu  haben. 


Termischte  (Schriften. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  JournaL 
Edited  byW.  Thomson,  M.A.F.RvS.E.  Vergl.  Liter.  Bericht 
Nr.  LVt 

(Leider  ist  ans  Nr.  XXIV.  dietes  aasgezeichneten  Jonrnals,  wahr- 
scheinlich darnh  ein  Versehen,  noch  nicht  zug-egangen,  and  wird  daher 
später  noch  angezeigt  werden.) 

No.  XXV.  On  certain  General  Properties  of  Uomogeneous 
Functions.  By  J.  J.  Sylvester.  —  On  the  Intersections  of 
Two  Conics.  By  J.  J.  Sylvester.  —  On  certain  „Loci**  con* 
nected  mth  the  Geodesic  Linea  of  Surfaces  of  the  Second  Order. 
By  John  Y.  Rutledge.  *-  Two  Arithmetical  Theorems.  By 
Henry  Wilbraham  (Diese  Theoreme  sind  folgende:    I.' Let  m 

\^e  any  number  not  divisible  by  2  er  5,  and  suppose  *-  when  re* 

duced  to  a  circulating  decimal  to  have  a  recurring  period  oi  p 
digits;  and  let  N  be  any  other  number,  in  which  the  nmnber 
of  digits  is  ereater  thao  p:  if  iV  be  marked  off  into  periods  of  p 
digits  each  (beginning  at  the  units),  aud  these  several  periods, 
each  considereil  as  a  number  eonsisting  of  p  digits ,  be  added 
together,  and  the  sum  be  n;  then,  if  n  6e  divisible  hy  m,  N  also 
will  be  divisible  thereby;  and  if  nbe  not  so  divisible,  the  remain- 
.  der,  OQ  dividing  n  by  m^  will  be  the  same  as  that  found  on  di* 
viding  iV  by  m;  or  in  otber  words,  ti  will  be  congruous  to  JV  with 
respect  to  the  modulus  m.  —    IL  If  m  be  a  prime   number ,    and 

p  be  au  even  number,  iV  may  be  divided  ihto  periods  of  -^p    di- 

Sits  each;  and  of  these' periods »  if  the  Ist,  3rd,  3th,  etc.  be  ad- 
ed  together  and  aJso  the  2Dd,  4th>  6th,  etc.  and  the  latter  sum 
aubtracted  from  the  former,  and  the  diflterence  be  calied  n ;  theo, 
as  in  the  former  theorem ,  h  will  yield  the  same  remainder  as  IV 
on  dtvision  by  m.  If  n  be  negative  and  not  divisible  by  r»,  the 
pre(fter  remainder  is  the  difference  bttween  n  aud  the  multiple  of 
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m   iiexi  above    it   oumetically.)  —    Application  of   Comhioatioiis 
to  tbe  Enlanation  of  Arbogasts  Method.    By  Professor  De  Mo r- 

San.  —  Notes  on  Lagranges  Theorem,  ßy  Arthur  Cayley. — 
>n  a  double  Infinite  Series.  By  Arthur  Cayley.  *-<  Laws  on 
the  £lasticity  of  Solid  Bodies.  By  W.  J.  Mac<niorn  Rakine.  «^ 
Matberaatical  Notes:  I.  A  Demonstration  of  Taylor's  Theorem. 
By  HomerHbara  Cox.  IL  Demonstration  of  the  knowa  Theorem» 
that  the  Arithmetic  Mean  between  any  number  of  Positive  Quan- 
tities  I»  sreater  than  their  Geometrie  Mean.  By  A  Thacker. — 
On  the  Construction  of  the  Nintb  Point  of  Intersection  of  Two 
Ciirves  of  the  Thlrd  Degree,  when  the  other  Eight  Points  are 
idven.  By  Thomas  Weddio.  ->  On  the  Theory  of  Linear 
Transformations.    By  George  Boole. 

(The  Next  Number  will  be  Published  on  the  Ist  of  May.) 

Verhandlungen  derschweizerischen  naturforschen- 
den Gesellschaft  bei  ihrer  Versammlung  In  Aarau 
am  5.  6,  7   August  1850.  358te  Versammlung.     Aarau  8. 

Von  den  grösseren  in  diesem  Heilte  enthaltenen  Abhandlun- 
gen machen  wir  auf  die  folgenden  aufmerksam : 

Vortrag  des  Herrn  Leopold  von  Buch:  Ueber  einige 
Riesenthiere  der  Vorwelt. 

Prof.  C.  F.  Schonbein*:  Oeber  den  Einfluss  des  Lichtes 
auf  die  chemische  Thätigkeit  des  Sauerstoffs. 

Prof.  Mollinger:  Ueber  einen  Universalzirkel. 

Prof.  M  o  u  s  s  o  n :  Ueber  die  Wheweirschen  oder  Quetelel  sehen 
Streifen. 

Ausserdem  findet  man  in  diesen  Verhandlungen  S.  157,  — 
S.  169.  eine  interessante  Lebensbeschreibung  des  zu  Bern  ver- 
storbenen verdienten  Professors  der  Mathematik  J  ohann  Frie- 
drich Trechsel  daselbst,  aus  welcher  wir  die  folgenden  kurzen 
Notizen^  ausheben. 

Johann  Friedrich  Trechsel  wurde  am  4ten  März  1776 
in  der  Bemischen  Municipalstadt  Burgdorf  als  das  jüngste  von 
zwölf  Kindern  eeboren.  Schon  im  13ten  Jahre  bezog  er  die  hö- 
here LehranstaJt  zu  Bern,  mit  dem  Vorsatze»  Theologie  zu  stu- 
diren.  Später  wandte  er  sich  auf  den  Rath  des  Professors  Itth 
mehr  dem  Studium  der  Mathematik  zu,  in  welcher  Tralles, 
mcbheriges  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Her* 
lin,  sein  Lehrer  war.  Im  Jahre  1805  erhielt  er  die  Professur  der 
Mathematik  an  der  am  2ten  November  des  genannten  Jahres  er- 
richteten (im  Jahre  1834  zu  einer  Universität  erhobenen)  Bernischen 
Akademi«!  und  im  Jahre  1812  auch  noch  die  der  Physik.  T rech- 
ne I  besass  ein  ausgezeichnetes  Lehrtalent,  und  hat  sich  sowohl 
als  Lehrer,  als  auch  namentlich  durch  die  trigonometrische  Auf- 
nahme des  Kantons  Bern  um  sein  Vaterland  sehr  verdient  gemacht, 
da  er  auch  stets  den  lebhaftesten  Antheil  an   dess^^n  politiacbeD 
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Schicksalen  Dahm  9  und  neben  seinero  Lehramte  oft  noch  öffentliche 
bürgerliche  Aemter  bekleidete.  Sein  Charakter  wird  in  diesem 
Nekrolog  als  ein  höchst  liebenswürdiger,  in  jeder  Beziehung 
höchst  ehrenwerther  geschildert.  Die  Treue  in  jeder  Beziehung 
galt  ihm  fSr  das  Höchste  im  Leben ^  und  er  hat  sie  geübt  wie 
Wenige,  ss^t  sein  Biograph.  Mit  vielen  der  berühmtesten  Ge- 
lehrten des  In-  und  Auslandes  stand  er  in  lebhaftem  wissen- 
schaftlichen Verkehr.  Seine  sonst  felsenfeste  Gesundheit  wurde 
späterhin  theils  durch  die  Anstrengungen  bei  seinen  geodätischen 
Arbeiten,  theils  durch  mancherlei  erüttene  Krfinkungen  und  ihn 
betroffene  Unglücksfölle  geschwächt.  Er  starb  am  26isten  Novem- 
ber 1849  früh  um  7  Uhr  im  74sten  Lebensjahre  nach  kurzem 
Krankenlager.  Der  Redner  an  seinem  Grabe  scbloss  mit  dem 
mit  vollem  Rechte  auf  ihn  anwendbaren  Bibel  werte:  „Sein  Leben 
ist  köstlich  gewesen,  denn  es  ist  lauter  Mühe  und  Arbeit  ge- 
wesen." 


Jahresbericht  der  Fürstlich  J ab lonowski sehen  Ge- 
sellschaft Leipzig^  im  März  1851.  (Soweit  derselbe  die 
Mathematik  betrifft). 

I.Bericht  über  die  im  Jahre  1850  eingegangenen 
Preisbewerbungsscbriften. 

Ueber  die  zuerst  im  Jahre  1849  gestellte,  und  darauf  im  Jahre 
1850  wiederholte  Preisaufgabe: 

„Unter  den  von  den  Alten  erwähnten  Sonoen-  und  Mondfin- 
„stemissen  die  beachtenswerthesten  von  Neuem  zu  prü- 
„fen,  und  nach  den  Principren  der  Wabrscheinlichkeitsrech- 
„nung  zu  entscheiden,  ob  und  welchen  Einfluss  eine  angemes- 
„sene  Berücksichtigung  derselben  auf  die  Bestimmung  der 
„Mondelemente,  insbesondere  der  Knoten,  haben  würde*' 

ist  der  Gesellschaft  nur  eine  einzige  Bewerbungsschrift  unter  dem 
Titel: 

„Astronomische  Untersuchungen  über  die  Mondfinsternisse 
„des  Abnagest" 

und  mit  dem  Motto 

,,9fultiformiluna  amhage  torsit  ingertia contemplantHim  eiproximstm 
,^dus  ignorari  maxime  indigtiontium.  (PI in.  H.  N.  11,  9.)'' 

zugesendet  worden.  Der  Verfasser  dieser  Abhandlung  hat  nun 
zwar  die  gestellte  Frage  nur  theilweise  beantwortet,  indem  er 
Sonnenfinsternisse  gar  nicht,  und  von  den  Mondfinsternissen  blos 
die  19  im  Almagest  verzeichneten  berücksichtigte.  Da  sich  jedoch 
seine  Schrift  bei  genauerer  Prüfung  in  ihren  Angaben  als  sehr  zu- 
verlässig erwies,  da  sie  den  Gegenstand  mit  Gewandtheit  und 
richtigem  Tacte  behandelt  hat,  und  die  darin  enthaltenen,  mittelst 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gefundenen  Correctionen  der 
mittleren  Bewegungen  des  Mondes  und  seiner  Knoten  von  nicht 
unerheblichem  biteresse  erscheinen,  so  fand  sich  die  Gesellschaft 
bewogen,  dem  Verfasser  zwei  Drittel  des  ausgesetzten  Preises 
als  Acccssit  zuzuerkennen. 
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Bei  Erriffnung   des   versiegelten  Zettels  ergab  sich   uls   der 
Verfasser  dieser  Abhandlung 

Julius  Zech, 
Dr.  phil.  in  Stuttgart. 

IL  Preisfrage  für  das  Jahr  1852. 

Aus  der  Astronomie.    Für   das  Jahr  1852. 

Der  Verfasser  der  von  unsrer  Gesellschaft  in  diesem 
Jahre  mit  dem  Accessit  ausgezeichneten  Abhandlung  ^^über- 
die  Mondfinsternisse  des  Almagest'S  Herr  Dr.  Zech  m  Statt- 
gart, hat  durch  Berechnung  dieser  Finsternisse  mittelst  der 
Damoiseau'schen  Moodtafeln  als  ziemlich  sichres  Resultat 
gefunden ,  dass  in  genannten  Tafeln  die  hundertjährige 
Knotenbewegung  des  Mondes  um  etwa  P,7  zu  vermindern,  also 
=  134^8']5''  zu  setzen,  und  die  hundertjährige  mittlere  Bewegung 
des  Mondes  um  etwa  0',5  zu  vermehren,  also  =307<*  53'"  12'' 
anzunehmen  sei.  Da  mit  Anwendung  dieser  Correctionen,  welche 
den  bekannten  Airy'schen  nahe  kommen,  es'  Herrn  Zech  gelungen 
ist,  die  19  Finsternisse  des  Almagest  im  Ganzen  sehr  befriedigend 
durch  Rechnung  darzustellen,  so  findet  sich  ^le  Gesellschaft  ver- 
anlasst, folgen()e  neue  Preisaufgabe  vorzulegen: 

„die  unten  verzeichneten,  auf  zuverlässigen  Angaben  von 
Schriftstellern  des  cUssischen  Alterthums  beruhenden  Finster- 
nisse nach  den  Damoiseau'schen  Mondtafeln,  mit  Hinzulu- 
gung  der  vorbemerkten  zwei  Correctionen  zu  berechnen,  da- 
fern  jedoch  die  Resultate  der  Rechnung  nicht  eine  zureichende 
Uebereinstimmung  mit  den  Angaben  der  Schriftsteller  zeigen 
sollten,  zu  untersuchen,  ob  und  welche  mit  der  historischen 
Chronologie  vereinbare  Abänderungen  der  fiir  jene  Finster- 
nisse seither  angenommenen  Jahre  etwa  zu  befriedigenderen 
Ergebnissen  fuhren  möchten.'' 


Verzeichniss  der  zu  berechnenden  Finsternisse. 

1.  0  F.  zu  Sardes,  im  zeitigen  Frühjahr,  Ol.  74,  4. 

Herod.  7,  37.  (Schol.  Aristid.  p.  222)  480(?)  vorChr. 

2.  0  F.  zu  Athen,  nach  Mittag,  im  Sommer 

01.87,2.  Thuk.  2,  28.  3.Aug.431      „ 

3.  0  F.  zu  Athen,  im  Anfange  des  Frühjahrs  , 

Ol.  88,  4.  Thuk.  4,  52.  20.März424      „ 

4.  ;j)  F.  zu  Syrakus,  im  Spätsommer  Ol.  91, 4. 

Thuk.  7,  50.  Plut.  Nik.  23,  28.  27. Aug.  413      „ 

5.  3)  F.  zu  Athen,  Abends,  Ol.  93,  3.  Xen. 

Hell.  1,6,  1.  15.  April  406      „ 

6.  0  F.  zu  Athen  Ol.  94. 1.  Xen.  Hell.  2, 3, 4.        2.  Sept.  404      „ 

7.  0  F.inBootien,  imSommerOI.96,3.Xen. 

Hell.  4,  3,  10  13.  Aug.  394      „ 
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8.  }>  F.  zu  Arbela,  am  16.  Boedromion  Ol.  112, 

2.  Plttt.  Alex.  31.Arrian.  Anab.  3,  7,  6 
u.  15,  7.  Vgl.  Ptolem.  Geogr.  1,  4.  Plio. 
hidt.  Dat.  %  70. 

9.  0  F.  zwischen  Sicilien  uod   Africa  Ol. 

117,  2.  Diod.  20,  6.  Just.  22,  6. 

10.  })  F.  in  Makedonien,  am  3.  r8m.8eptbr.  686 

u.  c.  Cic.  d.  rep.  1, 15.  Plin.  2,  12.  Plut. 
Aem.  PauL  l7.Llv.44,37. 

11.  3)  F.  in  Pannonien.  Tac.  Ann.  1,28.  Dio 

Casö.  67,  4.  ' 

12.  0  F.  zu  Rom.  Tac.  Ann.  14, 12.Pün.  h.  n. 

2.  70.  Dio  fass.  61,  16. 

13.  3)  F.  zu  Rom  ^  „,.      ...        .    ^   .« 

14.  0  F.  daseibat  ^  '^'"*-  ^'^^'  "**'  ^'  ^^' 

15.  0  F.  in  Sicilien,  um  Mittag,  Firmic.  Mat. 

a6tr.l.2. 

16.  0  F.  inMesopotamien,  beiSonnenaufgang. 

Ammian.  Marc.  20,  3. 


20.Sept331  vorChr. 
14.  Aug.  310      „    ,. 

21.  Juni  168      „    „ 

26.Sept  14nacbChr. 

30.  April  59  „      ., 

4.  März  71  „      „ 

19.  März  —  „      „ 

17.  Juli  334  „      „ 

27.  Aug.  360  „      ,, 


Die  Preibbewerbungsscbriften  sind  in  deutscher«  latei« 
nischer  oder  französischer  Sprache  zu  verfassen,  müssen 
deutlich  geschrieben  und  pagin irt,  ferner  mit  einem  Motto 
versehen  und  von  einem  versiegelten  Zettel  begleitet  sein,  der 
auswendig  dasselbe  Motto  trägt,  inwendig  den  Namen  und  Wohn- 
ort des  ^  erfassers  angiebt.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  für 
das  Jahr  der  Preisfrage  mit  dem  Monat  November;  die 
Adresse  ist  an  den  jedesniäigen  Secretatr  der  Gesellschaft  (für 
das  J.  1851  an  den  ordentl.  Prof.  der  Mineralogie  und  Geognosie 
an  der  Universität  zu  Leipzig;^C  F.  Naumann)  zu  richten.  Der 
ausgesetzte  Preis  beträgt  fiir  die  Aufgabe  aus  der  Astronomie  24 
Ducaten. 


Druckfehler. 

In  der  Ueberschrift  des  Aufsatzes  Nr.  XXXVll.  In  Tbl.  XVJ. 
Heft  4.  S.  424.  s.  m.  „Scheffler"  statt  „Seheffler". 
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